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Band  IX. 

Seite  636  Zeile  2  von  oben   lies  LXXXV.  statt  LXXXIV. 
9    637      9      5  uod  9  von  oben  lies  Boussioesq  statt  Bertrand. 
,648      ,      3  YOQ  oben   lies  LXXXV.  statt  LXXXIV. 

.    788      .      9    .     unten     .    -^-i^lC^) +^^^1  =  ^^"«^ 

statt 


Hm'^'M)  -  -■ 


9    818      ,    33    „      oben    ist  bei  Arbeit  3)  statt  des  Namen  Bertrand 

der  Name  Bonssinesq  so  setzen. 

Band  X. 

,      97      ,      1     ,    nnten     «     Abschn.  VI.  Cap.  5    statt    Absohn.  VI. 

Oap.  2. 
,    343      •      6,  13,  14,  15,  17,  18  von  oben  lies  A  sUtt  91. 
^356      ,      7  von  nnten  lies  H.  Milinowski  statt  K.  Milinowski. 
„420,      1»        n         ,**  statt  *. 
,    420      ,      16  und  17  von  oben  lies  (einem  Hauptstrahle)  statt  einem 

Hanptstrahle. 
,    423      ,      9  von  unten  lies  g6n6raux  statt  gdn^rales. 

:    S      :    14    :        :     I    •    norU  statt  HarU. 
628      ,      2    ,        ,         ,    Proc.  statt  Prof. 


„    660      ,      7    ,        «         «    Despeyrous  statt  Despeyraux. 
,     772  ist  die  Bezeichnung  »Capitel  2"  fortgeblieben. 


Erster  Abschnitt 

Geschichte  und  Philosophie. 

Capitel  L 
Geschichte. 

A.    Biograph! seh- Literarisches. 

L.  Rodet.      Sur   un    manuel   du  calculateur  d^couvert 
dans  un  papyrus  ^gyptien.    Bnii.  S.  m.  p.  vi.  139-149. 

Eine  detaillirte  InbaltsaDgabe  des  bertthmten  Papyrus  Rhind 
nach  der  Eisenlohr'scben  Ausgabe.  Wir  erfahren,  dass  der  un- 
bekannte Verfasser  dieses,  in's  graue  Alterthum  zurückgehenden 
Handbuches  vollständig  addiren  und,  wenn  auch  auf  Umwegen, 
multipliciren,  dagegen  nur  unvollkommen  subtrahiren  und  so  gut 
wie  gar  nicht  dividiren  konnte.  Letztere  Operation  ward  durch 
probeweises  Vervielfachen  geleistet  Von  Brüchen  kennt  er  ausser 
I  nur  noch  sogenannte  Stammbrflche  mit  dem  Zähler  1.  Herr 
Rodet  discutirt  in  sehr  eingehender  Weise  ein  grösseres  Rechen- 
exempel  und  leitet  daraus  jene  Bruchregeln  ab,  welche  den 
Aegyptem  nothwendig  bekannt  gewesen  sein  müssen.  Von 
Interesse  ist  weiterhin  die  Auflösung  linearer  Gleichungen  von 
der  Form 

üß  Oß 

lixA 1 1 =  -4, 

gelegentlich  deren  auch  die  arithmetische  Progression  zur  Sprache 
kommt.     Die   ägyptische   Eubirungs Vorschrift,   der   zufolge   ein 

Forttehr.  d.  Math.  X.  l.  1 


2  I.  Abechoitt.    Geschichte  and  Philoaopbie. 

Körper  das  I^facbe  des  Prodactea  ans  Grundfläche  and  Höhe 
ist,  hat  Eisenlohr  dahin  gedeutet,  dass  die  gebrtlDchliche  Körper- 
form  die  eines  Eegelstampfes  gewesen  sei,  was  aber  Bodet  nicht 


zuheben.  Die  PyramidenmeBsang  fuhrt  auf  eine  Art  gonio- 
metriscber  Functionen.  Hat  die  Diagonale  der  Basis  den  Werth 
360,  die  Seitenlinie  (piremus  wahrscheinlich  =  nv^afitg)  den 
Werth  250,   so  ist  der  Neigungswinkel  a   durch   die   Relation 

180 

2öO   ' 

fläche  mit  der  Basis  gebildeten  Winkel,  so  tritt  für  den  Sinus 
die  Tangente  ein.  Schliesslich  wird  anch  noch  die  Snmme  einer 
geometrischen  Reibe  angegeben.  Gr. 


P.  Tannert.    Hippocrate  de  Chio  et  la  qnadrature  des 

luQules.  M^m.  de  Bord.  (2)  IL  179-184. 
Der  Verfasser  sucht  auf  Grund  einer  Stelle  des  Simplicins 
zn  ermitteln,  worin  die  Entdeckung  des  Hippocrates  eigentlich 
bestanden  habe,  indem  er  zugleich  zeigt,  dass  der  betreffende 
Passus  iu  Montacla's  Bistoire  des  Math^matiques  I.  453  auf  einer 
unrichtigen  Auffassung  beruhe.  0. 


B.  RoTBLADF.  Die  Mathematik  zu  Platon's  Zeiten  und 
seine  Beziehnngeu  zu  ihr,  nach  Platon's  eigenen 
Werken  und  den  Zeugnissen  älterer  Schriftsteller. 


'4NN.     Apollonius  von  Perga.   Pr.  Treptow  a.  R. 
i  kurzer  Darlegung  dessen,  was  wir  Aber  den  Lebens- 

grossen  Geometers  wissen,  zählt  der  Verfasser  die  Titel 
ihm  yerfasBten  Schriften  nach  Pappus  auf  and  g^ebt 
tine  Uebersicbt  Über  die  Bearbeitungen,   welche  diese 

bei  den   verschiedenen  Culturvölkem  erfahren  haben. 


Oapitel  1.    Qeschfchte.  3 

Ausführlicher  bespricht  er  das  bekannte  logistische  Fragment,  zu 
dessen  Erläuterung  er  einige  Excerpte  aus  Nesselniann  betreffs 
altgriechischer  Zahlenbezeichnung  und  Rechnungsweise  einschiebt; 
hievon  wird  dann  Gebrauch  gemacht,  um  das  Verfahren  des 
ApoUonius  bei  der  Zurttckf&hrung  der  Hultiplication  grosser  Zahlen 
auf  eine  analoge  mit  deren  Einheiten  (nv&fdvBg)  vorzunehmende 
Operation  an  Beispielen  klar  zu  legen,  lieber  den  sogenannten 
mxvToßoog,  dessen  Charakter  lange  ein  Streitobject  der  Historiker 
war,  weiss  man  zur  Zeit  doch  mehr,  als  der  Verfasser  anzu- 
nehmen scheint  Von  den  geometrischen  Werken  finden  vorläufig 
blos  diejenigen  eingehendere  Bertlcksichtigung,  welche  der  „Ana- 
lysis^  dienen;  von  den  ^xwvixa^  wird  blos  eine  Inhaltsübersicht 
gegeben  und  die  speciellere  Behandlung  derselben  einer  späteren 
Abhandlung  vorbehalten.  Gr. 


J.  L.  Heiberg.     Ueber  eine  Stelle  des  Pappus. 

SchlömUeh  Z.  XXIII.  Hl.  A.  117-128. 

Im  ersten  Bande  seiner  trefflichen  Pappus- Ausgabe  beschäftigt 
sich  Hultsch  mit  einer  stark  verdorbenen  Stelle,  aus  welcher 
hervorzugehen  scheint,  der  Commentator  tadele  den  Archimedes 
um  deswillen,  dass  er  in  seinem  Buche  über  die  Schnecken- 
linien fbr  eine  Aufgabe  zweiten  Grades  eine  Verzeichnung  mit 
Httlfe  der  Kegelschnitte  gegeben  habe.  Obwohl  Hultsch  auch 
diese  Art  der  Interpretation  ftlr  möglich  hielt,  glaubte  er  doch 
einer  anderen  Auffassung  den  Vorzug  geben  zu  müssen.  Heiberg 
aber  beweist,  dass  die  ursprüngliche  Lesart  beizubehalten  ist, 
indem  er  zugleich  darthut,  dass  das  von  Archimedes  behandelte 
Problem  9  wenn  man  sich  dem  Wortlaut  des  Pappus  anschliesst, 
eine  verhältnissmässig  sehr  einfache  Lösung  mit  Hülfe  einer 
gleichseitigen  Hyperbel  ermöglicht.  Eine  Bestätigung  der  Heiberg'- 
schen  Ansicht  mag  darin  gesucht  werden,  dass  Hultsch  selbst 
neuerdings  (Königsberger  Rep.  II.  p.  334)  jene  Wiederherstellung 
des  eigentlichen  Textes  adoptirt  hat.  Gr. 


4  I.  AbscbDitt.    Geschichte  und  Philosophie. 

B.  Zuckermann.  Das  Mathematische  im  Talmud.  Be- 
leuchtung und  Erläuterung  der  Talmudstellen  mathe- 
matischen Inhaltes.    Breslau.  Hepner. 

Verfasser  legt  sich  den  Plan  seiner  Untersuchung  in  der 
Weise  zarecht,  dass  er  zuerst  einen  allgemeinen  Ueberblick  ttber 
die  wissenschaftlichen  Kenntnisse  der  Hebräer  im  Hittelalter 
giebt  und  alsdann  auf  diejenigen  Specialitäten,  deren  genaueres 
Studium  die  rituellen  Vorschriften  nothwendig  machten«  im  Ein- 
zelnen eingeht.  Alle  bürgerlichen  Rechnungsarten,  sowie  viele 
Sätze  über  Flächen-  und  Körperberechnung  kommen  im  Talmud 
vor.  Man  verstand  sich  auf  die  Construction  von  Sonnenuhren, 
löste  geodätische  Aufgaben  durch  Messinstrumente,  an  welchen 
gläserlose  Tuben  angebracht  waren,  fertigte  die  vom  Kalender 
geforderten  Zeichnungen  der  Mondsichel  nach  ihren  verschiede- 
nen Phasen  und  beschäftigte  sich  sogar  mit  der  Frage  nach  der 
Wiederkehr  eines  Kometen.  Natürlich  aber  war  die  Mathematik 
stets  nur  Mittel,  niemals  Selbstzweck,  und  so  ist  denn  der  Kreis, 
innerhalb  dessen  die  talmudische  Grössenlehre  sich  bewegt,  ein 
eng  umgrenzter.  Sehr  wichtig  war  für  sie  die  Quadratwurzel 
aus  2,  für  welche  verschiedene  Theile  des  Talmud  auch  ver- 
schiedene Annäherungen  kennen.    Am  beliebtesten  war  der  ver- 

muthlich  aus  Griechenland  datirende  Werth  |/2  =  {  (vergl.  die 
äusserst  interessanten  Bemerkungen  Cantor's  im  22.  Bande  der 
,,Zeitschr.  f.  Math.  u.  Phys."",  s.  F.  d.  M.  IX.  19).  Eine  häufig  sich 
wiederholende  Frage  ist  femer  die  nach  dem  Verhältnisse  einer 
Kreisfläche  zum  um-  und  einbeschriebenen  Quadrat  Im  Traktat 
^jKilojim'^  kommt  eine  Maximum-Aufgabe  vor,  deren  algebraische 
Behandlung  auf  eine  Gleichung  vom  zweiten  Grade  führt,  und  deren 
Lösung  von  dem  berühmten  Gelehrten  des  jüdischen  Occidents, 
von  Moses  ben  Maimon,  ganz  richtig  gegeben  worden  ist  Im 
„Erubin'^  spielt  das  Verhältniss  des  Kreisdurchmessers  zur  Peripherie 
eine  Rolle.  Obwohl  man  sich  der  Ungenauigkeit  der  Annahme 
rr  =:  3  wohl  bewusst  war,  bediente  man  sich  doch  vielfach 
dieses  rohen  Näherungswerthes,  welcher  vermuthlich  aus  der 
babylonischen  Messkunde  in  die  Mischna  übergegangen  war,  ohne 


Oapitel  1.    Gkschiehte.  5 

dass  die  späteren  Schriftgelehrten  diese  Tradition  festgehalten 
hätten.  Man  brachte  jenen  Werth  vielmehr  mit  der  Gestalt  des 
sogenannten  ehernen  Heeres  in  Verbindung,  welches  letztere  nach 
des  Yerfassersj  Ansicht  eine  Combination  aus  Cylinder  und  Pa- 
rallelepipedon  vorstellte.  Eine  sehr  interessante  rechnerische 
Betrachtung  wird  über  die  Anlage  der  ,,Sabbathwege^  angestellt; 
gelegentlich  dieses  Punktes  wird  auch  der  von  vielen  alten 
Schriftstellern  erwähnten  und  durch  die  Rabbinen  bekämpften 
Irrlehre  gedacht,  der  zufolge  das  Quadrat  a*  und  die  Quadrate 

( — j  -\-( — j  -\ \-C — j     in  Summe  gleichen  Flächeninhalt 

haben  sollten.  Das  Buch  „Pesachim^  enthält  ein  arithmetisches 
Scherzräthsel,  welches  in  seiner  Fassung  an  einzelne  jener  Fragen 
erinnert^  welche  Alcuin  in  seinen  „Problemata  ad  acuendos  ju- 
venes^  vorlegt.  Geometrische  Kenntnisse  werden  auch  voraus- 
gesetzt, wenn  es  sich  darum  handelt,  zu  entscheiden,  wie  viele 
Personen  um  eine  gehörig  construirte  Laubhütte  sich  herumsetzen 
dürfen y  wie  Baumpflanzungen  einzurichten  sind,  damit  deren 
Wurzeln  nicht  gegenseitig  übergreifen,  und  wie  man  bei  gewissen 
Begräbnissplätzen  die  Sargnischen  anzuordnen  habe.  Letztere 
Aufgabe  ist  ohne  den  pythagoräischen  Lehrsatz  nicht  wohl  zu 
lösen  gewesen.  Den  Schluss  des  interessanten  und  für  die 
mathematische  Geschichtsforschung  zahlreiche  neue  Quellen  er- 
öffnenden Werkchens  bildet  Rabbi  Huna's  Kriterium  der  Theil- 
barkeit  einer  Zahl  durch  7.  Dasselbe  ist,  allgemein  formulirt, 
folgendes.    Die  Zahl  sei: 

il  =  a.lO«4-6-10"'-*H hA-10*  +  f-10'  +  *-lO  +  /; 

man  bilde  den  Ausdruck 

j^/fc>l0  +  /  +  2(g'10'""'  +  '"  +  ft)\ 

Der  resultirende  Werth  ist  identisch  mit  R(ifp  ^^^^^^  ^^^^  ^Iso 

Null,  so  war  A  selbst  eine  durch  7  ohne  Rest  theilbare  Zahl. 

Gr. 


6  L  Abschnitt    Geschichte  und  Philosophie. 

A.  Hochheim.  Käß  fll  Hisäb  (Genttgendes  ttber  Arith- 
metik) des  Abu  Bekr  Muhammed  Ben  Alhusein  Alkarkht 
nach  der  auf  der  herzoglich  gothaischen  Schloss- 
bibliothek befindlichen  Handschrift  bearbeitet.  I. 

Pr.  Magdeburg.    Halle.  Nebert    Darb'oax  Ball.  (2)  II.  236-237. 

Diese  erste  Abtheilung  des  verdienstvollen  Unternehmens 
enthält  vorerst  die  Beschreibung  des  Manuscriptes.  Autor  des- 
selben ist  jener  Alkarkhi,  von  dessen  algebraischer  Schrift 
^Fakhri^  wir  durch  Woepcke  bereits  genauer  unterrichtet  sind. 
Femer  enthält  sie  die  fünfundzwanzig  ersten  Capitel  des  arith- 
metischen Lehrbuchs,  welches  jener  Algebra  als  Ergänzung  diente 
und  den  Titel  führte:  „Buch  des  Genügenden  ttber  die  Wissen- 
schaft der  Rechnung  und  ihrer  Anhänge  von  dem  sehr  gelehrten 
Abu  Bekr  Muhammed  Ben  Alhusein  Alkarkhi  dem  Rechner.^ 
Behandelt  wird  in  dem  vorliegenden  Theile  das  Rechnen  mit 
ganzen  Zahlen  und  mit  Brüchen,  und  zwar  erhält  man  daraus, 
wie  zu  erwarten  war,  einen  tiefen  Einblick  in  die  arabische 
Methode,  mit  sogenannten  Stammbrüchen  zu  operiren.  Auch  der 
Abschnitt  ttber  den  Sexagesimalcalcul  ist  von  Interesse.  Die 
nicht  sparsam  beigefügten  Noten  des  Uebersetzers  tragen  wesent- 
lich zur  Erleichterung  des  Verständnisses  bei.  6r. 


L.  Rodet.    L'algfebre  d*Al-Kharizmi  et  les  mdthodes  in- 
dienne  et  grecque.   Joam.  Asiat  1878. 


M.   CüRTZE.      Inedita  Coppemicana.      Aus    den    Hand- 
schriften  in   Berlin,  Frauenburg,   Upsala  und  Wien 

herausgegeben.    Grunert  Arch.  LXII.  113-148,  337-374. 

Theils  eigene,  seit  geraumer  Zeit  planmässig  angestellte 
Studien,  theils  eine  auf  Veranlassung  des  Fttrsten  Boncompagni 
unternommene  Reise  nach  Schweden  haben  den  Verfasser  in  den 
Stand  gesetzt,  vorliegende  Beiträge  zur  besseren  Erkenntniss  von 
des  grossen  Astronomen  Person  und  Lehre  zu  liefern,   welche 
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der  Thorner  Coppemieos -Verein  Übrigens  auch  als  selbständige 
Sehrift  hat  erscheinen  lassen.  Ein  kurzes  Vorwort  erläutert  den 
Plan  der  Sammlung;  diese  selbst  zerfällt  in  sechs  gesonderte 
Bestandtheile. 

I.  Der  „Commentariolus*^  des  Coppemicus  über  sein  Buch 
„De  revolutionibus".  Diese  Abhandlung ,  welche  Curtze  nach 
dner  stark  corrumpirten,  früher  vermuthlich  im  Besitze  Tycho 
Brahe's  befindlichen  Handschrift  wiedergiebt,  entstammt  aller 
Wahrscheinlichkeit  nach  dem  Zeitraum  1530-1540  und  stellt  für 
das  Hauptwerk  ungefähr  das  vor,  was  man  heutzutage  die  Selbst- 
anzeige eines  Buches  zu  nennen  pflegt  Aus  dem  sehr  bemerkens- 
werthen  und  vom  Herausgeber  mit  zahlreichen  Noten  ausgestat- 
teten Texte  geht  z.  B.  hervor,  dass  Coppemic  die  griechische 
Vorgeschichte  seines  Systems  besser  kanntCi  als  die  „revolutiones*^ 
vermuthen  lassen,  dass  er  von  des  Pierre  de  Maricourt  (fälschlich 
Petrus  Adsigerius)  „Epistola  de  magnete^  Eenntniss  hatte,  u.  s.  f. 

U.  Der  Brief  des  Coppemicus  an  den  Domherrn  Wapowski 
zu  Erakau  über  das  Buch  des  Johannes  Werner  „De  motu  octavae 
sphaerae^.  Dieses  Sendschreiben  war  bereits  gedruckt;  aber  in 
so  unvollkommener  Weise,  dass  die  von  Curtze  auf  Orund  sorg- 
ftltiger  CoUationirung  eines  Berliner  und  eines  Wiener  Hanu- 
scriptes  besorgte  Neu-Ausgabe  uns  dasselbe  in  völlig  neuer  Ge- 
stalt zeigt  Der  Nürnberger  Mathematiker  Werner  war  ein  ver- 
dienter Astronom,  hing  aber  betreff  der  Präcessionsfrage  der 
von  den  Arabern  überkommenen  Trepidationstheorie  an  und 
hatte  seinen  Ansichten  in  einer  selbständigen  Monographie 
über  die  Eigenbewegung  der  Fizsternsphäre  Ausdruck  verliehen. 
Gegen  diese  nun  wendet  sich  in  schroffer  Weise  Coppemicus, 
indem  er  die  Art  und  Weise  Werner's,  aus  den  überlieferten 
Beobachtungen  Schlüsse  zu  ziehen,  als  unhaltbar  nachweist. 

ni.  Weitere  astronomische  Notizen.  In  einem  zu  Upsala 
befindlichen  Sammelband  trifft  man  phänologische  Notizen  über 
Planetenstellnngen  des  Jahres  1537,  welche  des  Coppemicus 
eigener  Feder  entstammen.  Ein  anderer  enthält  in  gewissen 
Bandnoten  den  directen  Beweis  dafUr,  dass  demselben  auch  die 
astrologische  Praxis  keineswegs  fremd  war.      In  einem  dritten 


g  I.  Abschnitt.    Qeachichte  und  Philosophie. 

Buch  hat  er  ein  leeres  Blatt  benutzt,  um  Betrachtungen  über 
einen  Kometen  von  1533  niederzuschreiben.  Auch  die  Frauen- 
burger  Büchersammlung  bewahrt  handschriftliche  Reliquien  des 
einstigen  Domherrn,  so  die  Zeichnung  einer  Mondfinsterniss, 
welche  sich  1525  ereignete. 

IV.  Mathematische  Notizen.  Hierher  gehören  zwei  Gutachten 
Coppernic's  über  das  Verhältniss  der  Getreidepreise  zu  den  Brod- 
preisen, wobei  insbesondere  auch  auf  den  Gebrauch  exacter 
Wagen  gedrungen  wird.  Ferner  eine  Anzahl  von  Randnoten, 
welche  Goppemicus  in  sein  Handexemplar  des  Proklus  geschrieben 
hat.  Zu  einzelnen  Propositionen  hat  er  die  Figuren  selbst  hin- 
zugefügt. 

V.  Goppemicus  als  Arzt.  Eine  reichhaltige  Sammlung  von 
theilweise  complicirten  Dispensationen,  deren  genaues  Studium 
Gurtze  sehr  mit  Recht  den  Geschichtschreibern  der  Medicin  an- 
empfiehlt. 

VI.  Einige  neue  Daten  für  das  Leben  des  Goppemicus. 
Dieselben  sind  einigen  neu  aufgefundenen  Aktenstücken  des  Gulmer 
Archives  entnommen  und  beziehen  sich  theilweise  auf  politische 
Akte  in  seinem  Leben,  theilweise  auf  den  Termin  einzelner  von 
ihm  angestellter  Beobachtungen.  So  hat  er  z.  B.  im  Jahre  1532 
die  Erdferne  der  Venus  beobachtet 

Zum  Schlüsse  sei  noch  bemerkt,  dass  Herr  Gurtze  für  die 
von  ihm  gewählte  Schreibart  „Goppemicus'^  demnächst  mit  neuen 
und  gewichtigen  Belegen  hervortreten  wird.  Gr. 


M.  CüRTZE.   Nuove  Copernicana.    Boncompagnl  Bull.  XI.  167-171. 

M.  CüRTZE.     Giunte  ed  annotazioni  alle  ,,Nuove  Coper- 
nicana.^^   BoDCompagni  Ball.  XL  172-176. 

Vergl.  den  Bericht  über  die  „Inedita  Coppemicana^  welche 
die  hier  gegebenen  vorläufigen  Aufschlüsse  mit  in  sich  enthalten. 

Gr. 
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A.  Favaro.  Intorno  alla  publicazione  fatta  dal  Dr.  Carlo 
Malagola  di  alcani  documenti  relativ!  a  Niccolö  Co- 
pemico   e  ad  altri  astronomi  e  matematici  dei  secoli 

XV   e  XVI.    Boncompagni  Bull.  XI.  319-334. 

Das  treffliche  Werk  Carlo  Malagola's  über  den  Bologneser 
Gräcisten  Urceo  Codro  hat  ftlr  die  mathematische  Geschichts- 
forschung deshalb  eine  hohe  Wichtigkeit,  weil  der  Verfasser  auf 
die  sehr  plausible  Yermuthung  hin,  auch  Copemicus  habe  zu 
den  Schtllern  jenes  Philologen  gehört,  der  italienischen  Studien- 
zeit des  ersteren  nachgesptlrt  und  eine  Menge  der  interessante- 
sten Documente  fUr  diese  zu  Tage  gefördert  hat.  Herr  Favaro 
schildert  den  Inhalt  derselben  in  fortlaufender  Reihenfolge.  Als 
die  beiden  bemerkenswerthesten  Thatsachen  dürften  wohl  die 
anzusehen  sein,  dass  der  dreiundzwanzigjährige  Student  der 
Jurisprudenz  als  „Niccol6  Kopperlingk  di  Thorn'^  in  das  Album 
der  „Nazione  Alemanna^  sich  einzeichnete  —  ein  sprechendes 
Zeugniss  für  sein  Deutschthum  — ,  sowie,  dass  er  später  zu 
Ferrara  promovirte.  Letzteres  hatte  Malagola  allerdings  erst  wahr- 
scheinlich gemacht,  während'  Fürst  Boncompagni  dafür  den  voll- 
gültigen Beweis  erbrachte.  Vergl.  auch  den  in  der  „Leopoldina'^ 
publicirten  Aufsatz  des  Unterzeichneten:  ^Malagola's  und  Curtze's 
neueste  Forschungen  über  Coppernicus,  sein  Leben  und  seine 
Lehre."  Gr. 


R.  BiLLWELLBR.    Kepler  als  Reformator  der  Astronomie. 

Zürich.    Zische  and  Fnrrer.  1877. 

Die  Arbeit  betrachtet  Kepler  als  Begründer  der  modernen 
Astronomie  und  beschäftigt  sich  daher  speciell  mit  der  ^Hypo- 
thesis  physica^.    Siehe  auch  Darboux  Bull.  (2)  II.  452. 

0. 


S.  Günther.    Der  neueste  Stand  der  Galilei-Frage. 

Gäa.  1878.  474-480,  538-543. 

Der  Verfasser  giebt  in  diesem  Aufsatze  den  Lesern  ein  Bild 
von  dem  Stande  der  Galilei  -  Frage  am  Ende  des  Jahres  1877. 


10  L  Abschnitt    GMcUckto  «ad  PkilcMoplu« 

Der  Haaptsaehe  nach  dem  Gtebler^scbeD  Werke  folgend,  weiss 
der  Verfasser  gesebiekt  die  Punkte  benronoheben,  um  die  es 
mcb  bandelt  Es  »nd  das  die  Tortnrfirage  nnd  die  Fälsdiongs- 
frage,  welche  er,  in  kein^  Weise  dem  Urtheile  vorgreifend,  naeb 
den  Arbeiten  von  Gebier,  FEpinois,  Woblfnil,  B^ti  ^e. 

0. 


P.  Gilbert.    Pnblications  r^centes  sur  Galü^e.    B.  Q.  8. 

HL  274-285,  585-612. 

Kritiscber  Berieht  fiber  folgende  Schriften:  1)  H.  de  FEpinois, 
Les  piöces  da  proete  de  Galil^  Borne  et  Paris.  Palmö  1877. 
2)  K.  y.  Gebier,  Die  Acten  des  Galilei'schen  Processes.  Stattgart 
Cotta  1877.  3)  E.  Wohlwill,  Ist  Galilei  gefoltert  worden?  Eine 
kritische  Stadie.  Leipzig.  Dancker  1877.  4)  EL  de  FEpinois,  La 
question  de  Galilte.  Paris«  Palmö  1878.  Femer  finden  sieb 
weniger  wichtige  Arbeiten,  me  die  von  Degardins,  Bertrand, 
Terrier,  Fachs,  Ciombes  fiber  diesen  Gegenstand  besprochen. 
Der  Standpunkt,  von  dem  aas  die  Kritik  gefibt  wird,  ist  so 
ziemlich  derselbe,  wie  in  dem,  F.  d.  M.  EL  p.  3-4  besprochenen 
Werke  desselben  Verfassers.  Mn.  (0.) 


8.  Taylor.     Galilei's  trial  before  the  inquisition  in  the 
light  of  recent  researches.   MonthL  Not  XXXVIIL  256-257. 

Bericht  über  Gralilei's  Verhör  nnd  die  Besaltate  der  For- 
schangen  von  H.  de  l'Epinois,  Berti,  v.  Gebier  nnd  Wohlwill. 

Gk.  (0.) 

F.   MoiGNO.      PrOC^S   de  Galil^.    Moodes  (2)  XLV.  29-44. 

Abdrack  einer  Reihe  von  Aktenstücken  ans  dem  Processe 
vom  Jahre  1633  nach  Berti,  nebst  einer  Reihe  von  Bemerkangen 
des  Heraasgebers  der  Mondes.  In  welchem  Sinne  diese  gebalt^[i 
sind,  dies  wird  hinlänglich  darch  die  bekannten  persönlichen  An- 
schaaongen  des  Verfassers  gekennzeichnet  0. 
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Weitere  Schriften  zur  Galilei-Frage  sind: 
H.  DE  l'^pinois.     La  question  de  Galilde.   Paris.  Paim6. 

A.  WoLiNSKi.    Documenti  inediti  del  processo  di  Galilei. 

Firenze.    Gazetta  d'Italia. 

ScARTAZziNi.     II  processo  di  Galileo  Galilei.    Eiv.  Burop. 

V.  1-15. 

G.  Rübini.     Galileo  Galilei  e  la  variabilitk  dei  volumi 

reali  dei  corpi.    Bologna. 

0. 


A.  Desboves.    ]ßtude  sur  Pascal  et  les  g^omfetres  con- 
temporains   suiyie   de  diverses  notes    scientifiques   et 

litöraires.    Paris.    Delagrave. 


B.  BoNCOMPAGNi.  Intomo  a  due  lettere  del  P.  Abate 
D.  Benedetto  Castelli  Monaco  Cassinese  a  Monsignore 
D.  Ferdinande  Cesarini.    Boocompagni  Bull.  XI.  587-644. 

Due  lettere  del  P.  Abate  D.  Benedetto  Castelli  a  Mon- 
signore   D.    Ferdinande    Cesarini.    BoncompagDi  Ball.  xi. 

645-657. 

Castelli  (Benedetto).   Boncompagni  Bali.  XL  658-665. 

Man  weiss,  dass  Castelli  (24.  Juni  1577  bis  8.  März  1644?) 
einer  der  anbänglichsten  Freunde  Galilei's  und  zugleich  selbst 
ein  scharfsinniger  Mathematiker  war.  Die  beiden  von  Don  Bal- 
thasar Boncompagni  edirten  und  paraphrasirten  Briefe  liefern  so- 
mit jedenfalls  interessante  Beiträge  zur  wissenschaftlichen  Ge- 
schichte des  siebzehnten  Jahrhunderts,  und  kannte  man  auch 
bereits  theilweise  deren  Inhalt,  so  war  eine  gründliche  Analyse 
doch  immer  noch  ein  Bedürfniss.  Im  ersten  Schreiben  (1638) 
erläutert  Castelli  das  Wesen  eines  von  Galilei  angegebenen 
Wärmemessers;  eine  Röhre  mit  angeblasener  Kugel  wird  so  in 
ein  Gettos  mit  Flüssigkeit  gestellt,  dass  die  Kugel  nach  oben  zu 
stehen  kommt.  Das  Instrument  soll  insbesondere  zu  physiologi- 
schen Experimenten  gebraucht  werden.    Der  zweite  Brief  (1639) 


12  I-  Abacbnitt«    Geschichte  and  Philosophie. 

verbreitet  sieb  über  hydrauliscbe  Fragen,  f&r  welche  ja  bekannt- 
lich Castelli  die  erste  Autorität  damaliger  Zeit  war.  Ftlrst 
Boncompagni  nun  commentirt  mit  gewohnter  Akribie  beide  Epi- 
steln, und  zwar  kann  die  Gesammtheit  der  fllr  die  ersten  bei- 
gebrachten Nachweise  recht  wohl  als  eine  quellenmässige  Dar- 
stellung der  Erfindungsgeschichte  des  Thermometers  gelten. 

Der  dritte  Artikel  ist  eine  Biographie  Castelli's,  welche  dem 
ungedruckten  Werke  des  Grafen  Giovanni  Maria  Mazzuchelli 
„GH  scrittori  d'Italia^  entnommen  ist  Castelli's  grossentheils 
nicht  zum  Drucke  gelangte  Arbeiten  betreffen  hauptsächlich 
Gegenstände  der  theoretischen  und  praktischen  Hydrodynamik, 
doch  findet  sich  auch  je  eine  Abhandlung  über  Kometen  und 
über  solche  algebraische  Probleme  vor,  welche  ftlr  unlösbar 
galten,  vom  Verfasser  aber  aufgelöst  worden  sind.  Gr. 


D.  BiERENs  DE  Haan.    BouwstoflFen   voor  de  geschiede- 
nis  der  wis-  en  natuurkundige  Wetenschappen.  (XII. 

bis  XVII.)    Versl.  en  Mededeel.  XII.  1-160. 

Fortsetzung  und  Schluss  der  geschichtlichen^otizen  des  Ver- 
fassers, über  welche  schon  früher  (siehe  F.  d.  M.  VIII.  p.  25) 
referirt  worden  ist. 

XII.  In  dieser  Notiz  handelt  es  sich  um  Adriaan  Anthonisz 
(geb.  zu  Metz  1527,  gest.  zu  Alkmaar  1607).  Er  war  der  Vater 
zweier  Söhne:  Adrian  Adriaansz  und  Jacob  Adriaansz,  welche 
später  den  Beinamen  van  Metius  erhielten,  weil  ihr  Vater  aus 
Metz  stammte.  Daher  sind  sie  später  viel  mehr  bekannt  gewor- 
den unter  den  Namen  Adriaan  Metius  und  Jacob  Metius.  Nach- 
dem einige  Einzelheiten  aus  dem  Leben  dieser  Söhne  erwähnt 
sind,  wird  ausführlich  erzählt,  welchen  Antheil  der  oben  genannte 
Vater  an  der  Annäherung  der  Zahl  n  genommen  hat,  woraus  er- 
hellt; dass  eben  dieser,  hauptsächlich  vielleicht  durch  Zufall,  das 

bekannte  und  schöne  Verhältniss  •— -r-  gefunden  hat,    welches 

später    dem    Sohne    zugeschrieben    wurde.      Auch   hier    wird 
^zeigt,     wie    oberflächlich    Montucla    in   seiner   „Histoire   des 
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reeherehes  sur  la  quadratore  du  cerole^  diese  Erfindung  behandelt 
hat  Er  hat  n&mlich  ans  den  Buchstaben  P.  H.  (piae  memoriae) 
den  Namen  des  Vaters  als  Petrus  Metius  herausgelesen,  was  dann 
später  ohne  weitere  Untersuchung  von  verschiedenen  Schriflstellem 
angenommen  wurde.  Aus  seltenen  Bttchern,  welche  unser  Ver- 
fasser besitzt,  wird  hier  die  Geschichte  des  Vaters  und  die  seiner 
Söhne  aufs  Neue  gegeben.  Besonders  werden  die  Verdienste 
des  so  wenig  bekannten  Vaters  in  der  reinen  und  angewandten 
Mathematik  untersucht  So  stellte  er  ein  Nayigationsbuch  zu- 
sammen,  welches  das  erste  dieser  Art  war,  zwanzig  Jahre 
Arbeit  forderte,  und  damit  ein  allgemein  erkanntes  Bedttrfniss 
erftlllte. 

Xm.  Hier  behandelt  der  Verfasser  die  beiden  van  Schooten's, 
Professoren  an  der  Universität  zu  Leiden.  Der  älteste,  Fran- 
ciseus  van  Schooten  wurde  1551  zu  Leiden  geboren  und  nahm 
1610  die  Stellung  Ludolph's  van  Ceulen  ein;  nach  seinem  Tode 
folgte  sein  gleichnamiger  Sohn  in  dieser  Stellung.  Der  Vater 
schrieb  mehrere  mathematische  Werke.  Eingehend  wird  ge- 
sprochen über  ein  von  ihm  hinterlassenes  Manuscript,  welches 
die  Leidner  Universität  bei  ihrem  letzten  Jubiläum  als  Festgabe 
erhielt  Es  ist  eine  Sammlung  Adversaria  zum  Gebrauch  bei 
den  Vorlesungen ,  und  enthält  die  Lösungen  vieler  arithmetischer 
und  geometrischer  Aufgaben,  von  denen  einzelne  als  Beispiele 
mitgetheilt  werden. 

Das  grösste  Verdienst  des  Sohnes  besteht  in  der  Einführung 
der  Methode  von  Descartes  in  den  Niederlanden,  weshalb  er  auch 
dessen  mathematische  Werke  aufs  Neue  herausgab.  Ihm  folgte  der 
Bruder  Petrus  van  Schooten;  der  Vater  nebst  den  beiden  Söhnen 
lehrten  so  siebzig  Jahre  hinter  einander  Mathematik  an  der  In- 
genieurschule, deren  erster  Lehrer  Ludolph  van  Ceulen  war. 

Dann  folgt  noch  eine  Beschreibung  der  Weise,  in  welcher 
in  der  früher  genannten  Handschrift  die  QuadratM^urzeln  vier- 
gliedriger  Zahlenausdrtlcke  bestimmt  werden.  Diese  Beschrei- 
bung ist  schon  früher  publicirt  worden  (siehe  F.  d.  M.  IX.  p.  19). 

XIV.  Der  berühmte  Josephus  Scaliger  ist  die  Hauptperson 
dieser  Notiz.     Der  grosse  Gelehrte  hat  sich  auch  mit  mathema- 
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tischen  Uebungen  beschäftigt,  doch  war  er  bierin  nicht  so  glttcklicb, 
wie  in  seinen  übrigen  tiefsinnigen  Unterscuhungen.  Er  war 
nämlich  auch  von  der  Sucht  ergriffen,  die  Quadratur  des  ELreises 
zu  suchen,  doch  er  that  es  in  noch  unwissenschaftlicherer  Weise 
als  Simon  van  der  Ejcke,  so  dass  die  Werke  seiner  Gegner  in 
dieser  Hinsicht  von  mehr  Bedeutung  sind,  als  seine  eigenen. 
Zuerst  werden  einige  Ergebnisse  aus  dem  Leben  Scaliger's  mit- 
getheilt,  woraus  erhellt,  dass  er  1593  schon  mit  einem  Europäi- 
schen Ruhm  seiner  Gelehrsamkeit  als  Professor  an  die  UniversittU 
nach  Leiden  kam.  Seine  Quadratur  des  Kreises  Teroffentlichte 
er  in  einer  Schrift:  „Gjclometrica  elementa  dno^,  welche  1593 
erschien.  Doch  seine  Lösung  war  ganz  unrichtig,  denn  f&r  den 
Werth  von  n  fand  er  3,1622777.  Daher  wurde  er  von  Ludolph 
van  Ceulen,  Adrianus  Romanns,  Christophorus  Clavius,  Petras 
Antonius  Cataldi  und  Franciscus  Vieta  angegriffen,!  doch  Hess  er 
sich  nicht  von  seinem  Irrthum  überzeugen.  Hat  er  in  dieser 
Weise  mit  seiner  Cyclometria  nur  wenig  Ehre  eingelegt,  so  be- 
weisen doch  die  „Prolegomena  in  Cyclometria^  seine  grossen 
Kenntnisse  auch  in  der  Mathematik. 

XV.  Ansftihrlicher  als  zuvor  wird  jetzt  über  Adriaan  van 
Roomen  gesprochen,  dessen  Name  schon  mehrmals  in  früheren 
Notizen  vorkam.  Er  wurde  1561  zu  Löwen  geboren,  war  dort 
einige  Jahre  Professor  und  ging  von  hier  zur  Universität  von 
Würzburg  über.  Später  machte  er  grosse  Reisen,  auch  durch 
Russland,  und  starb  auf  dem  Rückwege  nach  seinem  Vaterlande 
1615  in  Metz.  Er  war  sehr  befreundet  mit  Ludolph  van  Ceulen 
und  arbeitete  mit  diesem  an  der  Quadratur  des  Kreises;  er  be- 
stimmte das  Verhältniss  der  Peripherie  und  des  Durchmessers  in 
17  Decimalen  und  veröffentlichte  diese  Berechnung  in  seiner 
Schrift:  „Ideae  mathematicae  pars  prima'^  (1593).  Wie  oben 
schon  erwähnt  wurde,  gehörte  er  auch  zu  den  Gegnern  Scaliger^s, 
dessen  Argumente  er  gründlich  widerlegte. 

XVL  Die  Kreisquadraturen  dreier  anderer  Schriftsteller  von 
weniger  bekannten  Namen  werden  hier  besprochen.  Diese  drei 
sind:  Jacobus  Marcelis  (1698),  ein  Seifensieder  von  Amsterdam, 
der  wie  Scaliger  eine  unrichtige  Lösung  gab;   Daniel  Waeytrel 
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(1712)  und  Gilles  Bovy  (1712),  Stadtzimniermann  in  Zutphen,  der 
das  Verhältniss  von  Arcbimedes  als  etwas  Neues  beweist 

XYIL  Noeh  einmal  kehren  wir  hier  zu  Ludolph  van  Ceulen 
zmüek.  Zwei  Briefe  von  ihm  werden  mitgetheilt,  welche  sich 
in  einem  seltsamen  Werkchen:  ^Toets  steen  van  d'Algebra  spetiosa 
door  Derck  d'Hollander,  Amsterdam  1669^  finden. 

In  diesen  Briefen  finden  sich  eine  Reihe  von  arithmetischen 
Aufgaben  mit  ihren  Lösungen,  nach  der  Methode  dieser  Zeit 
zusammengestellt  Weiter  wird  auch  gesprochen  über  den 
Sammler  Derck  d'Hollander,  der  sich  durch  eine  verbesserte  Aus* 
gäbe  der  Arithmetik  von  David  Goek  von  Enkhuysen,  einem 
kleinen  Lehrbuche,  verdient  machte,  das  in  mehreren  Formen  bis 
1799  benutzt  worden  ist 

Hit  einigen  Zusätzen  und  Verbesserungen  endigen  hier  diese 
historischen  Notizen,  welche  vom  Verfasser  zu  einem  Bande 
vereinigt  sind,  unter  demselben  Titel  wie  die  besonderen  Theile, 
welches  Buch  leider  nicht  in  den  Handel  gekommen  ist 

G. 


D.  Busrens  dk  Haan.  Notice  sur  un  pamphlet  math^- 
matique  hollandais  intituld:  ,,Bril  voor  de  Amster- 
damscheBelachelyckeGeometristen.  Amsterdam  1663." 

BoDCompagni  Bnll.  XI.  383-452. 

Es  handelt  sich  um  eine  Schmähschrift,  die  ein  gewisser 
Comelis  Sackersz  von  Leeuwen  gegen  andere  in  Amsterdam 
lebende  Mathematiker,  Abraham  de  Graaf,*  Jacob  Bos,  Claas 
Hendricksz,  Gietermaker  und  Christiaan  Martini  Anhaltin  richtete, 
und  in  der  er  denselben  Unwissenheit,  Plagiate  etc.  vorwarf 
Antworten  blieben  natürlich  nicht  aus.  Die  vorliegende  Arbeit 
geht  in  die  Schmähschrift,  wie  deren  Beantwortungen  ansfElhrlich 
ein,  betrachtet  die  Lebensverhältnisse  der  auftretenden  Persön- 
lichkeiten und  giebt  so  ein  höchst  interessantes  Bild  von  dem 
damaligen  Leben  und  Treiben,  das,  wenn  auch  keine  der  auf- 
tretenden Personen  eine  Rolle  ftir  die  wirkliche  Entwickelung 
der  Wissenschaft  spielt,  nicht  nur  für  den  Gulturhistoriker,  son- 
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dem  aaeh    fbr  den  Matbematiker  kennen   zn  lernen  sich  yer- 
lobnt  0. 


M.  Cantob.     Der  Briefweclisel  zwischen  Lagrange  und 

Euler.    Schlömilch  Z.  XXm.  HL  A.  1-21. 

M.  Cantor.     II  carteggio  fra  Lagrange  ed  Euler.    Tra- 
duzione  del  Prof.  A.  Favaro.    BoDcompAgni  Bull.  XL  197-216. 

Eingehender  Bericht  über  die  Correspondenz  zwischen  La- 
grange und  Eoler,  soweit  sich  dieselbe  aas  den  yom  FQrsten 
Boncompagni  yerdffentlichten  1 1  Briefen  Lagrange's  (s.  F.  d.  H. 
IX.  8)  und  den  10  ersten  Briefen  Eoler's  (Opera  posthama  L 
555-588)  ergiebt  M. 


H.  Carnot.    Lettre  sur  Sadi  Camot   C  R.  Lxxxvn.  967-970. 

Schreiben  an  die  Akademie  bei  Gelegenheit  der  lieber- 
reichnng  einer  neuen  Ausgabe  von  S.  Camofs  R^flexions  sur  la 
puissance  motrice  du  feu,  welche  zugleich  unedirte  Fragmente 
von  S.  Camot  und  biographische  Notizen  über  denselben,  ver- 
fasst  vom  Bruder,  H.  Oamot,  enthält  Der  Schreiber  selbst  hebt 
zugleich  die  wichtigsten  Punkte  der  Leistungen  S.  Carnot's  herror. 

O. 

L.  Hanselmann.     Karl  Friedrich  Gauss.     Zwölf  Capitel 

aus   seinem   Leben.    Leipzig.  Doocker  QDd  Hamblot. 


G.  GoRRBSio.      Notizia    storica   sulF    Accademia    Reale 
delle  scienze  di  Torino.   Ann.  di  Torino  l.  15-22. 

Die  Arbeit  enthält  eine  Uebersicht  der  Gründung  der  Turiner 

Akademie  durch  den  Grafen  Guiseppe  Angelo  Saluzzo  di  Menu- 

siglio  im  Jahre  1757  und  ihre  folgende  Entwickelung.    Für  das 

Jahrbuch  yon  Interesse  ist  die  darin  enthaltene  Auizählung  der 

*9chiedenen  Publicationen    der  Akademie    mit   Hervorhebung 
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der  darin  entbaltenen  wichtigen  Arbeiten  mathematiBchen  Inhalts, 
wie  solcher  von  Lagrange  etc.  O. 


A.  Sti ATTEST.     Notizia  storica  di   Gian   Domenico  Ro- 
magnosi  considerato  precipuamente  come  matematico. 

Firense.    Gampolini. 


•  P.  Smyth.     Notice  n^crologique  sur  La  Verrier.  Mondes  (2) 

XLV.  163-170,  200-208. 

GüiLLOT.    Le  Verrier  et  son  oeuvre.  DarbouxBuii.  (2)  n.  29-41. 
SousA  Pinto.     Sobre  Le  Verrier.  Jom.  sc.  math.  e  astr.  i.  86-89. 

Le  Verrier  ist  geboren  im  Jahre  1811  zu  Saint  Lö  (Dipart 
de  la  Manche),  besuchte  bis  1831  die  J^cole  Polytechnique,  war 
dann  einige  Jahre  bei  der  Tabaksverwaltung  beschäftigt.  Dann 
Repetitor  an  der  Ecole  Polytechnique ,  wurde  er  in  Folge 
seiner  Arbeiten  tlber  den  Neptun  im  Jahre  1846  Director  des 
Observatoriums.  Die  erste  Arbeit  schildert  namentlich  den  per- 
sönlichen Charakter  des  grossen  Astronomen  und  bespricht  ein- 
gehend seine  Direction^  wobei  auch  der  Gonflicte,  die  unter 
seiner  Direction  stattfanden  und  die  schliesslich  zur  Aufgabe 
dieser  Stellung  fahrten,  ausführlich  gedacht  wird.  Auch  die  Zeit 
der  zweiten  Direction  findet  eine  eingehende  Charakteristik.  Die 
zweite  Arbeit  giebt  ein  Bild  der  grossen  Entdeckungen  Le  Verrier's. 

0. 


C.  Peöhüle.    ürbain  Le  Verrier.    Zeuthen  Tidskr.  (4)  ii.  93-96. 
Nekrolog  von  Le  Verrier.  Gm. 


E.  Mailli.     E.  Quetelet.    Discours  prononc^  k  ses  fun^- 

railles.    Mondes  (2)  XLVII.  225-227. 


Fortoehr.  d.  Math.  X.  1. 
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E.  Mailli.     Essai  sar  la  vie  et  les  ouvrages  de  Qaetelet. 

Brnzelles.   1875.    Dftrbonz  BdIL  (2)  II.  240-246. 

Mailly's  Rede  an  Qaetelef  s  Grab  und  Bericht  über  die  Bio- 
graphie desselben.  0. 


TouRNAiRB.     Notice  nöcrologique  sur  Abel  Transon. 

ADD.  d.  Mines  (7)  XIV.  433-499. 

Abel  Etienne  Transon,  im  Jahre  1805  zu  Versailles  geboren, 
besuchte  vofa  1823  an  die  £cole  Polyiechnique  und  war  seit  1858 
Examinateur  d'admission  der  Ecole  Polytechnique,  welche  Stellung 
er  1872  wegen  Krankheit  aufgeben  musste;  starb  am  23*"^"  August 
1876.  Die  Notiz  enthält  zugleich  ein  Besumä  seiner  Arbeiten  in. 
Liouville's  J.  und  den  Nouv.  Ann.  O. 


F.  MoiGNo.     Recueil  des  travaux  scientifiques  de  L^on 

Foucault.    Mondes  (2)  XLVII.  181-182. 

Anzeige   der  gesammelten  Werke  Foucault's   durch   Herrn 
Moigno.  0. 


J.  Bertrand,     ifiloge  de  Gabriel  Lam^.    Aon.  d.  Mines  (7) 

XIII.  236-259.     Inst.  1878. 

Rede  zum  Qedächtniss  Lami's  gehalten  in  der  öffentlichen 
Sitzung  der  Akademie  am  28.  Januar  1878.  0. 


De  LA  GoüRNERiM.     SuF  Ics  travaux  de  M.  Bienaym6. 

0.  R.  LXXXVII.  617.619. 

Kurze  Notizen  über  das  Leben  und  die  Arbeiten  des  be- 
kannten Gelehrten.  Bienaymä  wurde  geboren  am  28.  August 
1796  zu  Paris.  1816  in  die  £cole  Polytechnique  aufgenommen, 
trat  er  1820  in  die  Administration  des  finances,  der  er  bis  1848 
angehörte.  Von  da  an  lebte  er  als  Priyatmann,  nur  kurze  Zeit 
provisorisch  als  Lehrer  über  Wahrscheinlichkeitsrechnung  an  der 
r)rbonne  thätig  und  wurde  1852  Mitglied  der  Akademie.    Seine 
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Arbeiten   beziehen  sich  fast  durchweg  auf  Wahrscheinlichkeits- 
rechnung und  deren  Anwendung  in  der  Statistik  etc. 

0. 


D.  TuRAZZA.    Commemorazione  del  Professore  Giovanni 

Santini.    Atti  d.  ist  Yen.  (5)  IV.  5-21. 

€ledächtnissrede  auf  Giovanni  Santini,  geb.  den  30.  Januar 
1787  zu  Lama  (0.  Santini  bezog  1803  die  Universität  Pisa,  wid- 
mete sich  dann  dem  Studium  der  Astronomie  zu  Florenz,  und 
war  seit  1806  Astronom  an  der  Sternwarte  zu  Padua)  gest.  am 
27.  Juni  1877.  Die  Rede  giebt  einen  Ueberblick  ttber  das  Leben 
und  die  Arbeiten  Santini's.  0. 


E.   MiLLosEViCH.      Intorno    alla    vita    ed    ai   lavori  di 

« 

Giovanni  Santini.     Boncompagni  Ball.  XI.  1-110. 

Die  Abhandlung  ist  in  zwei  Theile  getheilt  und  giebt  eine  sehr 
eingehende  Schilderung  der  Arbeiten  Santini's.  Der  erste  Theil 
ist  den  Untersuchungen  desselben  über  Planeten  und  über  Cometen 
gewidmet  Der  zweite  Theil  giebt  im  Capitel  1  eine  Analyse 
seiner  Arbeiten  über  Optik  und  optische  Instrumente,  im  Capitel  2 
derjenigen  mathematischen  Inhalts,  unter  denen  namentlich  seine 
Arbeit  über  die  Gauss'schen  Formeln  aus  der  sphärischen  Trigono- 
metrie hervorzuheben  ist,  in  Capitel  3  des  Sternkatalogs  u.  s.  w. 

0. 


Van  Tricht.     Le  Pfere  Secchi.   E.  q.  8.  iv.  353-402. 
Van  Tricht.     Principales  publications  du  P.  Secchi. 

B.  Q.  S.  IV.  643-665. 

Angelo  Secchi  y  geb.  zu  Reggio  1818,  gest.  zu  Bom  am 
24.  Februar  1878,  war  seit  1849  Director  der  Sternwarte  des 
Gollegiums  der  Jesuiten.  Der  Verfasser  analysirt  seine  Haupt- 
arbeiten, speciell  die,  welche  sich  auf  die  physische  Beschaffen- 
heit der  Sonne  beziehen.    Secchi  hat  ungefähr  700  Arbeiten  und 

2» 
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Noten  yeröffeotlicht ,  welche  io  verschiedeoeD  Zeitschriften  ver- 
streut sind.  Dazu  kommen  5  grössere  Werke:  1)  Misura  della 
base  trigonometrica  eseguita  sulla  via  Appia  per  ordine  del  Go- 
yerno  Pontificio  nel  .1854-1855.  Roma  1858.  2)  Quadro  fisico 
del  sistema  solare.  Roma  1859.  3)  L'unitä  des  forces  physiques 
(2  ital.,  2  franz.,  und  1  deutsche  Ausgabe).  4)  Le  soleil^  (3  Aus- 
gaben. Die  erste  und  dritte  französisch,  die  zweite  deutsch). 
5)  Les  ätoiles  (italienisch,  französisch,  englisch,  deutsch  und 
russisch.)  Mn.  (0.) 

A.  CossA.    Brave  commemorazione  di  Giovanni  Codazza. 

Atti  di  Torino  XIII.  25-33. 

Kurzer  Bericht  über  Codazza's  Leben  und  Werke.  6.  Co- 
dazza ist  geboren  am  15.  Mai  1816  zu  Mailand,  wurde  1837 
Assistent  und  1842  Professor  zu  Pavia,  1863  am  Potytechnicnm 
zu  Mailand  und  1867  zu  Turin.  Am  Schluss  findet  sich  ein  Ver- 
zeichniss  der  Schriften  Codazza's.  0. 


L.  Cremona,  E.  Bbltraml    Domenico  Chelini.  Battagiini  G. 

XVI.  845. 

Kurzer  Nachruf.  0. 


ERMANN  Grassmann.     Sein  Leben  und  seine  mathema- 
tisch-physikalischen Arbeiten.    Glebsch  Ann.  XI Y.  1-46. 

l  Junghans.     Hermann  Grassmann.     Ein  Nekrolog. 

^ene  Stett  Z.  1877.  17.  XL,  Hofftaaann  Z.  IX.  167-1G9,  250-263,  Schlo- 
milch  Z.  XXXIII.  Hl.  A.  69-75. 

V.  Schlegel.     Hermann  Grassmann.     Sein  Leben  und 

seine.  Werke.    Leipzig.  Brockhaus. 

Verfasser  der  erst  citirten  Arbeit  sind  die  Herren  R.  Sturm, 
E.  Sehröder  ^nd  L.  Sohncke.  Hermann  Gttnther  Grassmann, 
geb.  am  15.  Aiiril  1809  zu  Stettin  als  Sohn  des  Professors  der 
Mathematik  J.  G.^^rassmann,  studirte,  nachdem  er  das  Gyrooa- 


Gapitel  1.    Geschichte.  21 

siam  seiner  Vaterstadt  absolvirt,  in  Berlin  Theologie,  war  dann 
theils  in  Berlin,  theils  in  Stettin  als  Lehrer  thätig,  bis  er  als 
Nachfolger  seines  Vaters  Professor  der  Mathematik  am  Marien- 
stift-Gymnasium in  Stettin  wurde.  Als  solcher  starb  er  am 
26.  September  1877.  Alle  drei  Arbeiten  enthalten  eine  Lebens- 
beschreibung des  Verstorbenen,  die  von  Junghans  in  ktti*zerer 
Form.  Die  erste  und  dritte  dagegen  geben  in  eingehender  Weise 
ein  Lebensbild  Grassmann's  und  gehen  näher  auf  seine  mathe- 
matischen Werke  ein.  Die  Arbeit  von  Schlegel  thut  dies  in 
allgemeineren  und  allgemein  verständlichen  Umrissen  und  be- 
rücksichtigt auch  die  philologischen  Leistungen  Grassmann^s 
eingehender,  wie  sie  überhaupt  ein  Lebensbild  des  Mannes 
geben  will,  der  sich  auf  philologischem^  wie  auf  mathematischem 
Gebietenden  Ruhm  eines  hervorragenden  Gelehrten  erworben  hat. 
Die  erste  Arbeit  geht  speciell  in  seine  mathematischen  und  phy- 
sikalischen Arbeiten  ein  und  ist  ftir  ein  Publikum  von  Fach- 
genossen bestimmt  Sie  schildert  dabei  speciell  die  Grundlagen- 
der  Grassmann  eigenthttmlichen  Ausdehnungslehre  und  ihren 
Znsammenhang  mit  den  früheren  und  späteren  Leistungen  an 
derer  Gelehrter.  Auch  auf  die  andern  Grassmann'schen  mathe- 
matischen und  physikalischen  Arbeiten  geht  sie  näher  ein.  Dieser 
Arbeit  sowohl^  wie  der  von  Schlegel  ist  ein  Verzeichniss  der  Grass- 
mann'schen  Arbeiten  angefügt.  0. 


A.  Favaro.     Della  vita  e  degli  scritti  fisico-matematici 
di  Ek-manno  Grassmann.   Boncompagni  Ball.  xi.  699-756. 

Schilderung  des  Lebens  und  der  Werke  Grassmann's,  zum 
Theil  auf  Grund  der  obigen  Arbeiten.  Besonders  eingehend 
wird  die  Ausdehnungslehre  behandelt.  0. 


B.  Delbrück.     Hermann  Grassmann.    Aagsb.  Aiigem.  z.  18. 

X.  1877. 

Schilderung,  namentlich  der  philologischen  Verdienste  Grass- 
mann's.  0. 
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A.  SoMOFF.     N^crologie  de  Joseph  Ivano witsch  Somoff. 
Traduit  du  Russe  par  M.  J,  Hoüel.   BoDcompagni  Bull.  XL 

453-459. 

B.  BoNCOMPAGNi.     Catalogo  dei  lavori  del  Prof.  G.  J. 

Somoff.    Boncompagoi  Bull.  XL  460-481. 

B.  BoNCOMPAGNi.     Intorno  ad  una  lettera  del  Prof.  G.  J. 

Somoff.    BoDCompagni  Bull.  XL  482-483. 

Lettera  del  Prof.  G.  J.  Somoff  a  D.  B.  Boncompagni. 

BoncompagDi  Bull.  XL  484-486. 

Joseph  lyanowitsch  Somoflf  ist  geboren  am  1/13*^"  Jani  1815 
im  Dorfe  Oktrada  im  Gouyernement  Moskau.  Seine  Eltern  hatten 
ihn  eigentlich  für  die  Marine  bestimmt,  er  aber  zog  es  vor,  sich 
der  Mathematik  zu  widmen.  Er  studirte  in  Moskau,  war  dann 
einige  Jahre  hindurch  Lehrer  an  verschiedenen  Anstalten,  bis  er 
1841  an  die  Universität  in  Petersburg  berufen  wurde,  der  er  bis 
zum  Anfang  des  letzten  Jahres  seines  Lebens  angehörte.  Er 
starb  am  25.  April  (7.  Mai)  1876.  Der  erst  citirte  Aufsatz 
schildert  seine  Wirksamkeit  als  Lehrer  wie  als  Gelehrter,  ohne 
indess  in  grössere  Details  derselben  einzutreten.  Der  Brief  an 
den  Fürsten  Boncompagni  bezieht  sich  auf  die  Auffindung  der 
Gorrespondenz  Lagrange's  an  Euler,  die  in  Boncompagni's  Bull. 
1877  veröffentlicht  ist.  Die  vorhergehenden  Bemerkungen  geben 
nähere  Daten  über  diesen  Brief.  0. 


F.  Folie.     Notice  sur  M.  Gloesener.    Ann.  de  Beig.  XLIV. 

277-364. 

Michel  Gloesener,  geb.  3*^"  März  1794  zu  Haut  Charage  im 
Grossherzogthum  Luxemburg,  gest.  am  11.  Juli  1876  zu  LUttich, 
war  nach  einander  Lector  (1824)  und  Professor  (1825)  an  der 
Universität  zu  Löwen,  Professor  an  der  Universität  zu  Lüttich 
(1830-1861),  wurde  1856  correspondirendes  und  1864  ordentliches 
Mitglied  der  Brüsseler  Akademie.  Er  hat  zahlreiche  Abhandlungen 
theils  mathematische,  theils  und  zwar  dem  grösseren  Theile  nach, 
elektrische  Fragen  betreffend,  in  verschiedenen  Zeitschriften  ver- 
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öffentlicht.  Gloesener  ist  es,  dem  man  das  Prineip  der  Apparate 
fbr  die  abwechselnde  Umkehrnng  des  Stromes  in  telegraphisehen 
Linien  verdankt,  wie  er  überhaupt  eine  ganze  Anzahl  von  elek- 
trischen Apparaten  erfunden  hat.  Auch  hat  er  einen:  Traitö 
gönöral  des  applications  de  Fälectricitä  (Paris  et  Liöge  1861), 
geschrieben,  von  dem  indess  nur  ein  Band  erschienen  ist. 

Mn.  (0.) 


B.    Geschichte  einzelner  Disciplinen. 

6.  Bbllavitis.      Seconda   e  terza  parte    della  quattor- 
dicesima  rivista  dei  gioruali.  Atti  d.  ist  Ven.  (5)  IV.  247-278, 

367-388,  1069-1081,  1099-1121. 

Fortsetzung  der  Uebersichten,  über  welche  in  früheren  Jahr- 
gängen berichtet  worden  ist.  Die  vorliegenden  Abtheilungen 
enthalten  im  obigen  Theil  sehr  eingehende  Berichte  aus  dem 
Gebiete  der  Algebra,  Functionentheorie  und  Geometrie  von  Lucas, 
Garbieri,  B6aliS;  Bellavitis,  Cassani,  Azzarelli,  Veronese,  Laguerre, 
Sondat,  Gambey,  Glaisher,  Laisant  aus  den  Jahren  1876  u.  1877, 
ttber  die  seiner  Zeit  im  Jahrbuch  berichtet  worden  ist. 

0, 

A.  Favaro.      La  storia  delle  matematiche  nella  univer- 
sitä  di  Padova.     Lettera  a  D.  B.  Boncompagni. 

BoDCompagni  Ball.  XI.  799-801. 

Der  Verfasser  theilt  dem  Fürsten  Boncompagni  mit,  dass  er 
in  Padua  versuchen  werde,  eine  Vorlesung  über  die  Geschichte 
der  Mathematik  zu  halten.  Er  entwickelt  die  leitenden  Gesichts- 
punkte, denen  er  dabei  folgen  werde^  und  bespricht  die  Vortheile, 
die  er  ftlr  das  Studium  der  Mathematik  von  einer  solchen  Vor- 
lesung erhofft  0. 

A.  Favaro.      Statistica   degli   scienzati   vissuti  nei  due 

Ultimi   secoli.     Padova.   G.  B.  Raudi. 
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C.  J.  Gerhardt.    Geschichte  der  Mathematik  in  Deutsch- 
land.   München.    Oldenbonrg  1877. 

Die  vorliegende  Geschichte  der  Mathematik  in  Deutschland 
bildet  [den  siebzehnten  Band  der,  von  der  historischen  Gommis- 
sion  der  Königlichen  Akademie  der  Wissenschaften  in  München 
herausgegebenen  Geschichte  der  Wissenschaften  in  Deutschland. 
Der  Verfasser  spricht  in  der  Vorrede  aus,  dass  er  die  Absicht 
gehabt  habe,  die  Geschichte  der  Mathematik  auf  dem  Hinter- 
grunde der  allgemeinen  deutschen  Gulturgeschichte  zu  zeich- 
nen, dass  er  aber  aus  inneren  und  äusseren  Gründen  auf  die 
Durchführung  dieses  Planes  habe  verzichten  mtlssen.  Es  ist  im 
hohen  Grade  zu  bedauern,  dass  der  Verfasser  nicht  wenigstens 
versucht  hat,  diesen  Plan  durchzuführen;  er  giebt  damit  zugleich 
den  Gesichtspunkt  an,  von  dem  aus  sein  Buch  zu  beurtheilen 
ist.  Es  kann  kein  wirkliches  Bild  der  Entwickelung  einer  einzelnen 
Wissenschaft  entstehen,  wenn  es  nicht  im  Zusammenhang  mit  der 
allgemeinen  Culturentwickelung  geschieht.  Denn  eine  Wissenschaft 
und  sei  sie  noch  so  abgeschlossen,  entwickelt  sich  nicht  völlig  in 
sich  und  aus  sich  heraus,  sondern  nur  in  Wechselwirkung  mit 
den  Bestrebungen  und  Forschungen  in  angrenzenden  Gebieten  und 
den  Strömungen  des  allgemeinen  Lebens.  Demgemäss  findet  man 
denn  auch  in  dem  vorliegenden  Werke  mehr  eine  Schilderung  der 
Leistungen  einzelner  hervorragender  Männer  und  eine  Uebersicht 
über  die  Behandlung  besonders  hervortretender  Probleme,  als 
eine  wirkliche  Darstellung  der  geschichtlichen  Entwickelung  der 
Mathematik. 

Nach  einer  kurzen  Einleitung,  in  der  der  Einwirkung 
Gerbert's  gedacht  wird,  bespricht  der  Verfasser  zunächst  die 
ersten  Anfänge  mathematischer  Studien  auf  der  Wiener  Hoch- 
schule unter  Johann  von  Gmunden,  Georg  von  Peuerbach,  um  sich 
sodann  zu  Regiomontan  und  seinen  Nachfolgern  Johann  Werner 
(siehe  p.  32)  und  Albrecht  Dürer  zu  wenden.  Dann  folgt  eine 
Besprechung  der  hervorragendsten  Rechenbücher  zu  Anfang  des 
16^''"  Jahrhunderts.  Das  erste  Lehrbuch  der  Algebra  stammt  von 
Christoff  Rudolff  von  Jena,    dem  dann  eine  Schilderung  des  In- 
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halts  der  Arithmetica  integra  von  Stifel  folgt.  Im  Weiteren 
werden  dann  Jost  Bürgi,  Nicolans  Reymers  besprochen.  Der 
zweite  Tbeil  dieses  Baches  bringt  dann  eine  Uebersicht  der  Lei- 
stungen in  der  Trigonometrie  und  der  Herstellung  trigonometri- 
scher Tafeln^  wobei  denn  Kepler  in  heryorragender  Weise  Be- 
rtlcksichtigang  findet;  namentlich  wird  sein  Einfluss  auf  die  Eot- 
Wickelung  der  Logarithmentafeln  eingehend  besprochen.  Daran 
schliesst  sich  eine  Besprechung  der  Leistuugen  von  Benjamin 
Ursinus,  CrQger  auf  diesem  Gebiete  und  endlich  Quldin.  Das 
zweite  Buch  (p.  139-206)  behandelt  die  Zeit  von  der  Mitte  des 
siebzehnten  Jahrhunderts  bis  zum  Ende  des  achtzehnten  Jahr- 
hunderts. Hier  ist  zunächst  Leibniz,  der  mit  seiner  Erfindung 
der  Differentialrechnung  in  den  Vordergrund  tritt.  Sein  Leben, 
der  Einfluss  seiner  Arbeiten  und  der  Streit  mit  Newton  nehmen 
über  die  Hfilfte  dieses  Buches  in  Anspruch.  Darnach  folgt  Ebren- 
fried  Walther  von  Tschirnhaus  mit  seinen  Arbeiten  (p.  186-191). 
Zum  Schluss  werden  noch  Christian  Wolf^  Abraham  Gotthelf  Kästner, 
Johann  Heinrich  Lambert,  Johann  Friedrich  Pfaff,  Carl  Friedrich 
Hindenburg,  Eschenbach  und  Bothe,  sowie  der  verderbliche  Ein- 
flnss  der  combinatorischen  Schule  auf  die  Entwickelung  der 
Matiiematik  in  Deutschland  besprochen.  Das  dritte  Buch 
(p.  207-307)  umfasst  die  Zeit  vom  Anfang  bis  zur  Mitte  des 
neunzehnten  Jahrhunderts.  Hier  werden  die  bedeutendsten  Männer 
nach  ihrem  Einfluss  und  ihren  Leistungen  nach  einander  geschil- 
dert Es  sind  Gauss,  Jacobi,  Abel,  Dirichlet,  Monge,  Carnot, 
Poncelet,  Möbius,  Plticker  und  Steiner.  Damit  schliesst  das  Buch, 
auf  dessen  Einzelheiten  näher  einzugehen,  der  hier  gestattete 
Raum  verbietet 

Eine  Becension  desselben  findet  sich  Darboux  Bull.  (2)  IL 
201-206.  0. 


P.  Tannery.     Sur   les  Solutions  du  problfeme  de  D^los 
par  Archytas  et  par  Eudoxe.  M6m.  de  Bord.  (2)  ii.  277-283. 

Der  Verfasser  giebt  zunächst  die  Lösung  des  Problems  durch 
Archytas    in    analytisch  -  geometrischer   Form     als   Schnitt    der 
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3  Flächen 

Aus  dieser  leitet  er  dann  eine  andere  analytisch-geometrische 
Lösung  ab,  von  welcher  er  glaubt,  dass  sie,  nach  den  histori- 
schen Notizen,  die  des  Eudoxus  gewesen  sein  könne. 

0. 

M.  Cantoil  I  sei  cartelli  di  matematica  disfida  prima- 
mente  intomo  alla  generale  risoluzione  delle  equazioni 
cubiche  di  Lodovico  FeiTari  coi  sei  contro-cartelli  in 
risposta  di  Nicolö  Tartaglia  comprendenti  le  soluzioni 
de'  quesiti  dall'  una  e  dall'  altra  parte  proposti  rac- 
colti,  autografati  e  pubblicati  da  Enrico  Giordani, 
Bolognese.  Premesse  notizie  bibliografiche  ed  illustra- 
zioni  sui  cartelli  medesimi  esti'atte  da  documenti  gik 
a  stampa  ed  altri  manoscritti  favoriti  dal  Comm.  Prof. 
Silveslro  Gherardi,    Milano  1^76.    Boncompagni  BulL  XL 

177-196. 

Uebersetzung  des  Artikels  von  M.  Gantor  in  Schlömilch  Z. 
XXV.  Hl.  A.  133-lö0>  der  im  vorigen  Bande  des  Jahrbuchs 
p.  20  besprochen  worden  ist  0. 


A.  Desbovks.  Sur  un  point  de  Tliistoire  des  mathä- 
matiques.  G.  B.  LxxxYii.  920. 
In  frtlheren  Arbeiten  hatte  der  Verfasser  Formeln  zur  Lösung 
einer  biquadratiscben  Gleichung  Lebesgue  zugeschrieben.  Er 
hat  jetzt  dieselben  in  Lagrange,  „Sur  quelques  probl&mes  de 
Vanalyse  de  Diophante ",  Oeuvres  T.  IV.  p.  395  gefunden. 

0. 

F.  J.  Studnicka.      A.  Cauchy   als   formaler  Begründer 
der  Determinantentheorie.   Prag.  Abh.  (6)  viii. 
Siehe  F.  d.  M.  IX.  p.  21.  0. 
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0,  Z.  BiANCO.     Sopra  due  passi  della  storia  della  teoria 
matematica  delle  probabilitk  del  Signor  Todhunter. 

BattagUni  6.  XYL  26-30. 

Der  Verfasser  knüpft  an  zwei  Stellen  des  citirten  Werkes 
von  Todhunter  an  und  sucht  aus  Stellen  der  Werke  von  Pacioli, 
Tartaglia  und  Peverone  nachzuweisen,  dass  diese  sich  schon 
mit  Fragen  der  Wahrscheinlichkeit  beschäftigt  haben.  Der  Erfolg 
war  freilich  gering,  aber  es  gelingt  dem  Verfasser  doch  wenig- 
stens, die  Priorität  f&r  die  Behandlung  derartiger  Fragen  italieni- 
schen Mathematikern  zuschreiben  zu  können.  0. 


Gustaf  Eneström.     Differenskalkylens  Historia.  L 

0 

Upsala.    Üni7.  Arsskr.    L 

Im  ersten  Gapitel  giebt  der  Verfasser  eine  Schilderung  der 
Vorarbeiten  zu  der  Entdeckung  des  Differenz-Caiculs.  Im  zweiten 
Capitel  werden  die  Arbeiten  und  Entdeckungen  Taylor's  aus- 
fbhrlich  auseinander  gesetzt.  Der  Verfasser  ist  der  Meinung, 
dass  die  Verdienste;  welche  Taylor  sich  um  den  Differenz-Galcul 
erworben  bat,  viel  grösser  sind,  als  man  im  allgemeinen  zu 
glauben  scheint.  M.  L. 

E.  Catalan.     Quelques  quadrateurs.    N.  c.  M.  iv.  63-58. 

Bericht  über  einige  Quadraturen  des  Kreises,  der  Mehrzahl 
nach  ziemlich  neuen  Datums.  Referent  führt  zwei  der  gefunde- 
nen Werthe  an: 

71  =  3,15,    71  =  2(1 +cos54')  =  3,17567.... 

Mn.  (0.) 

A.  WiTTSTKiN.    Zur  Geschichte  des  Malfatti'schen  Pro- 
blems.   NordliogeD.    Beck. 

Ergänzung  der  Arbeit,  die  in  diesem  Jahrbuch  Bd.  III.  p.  12 
besprochen  ist.  Im  Verlaufe  derselben  schildert  der  Verfasser 
den  Inhalt  der  Arbeiten  von  Lechmtttz,  Adams,  Gayley  und  be- 
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spricht  im  zweiten  Theile   die  seit  1871  erschienenen  Arbeits 
über  dies  Problem.  0. 


W.  Lavicka.     Geschichte  der  descriptiven  Geometrie. 

Casopis  VIL  (Böhmisch.) 

Eine  kurzgefasste  Entwiekelungsgeschicbte  dieser  Diseiplin 
mit  besonderer  Berücksichtigung  ihrer  Pflege  am  Prager  Poly- 
technikum. Std. 


R.  Baltzer.     Zur  Geschichte  des  Potentials.  Borchardt  j. 

LXXXVI.  213-216. 

Die  einfachen  mechanischen  Begrifle,  Kraft  eines  Agens, 
lebendige  Kraft  einer  bewegten  Masse,  Arbeit  eines  Agens,  ele- 
mentare Arbeit  oder  virtuelles  Moment,  werden  kurz  erläutert,  mit 
Angabe  des  Autors,  der  diese  Begrifle  eingefllhrt,  zum  Theil 
auch  mit  Angabe  von  Belegstellen.  Daran  schliesst  sich,  abgesehen 
von  dem  weniger  gebräuchlichen  Begriff  der  Action  eines  Agens 
(Product  aus  Geschwindigkeit,  Masse  und  Tangentialbeschleuni- 
gung), der  Begriff  des  Potentials  und  der  Niveauflächen.  Aus 
der  Potentialtheorie  werden,  nachdem  hervorgehoben  ist,  dass 
der  Begriff  Potential  von  Lagrange  herrührt,  die  Arbeiten  von 
Laplace,  Legendre,  Poisson,  Green,  Gauss,  sowie  die  Vorlesungen 
von  Dirichlet  citirt 

Neue  historische  Thatsachen  oder  neue  Gesichtspunkte  bringt 
die  Arbeit  nicht  bei.  Wn. 


A.  Mater.      Storia   del   principio  della  minima  azione. 
Traduzione  dal  tedesco  di  G.  B.  Biadego. 

BoncompagDi  Ball.  XI.  155-166. 

Uebersetzung  der  Arbeit,  über  die  im  vorigen  Bande  p.  23-24 
berichtet  worden  ist  0. 


E.  Gerland.     Zur  Geschichte  der  Erfindung  der  Pendel- 
uhr.    Pogg.  Ann   (2)  IV.  585-613. 
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Ueber  die  Prioritftt  der  ErfindoDg  der  Pendeluhr  sind  in 
den  letzten  Jahren  verBchiedene  Arbeiten  erschienen,  über  die 
auch  seiner  Zeit  in  diesem  Jahrbuch  berichtet  ist.  Während 
früher,  namentlich  gestützt  auf  E.  Albirie  (den  Herausgeber  der 
gesammelten  Werke  Galilei's)  und  G.  v.  Gebier  Galilei  für  den 
ersten  Erfinder  derselben  galt,  haben  neuerdings  J.  H.  yan  Swin- 
den  und  S.  Günther  die  Priorität  der  Erfindung  Huygens  zu- 
geschrieben^ und  in  letzter  Zeit  wurde  von  R.  Wolf  Bürgi  als 
dritter  Bewerber  um  diesen  Ruhm  aufgestellt.  Der  Verfasser  der 
vorliegenden  Arbeit  unterzieht  die  Frage  nochmals  einer  gründ- 
lichen Prüfung.  Er  weist  durch  Prüfung  der  Aktenstücke  der 
Casseler  Sammlung  zunächst  nach,  dass  Bürgi  diese  Erfindung 
nicht  zuzurechnen  sei,  da  das  Pendel  an  Bürgi's  Planetenubr  in 
Cassel  erst  später  an  demselben  angebracht  sei.  Sodann  unter- 
zieht er  die  Ansprüche  Galilei's  und  Huygens'  einer  Prüfung. 
Er  kommt  dabei  zu  dem  Resultate,  dass  Galilei  die  Pendeluhr 
schon  im  Jahre  1641  erfunden  hat,  Huygens  dagegen  erst  1G56, 
aber  ohne  von  Galilei's  Erfindung  etwas  zu  wissen«  Galilei's 
Apparat  blieb  aber  in  Folge  der  gegen  seine  Ansichten  eingelei- 
teten Verfolgung  lange  unbekannt^  und  fand  niemals  Verwendung, 
während  der  von  Huygens  construirte  Apparat  sich  schnell  Bei- 
fall und  Verbreitung  erwarb.  Die  erste  Erfindung  wäre  sonach 
Galilei  zuzuschreiben.  0. 


Ph.  Gilbert.     Etüde   historique  et  critique  sur  le  pro* 
bl^me  de   la  rotation  d'un  corps   soHde  autour  d'un 

point  fixe.    Ado.  Sog.  S.  BrDX.  II.  B.  25Ö-350. 

Diese  wichtige  Arbeit  enthält  eine  kritische  Analyse  der 
hauptsächlichsten  Arbeiten  über  die  Frage,  indem  sie  dabei  die 
ersten  Grundzüge  der  Theorie  bei  ihrem  Beginn,  die  Schriften 
über  die  Präcession  der  Nachtgleichen  und  diejenigen  bei  Seite 
lässt,  welche  sich  auf  cylindrisch-conische  Geschosse  beziehen. 
§  l.  D'Alembert,  Euler,  Lagrange,  Legendre,  Poisson,  Poinsot, 
Oascheau,  Saint-Guilheam,  Folie.  Der  Verfasser  macht  darauf  auf- 
merksam, dass  die  berühmten  Arbeiten  Poinsot's  über  die  Rotation 
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der  Körper,  vom  Oeeiehtspnnkte  meehaaiscber  PriDcipien  sog  be- 
trachtet, keineswegs  streng  sind.  §  2.  1)  Arbeiten,  die  nnab- 
hln^g  von  der  Poinsofscben  Theorie  ihren  Aoagangspimkt  io 
der  Arbeit  von  Boeb  haben.  Rneb,  Jacobi,  Somoff,  GBdermaon, 
WeierstrasB,  Bichelot.  2)  Abhandinngen,  in  denen  die  Poinsot'- 
sche  Theorie  auf  die  von  Bneb  nnd  Jaeobi  znrackgefllbrt  ist: 
Sylvester,  Radan,  Dien,  Gbelini,  Siacci.  §3.  Kreisel:  Apparat 
von  Bohnenberger,  Gyroscop  von  Foncanlt,  Apparate  von  Fessel 
nnd  PlDeker,  Btagnoa,  Robert,  Sire.  Elementare  Erlänte- 
mngen  der  beobachteten  Bewegungen  durch  kinematische  Be- 
trachtungen: Sire,  Hirn,  Heynen,  Jonflret  Mangel  dieser  Er- 
läuterUDgen.  §4.  Analytische  Theorien  desselben  Gegenstandes: 
Poisson,  Puiaenx,  Basal,  Heynen,  Somoff,  Lettner.  §  5-  Analyse 
der  Untersnchnngen ,  in  denen  die  beim  Gyroscop  beobacbtetea 
E^seheinaogen  unter  Einfluss  der  Erdrotation  betrachtet  werden: 
Lamarle,  Quet,  Basal,  Bertrand  (nicht  streng),  Tvon  Villarcean, 
Lettner  (falsch),  Bour.  §  6.  Bibliographie;  eine  Liste  zahlreiche 
Abhandlungen,  wie  die  von  Brill  und  Hermite,  enthaltend,  die 
vom  Verfasser  nicht  näher  besprochen  sind.  Hn.  (0.) 


F.  Siacci.      £tude    biatorique   sur    le    probl^me   de  la 
rotatioD  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe  par 

Ph.    Gilbert.     Boncompftgni  BdII.  XI.  217. 
Kurze  Besprechung  der  Arbeit,  Ober  die  oben  referirt  wor- 
den isL  O. 

H  n«».^jj  j)ie  Grundlehren  der  Astronomie  nach 
icbicbtlichen  Eatwickelung  dargestellt.  Deutsche, 
si-faaser  besorgte  und  erweiterte  Ausgabe. 

BDgelmBQn.  16TT. 
SkbBchn.  XII.  Cap.  2. 


.  Mabtin.     Memoire  eur  les  hypotb&ses  astro- 
es  des  plus  anciens  phitosophes  de  la  Gr^. 

l'Aoc.  laaoript.  XXIV. 
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W.  RoüDOLP.    Das  aristotelisch*ptolemäische  Weltsystem 
als  Abschluss  der  älteren  kosmischen  Systeme. 

Pr.  Neuss. 

Eine  kurze  Darstelloog  der  kosmischen  Ideen  des  Aristo- 
teles nnd  Ptolemäus,  in  der  bei  letzterem  betont  wird,  dass 
er  selbst  sein  Weltsystem  nur  als  Hypothese  zur  Grundlage  sei- 
ner Rechnungen  aufgestellt  habe,  sich  aber  wohl  bewusst  gewesen 
sei,  dass  es  eben  nur  eine  Hypothese  sei. 

0. 


0.    IsBNKRAHB.      Isaac    Newton    und    die    Gegner   der 
Gravitationstheorie  unter  den  modernen  Naturphilo- 

SOpben.    Pr.  Orefeld. 

Das  Vorliegende  ist  der  erste  Theil  einer  Abhandlung,  dessen 
zweiter  Theil ,  der  namentlich  mathematischen  Inhalts  sein  wird, 
einen  Versuch  enthalten  soll,  die  Gravitationstheorie  auf  rein 
kinetischer  Grundlage^  ohne  Benutzung  irgend  welcher  centraler 
Kräfte  zu  lösen.  Der  erste  Theil  ist  kritischen  Inhalts.  Er  stellt 
zunächst  Newton's  Ansicht  über  das  Wesen  der  Gravitation  aus 
dessen  Schriften  fest  und  wendet  sich  sodann  zu  einer  Beleuch- 
tung der  neueren  Theorien.  Zunächst  wird  die  Weber-Zöllner'sche 
Theorie  einer  eingehenden  Beleuchtung  unterworfen  und  die 
Mängel  derselben  besprochen.  Dann  folgen  der  Reihe  nach  die 
von  Spiller,  Dellingshausen,  W.  Thomson,  Lesage,  H.  Schramm, 
welche  sämmtlich  ihrer  formalen  Grundlage  nach  geprtift  werden. 

0. 


8.  GüNTHEiL  Studien  zur  Geschichte  der  mathemati- 
schen und  physikalischen  Geographie.  Heft  III. : 
Aeltere  und  neuere  Hypothesen  über  die  chronische 
Versetzung  des  Erdschwerpunkts  durch  Wassermassen. 
Heft  IV.:  Analyse  einiger  kosmographischer  Codices 
der  Mttnchener  Hof-  nnd  Staatsbibliothek,     Heft  V.: 
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Johann  Werner  aus  Nürnberg  und  seine  Beziehungen 
zur  mathematischen  und  physischen  Erdkunde. 

Halle  a.  S.    Nebert 

Im  ersten  der  oben  citirten  drei  Hefte  stellt  sich  der  Ver- 
fasser die  Aufgabe,  den  theoretischen  Beweggründen  der  Lehre 
nachzugehen,  nach  welcher  die  grossen  über  die  ganze  Ober- 
fläche  der  Erde  vertheilten  Quantitäten  tropfbarer  Flüssigkeit  die 
Kraft  haben  sollten,  den  wahren  Erdschwerpunkt  fttr  immer  oder 
doch  für  länger  anhaltende  Zeiträume  von  dem  rein  mathematisch 
definirten  Mittelpunkte  entfernen  zu  können.  Der  Verfasser  be- 
ginnt seine  Untersuchung  mit  Aristoteles,  verweilt  dann  längere 
Zeit  beim  Mittelalter,  wo  er  besonders  den  Ansichten  Dante 
Alighieri's  seine  Aufmerksamkeit  zuwendet,  und  bespricht  dann 
die  neue  Zeit.  Hier  sind  es  namentlich  Lamarck,  Adhämar, 
Groll,  Pillar,  Schmeck  u.  s.  f.,  deren  Ansichten  er  in  eingehender 
Weise  bespricht.  Von  mathematischem  Interesse  ist  die  p.  195 
bis  197  angestellte  Berechnung  der  Grösse  der  Schwerpunkts- 
versetzung durch  zwei  nach  den  Polen  angebrachte  Eisparaboloide. 
Das  zweite  Heft  giebt  Auskunft  über  den  Inhalt  zweier  Codices, 
deren  einer  den  Titel :  „De  IV  ventis  cardinalibus,  de  planetis,  de 
terra,  de  signis  coelestibus,  de  zonis  cum  flgura  mundi  etc.^  trägt 
Der  zweite  rührt  von  Theodoricus  Buffi  aus  den  Jahren  1445 
bis  1450  her  und  enthält  eine  ganze  Beihe  von  einzelnen  Ab- 
handlungen^ von  denen  einige  auch  specifisch -mathematisches 
Interesse  darbieten.  Das  dritte  Heft  enthält  eine  Monographie 
über  Johann  Werner  aus  Nürnberg,  welcher  am  14.  Februar  1468 
zu  Nürnberg  geboren  wurde,  dort  als  Prediger  lebte  und  wirkte. 
Werner  hat  sich  durch  mancherlei  Untersuchungen  mathematischen 
Inhalts  bekannt  gemacht,  so  durch  seine  Abhandlung  über  die 
Curven  zweiter  Ordnung,  eine  Arbeit  über  das  Delische  Problem 
u.  s.  f.  Diese  werden  nur  kurz  berührt  Näher  eingegangen 
wird  auf  seine  Arbeiten  geographischen  Inhalts,  und  da  ist  vor- 
nehmlich der  Abschnitt  über  Werner's:  „Libellus  Joannis  Vemeri 
Nurenbergensis  de  quatuor  aliis  planis  terrarum  orbis  descriptioni- 
bus^  zu  nennen,  welcher  eine  eingehende  Enthüllung  der  Leistun- 
gen Werner's  auf  dem  Gebiete  der  Kartenprojection  giebt    Der 
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Verfasser  giebt  am  Schloss  dieses  Abschnitts  eine  Zusammenstellung 
der  Leistungen  Werner's,  welche  in  Folgendem  noch  kurz  wieder- 
gegeben werden  mag.  Er  hat  1)  auf  die  Methode  der  Pol- 
höhenbestimmung aus  der  oberen  und  unteren  Culmination  eines 
Cireumpolarstemes  aufmerksam  gemacht.  2)  Das  Problem  der 
Meereslänge  hat  er  durch  sein  Drängen  auf  die  Bestimmung  der 
Entfernung  des  Mondes  von  gewissen  Fundamentalstemen  ge- 
f5rdert  3)  In  die  Kartographie  bat  seine  Behandlung  der  herz- 
förmigen  Projection  insofern  einen  Fortschritt  gebracht,  als  er 
das  Princip  der  äquivalenten  Abbildung  zur  Geltung  brachte. 
4)  Fflr  die  stereographische  Projection  verlegte  er  das  Centrum 
in  einen  beliebigen  Punkt  der  abzubildenden  Kugelfläche.  5)  Er 
hat  die  Lösung  der  Probleme:  Aus  den  sphärischen  Coordinaten 
zweier  Punkte  der  Kugel  deren  Bogenleitung  zu  ermitteln^  wesent- 
lich verbessert.  6)  Ebenso  hat  das  umgekehrte  Problem  durch 
ihn  eine  wesentliche  Förderung  erfahren.  Den  Schluss  dieser 
Abhandlung  bildet  ein  Bericht  tlber  Wemer's  meteorologische 
Beobachtungen.  0. 
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A.   J.    ElLIS.      Contraposition.     Bdac.  Times  XXIX.  34-85. 

Folgt  eine  Thesis  aus  einer  Hypothesis,  so  folgt  die  Negation 
der  Hypothesis  aus  der  Negation  der  Thesis.  Diese  Transforma- 
tion des  Schlusses  heisst  Contraposition.  Sie  lässt  sich  ebenso 
rückgängig  vollziehen.  Das  letztere  hat  jemand  fQr  unbeweisbar 
erklärt  Der  Verfasser  räumt  ein,  dass  es  Kindern  Schwierigkeit 
machte.  Er  stellt  zu  äusserster  Deutlichkeit  die  Tabelle  der  Com- 
binationen  der  Assertionen  und  Negationen  von  Hypothesis  und 
Thesis  auf,  und  zeigt  daran  die  Richtigkeit  der  Contraposition 
sowie  ihren  Unterschied  von  der  Umkehrung,  welche  sich  nicht 
folgern  lässt.  H. 


PortMtar.  d.  Math.  X.  1. 
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J.  Gilles.     Die   Grundlagen  der  Mathematik.    Bayr.  Bi. 

XVm.  423-438. 

„  Die  absolute  oder  nichteuklidische  Geometrie,  die  Geometrie 
des  endlichen  Raumes  und  die  Lehre  von  n  Raumdimensionen 
sind  entweder  Earrikaturen  oder  Krankheitserscheinungen  der 
Mathematik^.  —  ^Wie  Gauss  die  Anregung  zur  absoluten  Geo- 
metrie gegeben  hat,  so  hat  Kant  die  Lehre  von  den  n  Raumdimen- 
sionen veranlasst.  . . .  Leider  flüchten  wir  Epigonen ,  vom  hellen 
Glänze  der  unsterblichen  Werke  der  Meister  geblendet,  uns  so 
gerne  in  jene  Schatten^.  Diese  Sätze  dürften  genügen,  um  den 
die  Abhandlung  durchwehenden  Geist  zu  kennzeichnen,  welche 
übrigens  wesentlich  eine  Polemik  gegen  die  bekannten  Schriften 
von  Frischauf  und  Rudel  repräsentirt.  Gr. 


H.  McCoLL.     Calculus  of  äquivalent  Statements. 

Proo.  L.  M.  S.  IX.  9-20. 

Die  höchst  interessanten  und  vom  Verfasser  in  der  Educa- 
tional  Times  zuerst  unter  dem  Namen  „symbolical  language"  an- 
gefangenen Untersuchungen  stehen  in  Verbindung  mit  den  Be- 
strebungen, logische  Operationen  in  mathematischer  Bezeichnung 
und  durch  mathematische  Berechnung  wiederzugeben.  Die  Unter- 
suchungen sind  zwar  von  dem  Verfasser  ganz  selbständig  geftihrt, 
—  er  sagt  selbst,  dass  er  Boole's  mathematical  analysis  of  logic 
und  desselben  Verfassers  laws  of  thought  nicht  gekannt  hat,  — 
verbinden  sich  aber  mit  Boole's  mathematischer  Logik  aufs 
Leichteste.  In  Deutschland  sind  die  Versuche  noch  viel  zu  wenig 
bekannt.  Wundt's  neues  logisches  Werk,  in  dem  sie  gebührend 
Erwähnung  finden,  wird  hoffentlich  dazu  beitragen,  sie  bei  uns 
einem  weiteren  Kreise  von  Gelehrten  zuzuführen.  Der  Verfasser 
versucht  in  diesem  grundlegenden  Aufsatze  zunächst  die  Fest- 
stellung einer  geeigneten  Bezeichnung  für  Bejahung,  Verneinung, 
Einschliessung ,  Position,  Negation  etc.;  sodanq  wendet  er  die 
gefundenen  Formeln,  Definitionen  und  Sätze  auf  zwei  mathema- 
tische Probleme  an,  nämlich  erstens  auf  die  Bestimmung  der 
neuen  Grenzen  der  Integration,  wenn  man  die  Ordnung  der  In- 
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tegraüoD  in  einem  vielfachen  Integral  ändert,  and  zweitens  auf 
Fragen,  die  Wahrscheinlichkeit  betreffend.  Er  löst  1)  die  Auf- 
gabe, die  Grenzen  der  Integration  zu  finden,  wenn  die  Ordnung 
des  Integrals 

/»2a  /*2«  y^«  /^x 

J     ^^    J     ^    J     ^y    J     da  <)p(ii,  a?,  y,  a) 

— a  — M  — »  — 2x 

umgekehrt  wird.    Das  umgeformte  Integral  wird: 

J    i^    J   *^y    J     ^    J   '«'w  9>(m,  a?,  y,  a). 

«  1^4  «1  «»4 

2)  Hierauf  berechnet  der  Verfasser  die  Wahrscheinlichkeit, 
dass  die  Wurzeln  der  Gleichung 

a?Ö'  — »Ö  +  a  =  0 

reell  sind,  wenn  die  Werthe  von  x^  y,  a  zwischen  den  Grenzen 
a  und  0  liegen  und  alle  Werthe  ftlr  x^  y,  a  zwischen  diesen  Gren- 
zen gleich  wahrscheinlich  sind.    Das  Resultat  ergiebt: 

A+4log.2. 

Mi. 

H.  McCoLL.      The    calculus    of    äquivalent  Statements. 
(Second  paper).    Proc.  L.  M.  s.  ix.  177. 

Der  Verfasser  setzt  in  diesem  Artikel  seine  Untersuchungen 
im  Gebiete  der  mathematischen  Logik  fort.  Um  die  logische 
Einschliessung  zu  bezeichnen,  verwendet  er  hier  das  Divisions- 
zeichen; A\B  heisst:  A  schliesst  B  ein,  und  ist  gleichbedeutend 
mit  A  =  AB.  Er  löst  mit  Hilfe  der  sich  daraus  ergebenden 
Formeln  und  Sätze  einige  logische  Fragen,  die  schon  Boole  be- 
rührt hatte.  Durch  eine  Bemerkung  seines  Recensenten  in  der 
Mathematical  Society  veranlasst,  ftthrt  er  im  Laufe  der  Unter- 
suchung noch  die  neue  Bezeichnung:  A-i-B  ^r  A  schliesst  nicht 
B  ein,  welches  gleichbedeutend  ist  mit  (i4:£)^  Es  lassen  sich 
so  die  Syllogismen  aufs  Einfachste  wiedergeben  und  berechnen. 
Alle  X  sind  F,  wird  mit  a?:y,  kein  X  ist  Y  mit  a;:y*.  Einige  X 
sind  F,  mit  oj-f-y*  und  Einige  Ü  sind  nicht  Y,  mit  x—y  bezeich- 
net    Zum  Schluss   löst  der  Verfasser  noch  die  von  Boole  ge- 

8* 
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Stellte  (und  durch  dieFonnel  /(I)  f{0)  =  0  erledigte)  Eliminations 
aufgäbe  durch  die  Formeln:  f(0)g/{0):x^    f[«)9'(0-^- 

Mi. 

L.  Clariana  y  Ricart.    Nociones  de  filosofia  matematica. 

Cron.  cient  I.  481-487,  505-511. 


L.  Clariana  y  Ricart.     Laves  apnntes  acerca  dal  in- 
finite matamatico.    Cron.  cient.  I.  313-317. 


L.  Clariana  y  Ricart.     Importancia  del  metodo  Leib- 

niziano.    CroD.  cient  l.  169-171. 


K.   H.   LiERSEMANN.      0«!  »  0.     Pr.  Reichenbach  in  Schi. 

Der  Verfasser  veröffentlicht  unter  diesem  wunderlichen  Titel 
seine  Untersuchungen  über  den  Begriff  des  Unendlich-Kleinen 
und  Unendlicb-Grossen  in  der  Mathematik.  Von  Beispielen  aus- 
gehend (§  2  und  3) ,  die  die  Schwierigkeit  in  der  Anwendung 
dieser  Begriffe  zeigen  sollen,  findet  er  selbst  die  Lösung  in  der 
Aufstellung  und  Begründung  folgender  Definitionen  und  Behaup- 
tungen (§4  und  5):  Null  ist  eine  Differenz,  deren  Glieder  gleich 
sind.  Eine  Zahl,  welche  sich  der  Grenze  Null  unausgesetzt  nä- 
hert, ohne  sie  je  zu  erreichen,  nennt  man  eine  unendlich  kleine 
Zahl.  Eine  Zahl,  welche  man  sich  unausgesetzt  wachsend  vor- 
stellt, nennt  man  unendlich  gross.  Für  die  unendlich  kleine  Zahl 
ist  das  ZiCichen  «,  für  die  unendlich  grosse  Zahl  oo.  Es  ist  we- 
sentlich, dass  man  an  der  unendlich  kleinen  und  unendlich  grossen 
Zahl  das  Werden  festhält;  e  und  oo  sind  fluent,  variabel.  Der 
Grenzwerth  von  «  ist  0;  0  ist  constant;  0  =  lim«.  Wie  es  aber 
einen  Grenzwerth  von  e  giebt,  so  nähert  sich  auch  oc  einem 
Constanten  Werth.  Der  constante  Werth,  dem  sich  eine  unaus- 
gesetzt und  über  alles  Mass  hinaus  wachsende  Grösse  nähert, 
G;   G  ist,  wie  0  weder  positiv  noch  negativ  oder,  wenn  man 
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lieber  will,  sowohl  positiv  als  negativ.  Somit  ist  das  ganze  Zahlen- 
gebiet, das  nnserm  Nachforschen  sich  darbietet,  bezeichnet  durch 
die  Symbole  OelooQ]  „@,  das  unveränderliche,  producirt  aus 
dem  0  das  1.  Dieses  kann  entweder  constant  bleiben,  oder  sich 
in  unendlicher  Perfectibilität  dem  &  unbeschränkt  nähern,  oder 
in  einer  dem  @  abgewendeten  Richtung  ebenso  ohne  Ende  dem 
0  zustreben.  Aber  wie  es  im  ersteren  Falle  von  seinem  Ziele 
immer  noch  durch  einen  unermesslichen  Zwischenraum  getrennt 
bleibt,  ist  es  im  entgegengesetzten  ebenfalls  durch  eine  nicht  zu 
überwindende  Kluft  davor  behütet,  in  das  0  zu  versinken.  D.O.M.6.'' 
—  Dies  in  Kürze  der  Gedankengang  des  Verfassers.  Es  wird 
hier  schwerlich  der  Ort  zu  einer  umfangreichen  Widerlegung  sein. 
Aber  das  möchte  der  Referent  wenigstens  constatiren,  dass  er 
weder  das  Resultat  des  Verfassers  in  Bezug  auf  @  acceptiren 
kann,  noch  die  überall  in  der  Schrift  gepriesene  Schärte  der 
Logik  wirklich  vorgefunden  hat.  Im  Gegentheil!  Und  hierfür 
zwei  herausgegriffene  Beispiele:  1)  Den  Begriff  eines  constanten 
B  erhält  der  Verfasser  an  der  geraden  Linie.  Er  betrachtet  einen 
rechten  Winkel  A  und  auf  dem  einen  Schenkel  desselben  einen 
Punkt  C;  von  C  ist  eine  Gerade  nach  einem  Punkte  V  des  an- 
deren Schenkels  gezogen.  Wird  nun  VC  mit  constauter  Winkel- 
geschwindigkeit um  C  geschwenkt,  so  wachsen  die  Entfernungen 
AV  beständig;  da  aber  CV  einmal  in  die  Lage  CR  kommen 
muss,  in  der  R  so  bestimmt  ist,  dass  er  auf  der  Rückverlänge- 
rung  von  AV  liegt,  muss  der  Strahl  CV  auch  einmal  den  Strahl 
A  V  verlassen.  Hieraus  ergiebt  sich  dem  Verfasser,  dass  C  V  den 
Strahl  AV  „bei  einer ^  bei  einer  bestimmten  Lage"  verlässt  und 
somit  ist  @  gefunden.  Mir  will  nur  einleuchten,  dass  mit  AV 
auch  CV  in's  Unendliche  wächst,  und  somit  auf  diesem  Wege 
flir  die  Vorstellung  eben  keine  Lage  fassbar  ist,  v^o  CV  AV 
verlässt.  Es  folgt  hieraus  nur,  dass  die  vorgeschlagene  Vor- 
stellungsweise um  die  parallele  Lage  von  C  V  und  A  V  hervor- 
zurufen ungeignet  ist.  In  der  That  „läuft  (für  mich,  um  des 
Verfassers  eigne  Worte  zu  gebrauchen)  derjenige,  der  eine  Grenze 
für  das  über  alles  endliche  Mass  hinaus  Wachsende  zu  denken 
wagt,  Gefahr,  des  gesunden  Menschenverstandes  baar  gescholten 
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ZU  werden^'.  Nur  meine  ich,  dass  kein  Wagniss,  sondern  nur 
Irrtbum  dabei  ist.  2)  Der  Verfasser  greift  die  Definition:  Null 
ist  dasselbe  wie  Nichts,  an.  Er  fOhrt  zwei  Widerlegungen  als 
besonders  wissenschaftlich  werthvoll  an:  a)  Was  die  Null  auf 
der  obersten  Stufe  (Addition  und  Subtraction) ,  dasselbe  ist  die 
Eins  auf  der  zweiten  Stufe  (Multiplication  und  Division),  b)  Die 
Null  kann  geometrisch  als  eine  Strecke  oder  auch  eine  Figur 
gezeichnet  werden,  indem  ein  Rechteck  gleich  Null  ist,  dessen 
eine  Winkelseite  Null  ist  und  ein  Polyeder  mit  seiner  Höhe 
gleichzeitig  Null  ist  Dem  AnfUnger  (fQgt  der  Verfasser  hinzu) 
kann  man  am  leichtesten  den  Unterschied  demonstriren,  indem 
man  daran  erinnert,  dass  70  Mark  und  7  Mark  nicht  dasselbe 
sind.      Die  logische  Schärfe  dieses  Beweises  ist  staunenswerth ; 

weil  a—a  =  0,  aber  —  =  1  ist,  darum  ist  0  nicht  gleich  Nichts. 

Weil  der  Flächeninhalt  eines  Rechtecks  mit  einem  Paar  Seiten, 
weil  der  cubische  Inhalt  eines  Polyeders  mit  der  Höhe  gleich  0 
wird,  darum  ist  Null  nicht  gleicl)  Nichts.  Wer  behauptet  denn, 
dass  das  Rechteck,  das  Polyeder  0  wird  ?  Nur  sein  Inhalt  wird  0. 
Und  endlich  weil  70  Mark  nicht  gleich  7  Mark  ist,  also  eine  Ziffer 
an  zweiter  Stelle  etwas  anderes  bedeutet  als  an  erster,  darum 
ist  0  nicht  gleich  Nichts.  Oder  glaubt  etwa  der  Verfasser,  dass 
der  Begriff  0  zum  Begriff  70  gehöre,  und  aus  7  die  70  machen 
könne?  Mi. 


J.  Carbonnblle.      Lois   g^n^rales   de  l'univers;   la  r^- 
version ;   la  providence.    R.  Q.  S.  IV,  578-624. 

Klare  Erörterung  der  allgemeinen  Gesetze  der  Welt:  Constanz 
der  Masse,  Erhaltung  der  Energie,  Streben  der  sichtbaren  Energie, 
sich  in  vibrirende  Energie  zu  transformiren.  Aus  dem  letzten 
Gesetze  folgt,  dass  die  Welt  einen  Anfang  gehabt  hat  und  einem 
Endzustand  entgegengeht.  Kritische  Beleuchtung  der  Theorie  der 
Reversion  von  Ph.  Breton  (Mondes  (2)  XXXVIIL  566,  606,  643> 
697,  742;  s.  F.  d.  M.  VII.  31-32).  Die  Gesetze  der  Welt  lassen 
die  anfänglichen  Lagen   und  Geschwindigkeiten  der  materiellen 
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Punkte  unbestimmt.  Daher  kann  Gott,  ohne  diese  Gesetze  zu 
stören  und  ohne  Wunder  den  Lauf  der  Ereignisse  ändern,  denn 
er  kann,  wie  Euler  seinerzeit  in  den  „Lettres  ä  une  Princesse 
d'AJlemagne  sur  quelques  subjeets  de  physique  et  philosophie*' 
(Petersburg  1768 — 72)  bemerkt  hat,  von  Anfang  an  Alles  so  ge- 
ordnet haben,  dass  er  zur  rechten  Zeit  die  Gebete  seiner  Ge- 
schöpfe erhören  kann.  Mn  (0.) 


W.  GosiEWSKi.     üeber  die   Principien  einer  absoluten 
Theorie  der  materiellen  Erscheinungen  im  Allgemeinen. 

Par.  Denkschr.  1878.   (Pobisch). 

Diese  Schrift  des  geistreichen  Verfassers  ist  ein  Versuch,  das 
ganze  Gebiet  der  materiellen  Erscheinungen  in  einer  allgemeinen 
metageometrischen  Theorie  zusammenzufassen.  Die  Grundlage 
einer  solchen  Theorie  bilden  nach  des  Verfassers  Meinung  die 
Elrklärungen  des  allgemeinen  Seins,  des  Bewusstseins  und  der 
materiellen  Erscheinung.  Diese  letzte  wird  als  eine  in  stetiger 
Aenderung  begriffene  Materie  erklärt,  wenn  man  unter  Materie 
das  versteht^  was  aus  der  sinnlichen  Anschauung  der  Ausdehnung 
folgt  Das  allgemeine  Sein  wird  als  eine  continuirliche,  endliche, 
unbegrenzte,  in  sich  selbst  ohne  Ursache  bewegende  Mannig- 
faltigkeit aufgefasst.  Die  mathematische  Untersuchung  einer  sol- 
chen Mannigfaltigkeit  ist  aber  der  heutigen  Wissenschaft  gar 
nicht  zugänglich.  Der  Verfasser  beschränkt  sich  auf  die  von 
Biemann  in  sehier  Schrift:  „Ueber  die  Hypothesen,  welche  der 
Geometrie  zu  Grunde  liegen''  erwähnte  !Mannigfaltigkeit,  in  wel- 
cher die  Länge  eines  Linearelementes  durch  eine  Wurzel  2m^^" 
Grades  aus  einem  homogenen  Differentialausdruck  derselben  Ord- 
nung von  n  veränderlichen  Grössen  sich  ausdrücken  lässt  Die 
Anzahl  der  Dimensionen  wird  gleich  3  angenommen. 

Der  specielle  Fall  m  =  1  unter  Anwendung  des  Princips 
von  Lagrange  oder  Gauss  ftihrt  zu  allgemeinen  Gleichungen,  die 
auf  den  (ebenen)  Baum  und  die  Zeit  bezogen,  die  Gesetze  der 
Bewegung,  und  der  Deformation  materieller  Körper  ausdrücken. 

Dn. 
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DE   Saint -Venant.      De    la    Constitution    des    atdmes. 
ADD.  Soc  Sc.  Brox.  II.  B.  417-456.  et  suppldment  p.  1-39. 

Entwickelung  des  Boscowicb'schen  Gedankens,  dass  die  letzten 
Elemente  der  Körper  mathematische  Punkte  sind,  die  auf  einan- 
der mit  einer  Intensität  wirken,  die  eine  Function  ihrer  Entfernung 
von  einander  ist,  oder  besser,  die  mit  Bewegungen  begabt  sind, 
deren  (besetz  von  den  zweiten  Derivirten  dieser  Entfernungen 
als  Functionen  der  Zeit  nach  der  Zeit  abhängen.  Nach  dem 
Verfasser  gestattet  die  Theorie  der  Elasticität  von  Navier,  Poisson 
und  Cauchy  die  Annahme  einer  continuirlichen  Materie  nicht  In 
dem  Supplement  beruft  sich  der  Verfasser  auf  die  Autorität  einiger 
Philosophen  zu  Gunsten  seines  Systems  und  beantwortet  die  Ein- 
wendungen metaphysischer  Art,  die  man  demselben  machen  kann. 
Das  Entstehen  des  Gedankens  der  Gontinuität  setzt  er  dagegen 
nicht  auseinander.  Mn  ^0.) 

Fave.      Les   vibrations   de   la  mati^re   et  les  ondes  de 

r^ther.    0.  R.  LXXXVL  92-97,  289-295. 

Der  Verfasser  verfolgt  die  Consequenzen ,  die  sich,  unab- 
hängig von  mathematischen  Berechnungen,  aus  dem  Satz  ergeben, 
dass  die  Wärme  Bewegung,  und  die  Temperatur  eines  Körpers 
Mass  einer  lebendigen  Kraft  ist.  Diese  Betrachtungen  sind  Fort- 
setzung früherer  Untersuchungen  (C.  R.  1876—77).  Der  Verfasser 
beginnt  mit  der  Untersuchung  der  Wellenbewegungen  im  Aether, 
die  von  den  Schwingungen  weissglühender  Luftarten  hervorge- 
rufen werden,  erörtert  die  Folgen,  die  eintreten  müssen,  falls 
solche  Wellen  sich  mit  den  von  der  Sonne  kommenden  ver- 
wandten  Wellen  des  Aethers  treffen  (Hindurchgehen,  Absorption, 
Verstärkung  der  Schwingungsamplitude)  und  kommt  so  zu  dem 
Satz,  dass  Emission  und  Absorption  correlative  Eigenschaften 
sind.  Bei  der  Emission  erzeugen  die  Schwingungen  der  Mole- 
küle Aetherwellen,  bei  der  Absorption  vermehren  die  Aetherwellen 
die  Amplitude  der  Schwingungen  in  den  Molekülen  der  Materie. 
Er  erklärt  im  Zusammenhang  hiermit  die  Unterschiede  in  der 
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Absorptionsfähigkeit  der  Körper  für  die  Wärme,  die  Entstehang 
ond  den  Wechsel  der  Farbe  fester  Körper,  die  Durchsichtigkeit 
und  Undorchsichtigkeit  derselben  and  endliöh  die  Phosphorescenz 
ond  Fluorescenz  gewisser  Körper.  Mi. 


J.  BsRTRAND.     Sur  rhomog^u^it^   dans  las  formules  de 
physique.    C.  R.  LXXXVI.  916-920. 

Die  Homogeneität  der  mathematischen  und  physikalischen 
Formeln  besteht  darin,  dass  man  die  Einheiten  verändern  kann, 
ohne  dass  die  Formeln  ihre  Richtigkeit  verlieren.  Ist  eine  For- 
mel ermittelt,  so  ist  ihre  Homogeneität  selbstverständlich.  Wo 
dagegen  eine  Formel  noch  nicht  festgestellt  und  nur  im  Allge- 
meinen als  Function  bestimmter  Grössen  ermittelt  ist,  wird  die 
Untersuchung  der  Bedingungen,  die  durch  die  Homogeneität 
a  priori  geboten  werden,  nützlich  sein  und  unter  Umständen  zum 
emfachen  und  strengen  Beweis  eines  physikalischen  Gesetzes 
fuhren.  Der  Verfasser  untersucht  zwei  Formeln  in  Bezug  auf 
ihre  Homogeneität: 

1)  In  der  Theorie  der  Elektricität  wird 

r  =  F(F„K,/,Ä,C,£). 
Variirt  man  die  Einheiten,  so  wird 

ßT=F(v^Y,V,^y,la,-^C,E-jy 
Nach  dem  Gesetze  der  Homogeneität  wird  also: 

Hieraus  folgt,  dass  T  mit  R  wächst  und  nicht  proportional  /  sein 
kann,  dass  folglich  ein  Gesetz  der  Geschwindigkeit  der  Ver- 
breitung, wie  fbr  das  Licht  und  den  Ton  fllr  die  Elektricität 
nicht  existiren  kann.  Vernachlässigt  man  die  Induction  des 
Stromes  auf  sich  selbst,  so  ist  T  proportional  R.  Da  ferner  die 
Function  a  R  proportional  ist,  ist  sie  es  auch  RL  Die  erste 
Formel  nimmt  dann  die  Gestalt 
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an.     Hieraus  ergiebt  sich  ein  Gesetz,  das  W.  Tbotnson  schon 
aufgestellt,  aber  nicht  streng  bewiesen  hatte. 

2)  Die  zweite  Formel  betrifft  das  Problem  der  Abkühlung 
einer  homogenen  Kugel.  Der  Verfasser  knüpft  an  die  Theorie 
Fourier's  an.    Es  ist 

Variirt  man  die  Einheiten,  so  wird 

Lässt  man  in   der  ersten  Gleichung  die  Goefficienten  kj  C,  l>,  h 

k  h 

nur  in  der  Beziehung  -j^  und  -r-  zu,  so  wird  dieselbe 


''=^'^'»'0. -^  4.ä) 


CD 

DarauR  erhält  man: 


/jr  =  F(dF,<jn,-A^,^,Ä„). 


CD    ß 
Hieraus  ergiebt  sich: 

CDR*  „/  K„        Bh 


Folglich  kann  man,  falls  das  Gesetz  ermittelt  ist,  welches  T  mit 
h  verknüpft,  die  Form  der  Gleichung  ermitteln,  welche  T  mit  R 
verbindet.  Mi. 


L.  HoüTAiN.      Quelques    rdflexions    sur    renseignement 

SUpdrieur.     M^m.  de  Liege  (2)  VI. 

Versuch  einer  Ordnung  des  gesammten  Inhalts  der  Mathe- 
matik, der  manche  bemerkenswerthe  Gedanken  enthält.  Kritisches 
über  verschiedene  Einzelnheiten  in  der  Organisation  des  höheren 
Uüterrichts  in  Belgien.  Mn.  (0.) 


ErlBR.      Ungleichungen.     Hoffmann  Z.  IX.  261-266,  341346. 

Veranlassung,  die  Lehre  von  den  Ungleichungen  im  Unter- 
richte zu  behandeln,  bieten  namentlich  die  Determination  von 
Aufgaben  und  die  diophantischen  Gleichungen.    Es  werden  hier 
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anschliessend  an  die  Addition,  Multiplication  und  Potenz! rung 
die  Schlosse  ans  der  Grössenfolge  der  Data  auf  die  der  Resultate 
tabellarisch  aufgestellt  und  bewiesen.  H. 


Ubilermann.      Bemerkungen    über    den    algebraischen 
Unterricht.    HoffmaiiD  Z.  IX.  185-186. 

Es  wird  die  Reihenfolge  der  Themata  nach  dem  Gesichts- 
punkt der  Einfachheit  und  Gründlichkeit  kurz  dargelegt 

H. 

J.  DiEKMANN.     üeber  die   Benutzung   von   Invarianten 

im   Unterricht.    Hoffmann  Z.  IX.  347-365,  417-425. 

Der  Verfasser  befürwortet  die  Zuziehung  der  Invarianten  in 
der  Lehre  von  den  Gleichungen  zweiten  Grades  und  den  Kegel- 
schnitten. Er  erklärt  zuerst  ausführlich  und  leicht  fasslich  die 
Bedeutung  der  Discriminante,  der  Resultante  und  der  Functional- 
determinante  für  den  vorliegenden  einfachen  Fall^  und  entwickelt 
einige  elementare  Sätze  über  dieselben.  Dann  behandelt  er  die 
Auflösung  der  Systeme  zweier  Gleichungen,  erst  zweiten  und 
ersten,  dann  beide  zweiten  Grades  zwischen  2  Unbekannten, 
letztere  aber  nur  unter  der  nicht  ausgesprochenen  Voraussetzung, 
dass  die  linearen  Theile  durch  dieselbe  lineare  Substitution  gleich- 
zeitig weggehen.  Dann  folgt  noch  eine  Anwendung  auf  Kegel- 
sdinitte.  H. 


ZiKGKL.      Methode    und    Lehrplan    des   mathematischen 
Unterrichts  an  Progymnasien.    Pr.  Schwerin  a.  d.  w. 

Die  Schrift  kann  nur  ein  pädagogisches  Interesse  beanspruchen. 
Der  mathematische  Unterricht  ist  dem  Verfasser  ein  Mittel  zur 
Zucht  des  Verstandes  und  zur  Gewöhnung  an  klares,  streng 
logisches  Denken.  Der  Unterricht  soll  naturgemäss,  d.  h.  er  soll 
anschaulich,  methodisch  und  concentrisch  sein.  Namentlich  in 
den  Anfangsgründen  sollen  concreto  Gegenstände  als  Hilfsmittel 
angewandt   werden.     Dem   wissenschaftlichen  Unterricht  soll  in 


44  I*  AbschDÜt.    Geschichte  und  Philosophie. 

der  Quarta  ein  propädeutischer  Unterriebt  zur  Einfahrung  in  die 
gesammte  Geometrie  vorangeben.  Die  einzelnen  Diseiplinen  der 
Mathematik  sollen  möglichst  in  Zusammenhang  gebracht,  und 
auch  die  Beziehungen  derselben  zu  andern  Wissenschaften  nicht 
vernachlässigt  werden.  An  diese  allgemeinen  Grundsätse  scbliesst 
der  Verfasser  eine  grosse  Anzahl  von  Detailvorschriften  fbr  den 
mathematischen  Unterricht  und  seine  einzelnen  Diseiplinen  an, 
theilweise  fussend  auf  Börner,  Kallius,  Kambly,  Gandtner  und 
Junghahn,  Ruhsam,  Bardey  etc.  Sehr  viele  seiner  metho- 
dischen Regeln  können  auf  allgemeinen  Beifall  Anspruch  erheben, 
doch  behält  allen  solchen  Vorschriften  gegenüber  der  Satz  Recht, 
dass  der  geschulte  Lehrer  sie  von  selbst  anwendet,  der  Neuling 
mehr  durch  die  Praxis  als  von  ihnen  lernt;  auch  giebt  der  Ver- 
fasser selbst  zu,  dass  es  keine  allein  richtige  Methode  .giebt,  son- 
dern dass  überall  die  Individualität  des  Lehrers  entscheidend 
sein  muss.  Der  Lehrplan,  den  der  Verfasser  aufstellt,  umfasst 
den  mathematischen  Unterricht  von  der  Quarta  bis  zur  Secunda. 

Mi. 


G.  Beck.  Zur  Methodik  des  mathematischen  Unterrichts. 

Pr.  Coburg. 

Der  Verfasser  will  eine  Reihe  von  Bemerkungen  über  den 
mathematischen  Unterricht,  das  Pensum  der  Quarta  und  Tertia 
betreffend,  geben.  Er  giebt  thatsächlich  nach  einigen  einleiten- 
den Worten,  in  denen  er  Selbstthätigkeit  des  Schülers  und  voll- 
ständige Beweise  schon  auf  der  untersten  Stufe  des  Unterrichts 
fordert,  nur  drei  geometrische  Rechen-,  und  10  elementare  geo- 
metrische Constructionsaufgaben  mit  Angabe  der  Analyse  und 
der  rein  geometrischen  resp.  algebraisch-geometrischen  Auflösung. 
Weder  die  Aufgaben,  noch  die  Lösungen  enthalten  etwas  Neues; 
die  Auflösung  der  dritten  geometrischen  Rechenaufgabe  ist  nicht 
einmal  geschickt.  Zum  Schluss  verlangt  der  Verfasser  zur  An- 
regung der  Selbstthätigkeit  des  Schülers,  besonders  da,  wo  die 
Lage  der  Anstalt  es  erleichtert,  praktische  Feldmessübungen. 

Mi. 
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W.  PözL.    Zum  mathematischen  Unterricht.  Bayr.  Bl.  xviii. 

390-392. 

Winke,  Schüler  auf  begangene  Fehler  aufmerksam  zu  machen, 
wie  wenn  z.  B.  beim  LogarithmenrechDcn  ein  log  cos  >0  heraus- 
kommt, u.  8.  w.  Wir  vermuthen,  dass  jeder  denkende  Lehrer 
solche  hodegetische  Fingerzeige,  ganz  ebenso  wie  den  Hinweis 
auf  die  ^dekadische  Ergänzung"  als  etwas,  sich  von  selbst  Ver- 
stehendes betrachtet.  Gr. 


H.  Brocard,  E.  Catalan,  P.  Mansion.     (Sur)  une  (pr^- 
tendue)    incorrection    de   langage.     N.  c.  M.  IV.  242-247, 

360-362. 

Herr  Brocard  findet  den  Ausdruck:  la  parabole  y*  =  2px, 
ineorrect,  glaubt  aber,  dass  man  ihn  anwenden  dtlrfe,  brevitatis 
causa;  Herr  Catalan  hält  den  Ausdruck  ebenfalls  f&r  ineorrect 
und  meint,  man  dOrfe  ihn  auch  nicht  anwenden.  Herr  Mansion 
hält  ihn  ftlr  correct  und  meint,  man  müsse  ihn  anwenden,  weil 
man  in  der  analytischen  Geometrie  gezwungen  ist^  gleichzeitig 
reelle  und  imaginäre  Werthe  der  Variabein  zu  betrachten. 

Mn.  (0.) 


A.  P.  DE  LA  Mata.     Demostracion   filosofica  de  la  recti- 
ficacion  de  la  circumferencia  y  quadratura  del  circulo. 

OroD.  cient  I.  16-18,  61-64,  85-86,  134-137,  159-161,  180-183,  205-209. 


Zweiter  Abschnitt 

Algebra. 

Capitel  L 

Gleichungen.     (Allgemeine  Theorie.      Besondere 
algebraische  und  transcendente  Gleichungen). 

A.  Favaro.      Notizie   storico-criticlie    sulla  costruzione 

delle  equazioni.     Modena.  SooieU  Tipografica. 

Der  Herr  Verfasser  giebt  aus  in  diesem  Buche  eine  zusam- 
menhängende historisch -kritische  Uebersicht  Ober  die  Methoden 
der  graphischen  Auflösung  der  Gleichungen  von  Euklid  bis  zum 
Beginn  des  XVI.  Jahrhunderts.  Bekanntlich  war  viele  Jahrhun- 
derte hindurch  die  Geometrie  viel  weiter  ausgebildet  als  die  Al- 
gebra; daher  war  die  geometrische  Einkleidung  arithmetischer 
Probleme  und  die  graphische  Auflösung  der  Gleichungen  in 
früheren  Zeiten  von  weit  grösserer  Bedeutung  als  jetzt  Erst  im 
XVI.  Jahrhundert  erlaubten  die  grossartigen  Fortschritte  auf  dem 
Felde  der  reinen  Algebra,  das  geometrische  Httlfsmittel  bei  Seite 
zu  lassen ;  doch  hörten  selbstredend  die  Versuche,  auf  graphischem 
Wege  Gleichungen  zu  lösen,  damit  nicht  auf.  Han  muss  über 
die  Fülle  der  späteren,  hierher  gehörigen  Arbeiten  staunen,  über 
welche  uns  Herr  Favaro  als  „Anhangt  zu  seinem  Buche,  auf 
45  Seiten,  eine  höchst  werthvolle,  chronologisch  geordnete  und 
bis  in  die  neueste  Zeit  fortgesetzte  Uebersicht  giebt.  Die  histo- 
rische Darstellung  beginnt  der  Herr  Verfasser  mit  der  Behand- 
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luDg  der  quadratiscben  Gleichungen  durch  Euklid,  schliesst  daran 
die  durch  das  Delische  Problem  hervorgerufenen  Versuche,  daran 
die  Behandlung  rationaler  Dreiecke  durch  Pythagoras  und  Plato 
und  erwähnt  die  13.  Aufgabe  des  V.  Buches  von  Diophant's  Arith- 
metik. Dann  folgen  die  graphischen  Lösungen  bei  den  Indem 
und  bei  den  Arabern.  Im  letzten  Abschnitt  geht  der  Herr  Ver- 
fasser ttber  zu  den  Italienern,  bespricht  besonders  Leonardo  Pisano 
und  Luca  Padoli,  und  schliesst  mit  Gardano  und  Benedetti. 

M. 


L.  Matthiessbn.     GrundzUge   der  antiken  und  moder- 
nen Algebra  der  litteralen  Gleichungen.  Leipiig.  Teubner. 

Das  vorliegende,  circa  1000  Seiten  umfassende  Werk  ist 
nach  demselben  Principe  bearbeitet,  wie  die  im  Jahre  1866  er- 
schienene kleinere  Schrift  des  Herrn  Verfassers:  „Die  algebraischen 
Methoden  der  Auflösung  der  litteralen  quadratischen,  cubischen 
und  biquadratischen  Gleichungen^.  Es  kam  darauf  an,  die  Re- 
sultate der  neueren  Arbeiten  von  Hesse,  Sylvester,  Cayley, 
Salmon,  Hermite,  Aronhold,  Clebsch,  Gordan  u.  A.,  welche  der 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  eine  ganz  neue  Gestaltung 
verliehen  haben,  einem  grösseren  Leserkreise  zugänglich  zu 
machen.  Das  Werk  enthält  eine  tibersichtliche  und  leichtfassliche 
Darstellung  der  Theorie  und  der  historischen  Entwickelung  der 
Grundlinien  der  antiken  und  modernen  Algebra  der  litteralen 
Gleichungen.  Ueberall  tritt  das  Hauptproblem  der  antiken  Algebra 
in  den  Vordergrund,  selbst  da,  wo  es  sich  uro  die  Resultate  der 
modernen  Algebra  handelt,  die  ja  insbesondere  nach  den  Eigen- 
schaften einer  binären  Form,  welche  bei  linearer  Transformation 
unverändert  bleibt,  forscht.  Alle  Näherungsmethoden  sind  in 
diesem  Buche  ausgeschlossen.  Der  Gang,  den  der  Herr  Ver- 
fasser befolgt,  wird  im  Uebrigen  am  besten  aus  den  hier  folgen- 
den Ueberschriften  der  einzelnen  Abschnitte  ersichtlich.  I.  All- 
gemeine Eigenschaften  der  allgemeinen  Gleichungen  mit  einer 
Unbekannten-,  IL  Von  den  Transformationen  der  Gleichungen 
und   den   symmetrischen  Functionen  der  Wurzeln;    IIL   Directe 
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Auflösung  particulärer  Gleichungen;  IV.  Direete  Auflösung  der 
Gleichungen  von  den  ersten  4  Graden  durch  Substitution; 
V.  Direete  Auflösung  der  Gleichungen  von  den  ersten  4  Graden 
durch  Combination ;  VI.  Von  der  Auflösung  der  Gleichungen  von 
den  ersten  4  Graden  mit  HtUfe  goniometrischer  Functionen; 
Vn.  Von  der  geometrischen  Construction  der  Wurzeln  der  alge- 
braischen Gleichungen.  Im  letzten  Abschnitte  (p.  964-1001)  giebt 
der  Herr  Verfasser  ein  vollständiges,  chronologisch -geordnetes 
Verzeichniss  der  Gesammtliteratur  der  Algebra  der  Gleichungen, 
welches  fUr  jeden,  der  sich  in  der  Literatur  der  Gleichungen 
Orientiren  will,  besonders  aber  für  den  Historiker  von  unschätz- 
barem Werthe  ist.  M. 


J.  Petersen.     Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 

Eopenhagen.    Host  nnd  Son. 

Uebersetzung  des  F.  d.  M.  IX.  ö2  besprochenen  Buches. 

No. 


J.  0.  Malet.     On  a  proof  that  every  algebraic  equa- 

tion   has   a  rOOt.    Trans,  of  Dablin.   1878. 

Der  Beweis  benutzt  nur  die  gewöhnliche  Methode  der  Algebra, 
d.  h.  macht  von  den  Sätzen  über  complexe  Variable  keinen  Ge- 
brauch. Es  wird  ffir  bewiesen  angenommen,  dass  jede  Gleichung 
von  ungradem  Grade  eine  Wurzel  hat  und  dann  gezeigt,  dass 
eine  Gleichung  von  gradem  Grade,  selbst  wenn  die  CoeflScienten 
imaginär  sind,  eine  Wurzel  hat.  Csy.  (0.) 


J.  Macmie.     Proof  ol  the  theorem  that  every  equation 

has   a  rOOt.    Analyst  V.  80-82. 

Beweis,  dass  f  (a?),  eine  rationale  ganze  Function  n'^''  Grades, 
ftlr  mehrere  Werthe  von  x  verschwindet. 

Glr.  (0.) 
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R.  Rawson.      On   a    new   method    of   determining    the 
differential  resolvents  of  algebraical  equations. 

Prov.  L.  M.  S.  IX.  202-221. 

Unter  Differentialresolvente  einer  algebraischen  Gleichung 
^  (xy)  =  0  versteht  man  die  lineare  Differentialgleichung ,  der 
irgend  eine  Wurzel  y  der  algebraischen  Gleichung,  als  Function 
von  X  betrachtet,  genttgt.  Die  Theorie  dieser  Resolventen  ist  von 
Sir  James  Cockle  begründet  und  u.  A.  durch  die  Untersuchungen 
des  Herrn  Harley  (Proc.  of  Manchester  vol.  IL  p.  181  — 184, 
199 — 203,  237 — 241)  bedeutend  erweitert  worden.  Der  Verfasser 
giebt  nun  mit  Hilfe  des  Murphy'schen  Theorems  eine  neue  Methode, 
die  Differentialresolvente  aufzustellen.  Sind  ß^  .,.  ß„,  die  Wurzeln 
der  Gleichung  y  =  0,  welche  vom  w***"  Grade  in  y  ist,  so  giebt 

die  Entwickelung  von  log  ^  nach  fallenden  Potenzen  von  y : 

,         CD  _  tt" 

wo 

u»  = \ß^i-Vßl-\ Vß^\    (Murphy's  Theorem). 

Diese  Formel  wird  auf  die  von  Herrn  Harley  behandelte  Glei- 
diung 

(1)     g)  =  y*»4-ay  +  6ir  =  0 

angewandt,  und  durch  Differentirung  und  Gleichsetzung  der  Goef- 
ficienten  von  —  auf  beiden  Seiten  ergeben  sich  die  beiden 
Formeln 


(2) 


aitn  —  r)    i  tn      j 


0 

br  i      .       n 


m  —  r       \  r 


aas  denen  sich  leicht  für  u»  eine  lineare  Differentialgleichung 
ergiebt,  die  von  s  unabhängig  ist,  der  also  die  n'^  Potenz  irgend 
einer  Wurzel  von  q>  =  0  genügt;  setzt  man  n  =  1,  so  hat  man 
die  gesuchte  Besolvente.  Der  Grad  der  Differentialgleichung  ist, 

ForUchr.  d.  Math.  k.   1.  4 
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wenn  —  der  reducirte  Bruch  von  —  ist,  von  der  Ordnung  q 

P  ^ 

oder  Pt  je  nachdem  m  oder  r  der  grössere  Exponent  ist  Der 
Grad  erniedrigt  sich  auf  g— 1,  wenn  n  =  1,  2  ...g — 1  oder 
wenn  ii=— 1,  —2.>.g(q>p  angenommen).  Fttr  die  speciellen 
Fälle  m  =  3,  r  =  2;  w  =  4,  r  =  3;  m  =  5,  r  =  4  werden  die 
Rechnungen  ausgeführt  und  die  sich  ergebenden  Resolventen 
stimmen  mit  den  von  Herrn  Harley  gefundenen  überein.  Durch 
eine  einfache  Transformation  gelangt  man  von  der  Gleichung  (1) 
zu  der  folgenden 

deren  Resolvente  daher  leicht  aus  der  von  (1)  erhalten  wird. 

Dem  Aufsatze  ist  eine  Note  von  Herrn  Harley  angefügt,  in 
der  er  die  Formeln  (2)  auf  einem  anderen  sehr  einfachen  Wege, 
den  er  Herrn  Cayley  verdankt,  herleitet  und  die  Differentialglei- 
chung für  Unj  fttr  welche  Herr  Rawson  nur  ein  Verfahren,  sie 
in  jedem  besonderen  Falle  aufzustellen,  angegeben  hatte,  in 
allgemeinen  Ausdrücken  darstellt,  was  ihm  vermittelst  der  Ein- 
führung von  symbolischen  Bezeichnungen  gelingt 

Hr. 


J.  König.  Ueber  rationale  Functionen  von  n  Elementen 
und  die  allgemeine  Theorie  der  algebraischen  Glei- 
chungen.   Olebsch  Ann.  XIV.  212-231. 

Der  Herr  Verfasser  bildet  aus  den  Permutationen ,  welche 
die  Werthe  F, ,  F, ,  . . .  F^  einer  Function  F  bei  Anwendung  der 
Gruppe  G  erfahren,  eine  Gruppe  F,  welche  G  isomorf  ist;  findet, 
dass  die  Untergruppe  H  in  G^  welche  der  Substitution  1  in  r 
entspricht,  zu  G  vertauschbar  ist;  wendet  den  Satz  an,  dass  eine 
Gruppe  H,  welche  zu  allen  möglichen  Substitutionen  vertauschbar 

ist,   die  Ordnung  — ^    oder  n!   hat    und   folgert    daraus    un- 

mittelbar,  eine  Function  F  von  weniger  als  n  Werthen  könne 
nur  ein-  oder  zweiwerthig  sein  (Vgl.  auch:  Kronecker,  Berl.  B. 
1^79;  211   und  die  Anmerkung  in  Borchardt  J.  LXXVHI.  87). 
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Die  Anwendung  isomorfer  Gruppen  fbbrt  ebenso  zu  dem  Satze 
über  fi-werthige  Functionen  von  n  Elementen.  Im  zweiten  Theile 
der  Arbeit  zeigt  der  Herr  Verfasser  den  Zusammenhang  der  Glei- 
chung f(x)  =  0  mit  ihrer  Galois'schen  Resolvente  F(F)  =  0;  die 
Reduction  der  letzteren  durch  Adjunction  einer  Function  oder  aller 
Wurzeln  einer  Hülfsgieichung  und  leitet  einfach  und  kurz  das 
Galois'scbe  Kriterium  für  die  algebraische  Auflösbarkeit  von  f 
und  die  Specialsätze  über  Gleichungen  vom  Primzahl-Grade  ab. 

No. 


L.  Kronecker,  Ueber  Sturra'sche  Functionen.  Berl.  Monateber. 

1878.  95-121. 

Die  Arbeit  beschäftigt  sich  hauptsächlich  mit  der  Darlegung 
des  Zusammenhanges  zwischen  den  verschiedenen  Methoden  der 
Untersuchung,  die  auf  das  Stürmische  Theorem  f&hren.  Im  ersten 
und  fünften  Paragraphen  wird  die  Beziehung  zwischen  dem  vom 
Herrn  Verfasser  (1869  siehe  F.  d.  M.  H.  p.  203)  aufgestellten  Be- 
griffe der  Charakteristik  eines  Functionensystems  und  dem  Stürmi- 
schen Satze  gezeigt;  im  zweiten  und  dritten  führt  die  Verwendung 
der  Jacobi'schen  Behandlung  des  Cauchy'schen  Interpolations- 
problems zu  demselben  Ziele ;  im  vierten  bilden  die  Hermite'scben 
quadratischen  Formen  den  Ausgangspunkt. 

§  1.  Sind  g(ic),  g,(ir)  ganze  Functionen  der  Grade  n,  n — »,, 
und  liefert  die  Kettenbruchentwicklung 

S«-!-— ^oSa  +  Sa+l  =  0,    (So  =  g;   gy+i  =  0), 

wo  %a  ^om  Grade  n  —  Ua  ist,  so  folgt 

Bezeichnet  man  mit  [ä]  die  Werthe  0,  +1,  — 1,  je  nachdem 
a  KuU,  positiv  oder  negativ  ist,  so  folgt  für  eine  zwischen  is, 
und  »,>»|  endliche,  stetige  Function  SC»),  deren  Wurzeln  Cr, 
sein  mögen, 

i[5Wl-H5(2.)]  =  ^[S't.]    ftlr    z,<Ch<z, 


'2' 


Diese  Formel   auf   die  3a-i*3a   angewendet,   liefert  sofort  den 
Stürmischen  Satz 

4» 
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^mh)d,(tO]  =  4-f  ![?*-.(xOg.(xJ]-{g»_.(x,)g»(*.)lj 

(»  =  1, 2, ...  r;  g(|i)  =  0;  X,  <  li  < «J 
und  für  X,  =  —  x),  i^  =  X  and  reguläre  Eotwicklong,  (bei  der 
also  i>t  =  i  und  9t  =  s^.r—gi  wird),  den  Speeialsatz 

§  2.  Die  obige  Gleichung  ftr  ^  zeigt,  dass  ^r,  flb*  x  =  $,,...  ^ 
mit  $t(D:  i^~i(D  fibereinstimmt  Bestimmt  man  also  der  Cauchy'- 
sehen  Interpolationsaofgabe  gemäss,  zwei  Functionen  F(x),  tpQt) 
dareh  die  Bedingungen,  dass  t^  Tom  Grade  r  und  f^^) :  ^(D  =  §,  (£) 
sein  soll,  so  finden  sieh,  abgesehen  Torn  gemeinsamen  Faetoren, 
ftr  iii.i^r<:fi^  als  einzige  Lösungen  ^t  und  tfft^u  ja  Air 
r  =  »4  —  1  und  r  =  n^«!  werden  die  Factoren  zu  Constanten, 
was  im  sogenannten  regulären  Falle  stets  geschieht  Das  Jacobi'- 
sehe,  auf  die  Eulerschen  Formeln  gegründete  Verfahren,  dessen 
Resultate  sieh  übrigens,  wie  Herr  Kronecker  in  §  3  zeigt,  leicht 
ans  den  Cauchy'schen  ableiten  lassen,  muss  also  in  diesen  beiden 
Fällen  ^t  und  y^  bis  auf  constante  Factoren  in  Form  Ton  Deter- 
minanten 

liefern,  und  daraus  wird  weiter  geschlossen,  dass  die  Reihe 
der  D{x),  wie  Herr  Hattendorf  zuerst  gezeigt  hat,  auch  im  nicht- 
regulären  Falle  als  Reibe  der  Stürmischen  Functionen  eintreten 
kann,  wobei,  wie  sich  aus  den  vorliegenden  Untersuchungen  noch 
ergiebt,  die  Producte  von  zwei  aufeinanderfolgenden  Functionen 
D(x)  verschwinden,  wenn  der  Werth  des  grösseren  Index  nicht  mit 
dem  einer  Restfiinction  %k  zusammenfällt. 

§  4.  Unter  der  Voraussetzung  regulärer  Kettenbruohentwick- 
Inng  kann  die  Hermite^sche  quadratische  Form 

in  dne  nur  2n  — 1  Glieder  nmfassende  Jaeobi'sche  Form 
(Grelle  J.  XXIX.) 

*='  1=1  i=i  ^  5*-i       8»^ 
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umgewandelt  werden,  welche  in  ihrer  letzten  Form  wegen  der 
Constanz  der  Anzahl  der  Vorzeichen  gleichfalls  zum  Stürmischen 
Satz  in  der  obigen  Ausdrucksweise  führt,  andrerseits  unter 
Zuhttifenabme  der  vom  Herrn  Verfasser  (Berl.  Ber.  1873  VII.; 
F.  d.  M.  V,  74—76)  entwickelten  Resultate  die  Transformation 
einer  beliebigen  Hermite'scben  und  die  orthogonale  Transformation 
einer  beliebigen  quadratischen  Form  in  eine  Jacobi'scbe  Form 
liefert.    Dieselbe  Transformation,  auf  die  Gleichung 

|a?S,d/t-at|  =  0  (d,„=l;  d,^  =  0,t^*) 

angewendet,  liefert  den  unmittelbar  auf  den  Stürmischen  Satz  ge- 
stützten Beweis  fttr  die  Realität  der  Wurzeln  jener  Gleichung, 
falls  die  St  sämmtlich  positiv  sind,  da  sie  ergiebt 

k  k 

§  5.  Sind  q>(&),  tp{z)  zwei  ganze  Functionen,  $  die  sämmtlichen 
reellen  Wurzeln  von  q){z)  =  0,  so  ist 

h 

die  Charakteristik  der  Functionen  q>,  ifß  (vgl.  Berl.  Ber.  1869; 
4.  März;  F.  d.  M.  II,  203).  Es  folgt  aus  den  Formeln  von  §  1, 
dass  durch  die  DiflFerenz  der  Charakteristiken  von  /*(Ä)i(iCj  — ä)/i(ä) 
und  fOO.Q'Pt'-^OfiQO  ^^^  Stürmische  Theorem  gegeben  ist,  und 
dies  fuhrt  den  Herrn  Verfasser  darauf,  die  Coefficienten  von  g>,  %p 
als  von  y  Grössen  x^^...Xy  abhängig  anzusehen  und  die  Aende> 
ruog  der  Charakteristik  bei  Aenderung  der  Coefficienten  zu  unter- 
suchen. Es  ergiebt  sich,  dass  nur  dann  eine  Aenderung  der 
Charakteristik  eintritt,  wenn  solche  Werthe  passirt  werden,  für 
welche  die  Resultante  R  der  beiden  Functionen  verschwindet. 
Haben  dieselben  dabei  nur  einen  linearen  Factor  gemeinsam,  so 
beträgt  die  Aenderung  nur  eine  Einheit  und  erfolgt  in  demselben 
Sinne,  wie  die  Aenderung  des  Ausdrucks  (p\z)xp(z)—fp(z)\p\z) 
an  demjenigen  Werthe  von  2,  für  den  jener  gemeinsame  lineare 
Factor  gleich  Null  ist,  oder  auch,  wenn  man 

R  =  |«,+i|,  B,  =  IvhI  (fl',A  =  0,  l,...n  — 2;  f,i  =  0,  l,...n-- 1) 
setzt,  wie  [Ä,  .dfi],  für  die  Werthe,  welche  fi  =  0  machen.  Nach 
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den  Werthen  der  Charakteristik  theilt  sich  dann  die  y- fache 
Mannigfaltigkeit  der  x^^,,,Xy  in  verschiedene,  durch  die  {v  —  1)- 
fache  Mannigfaltigkeit  A  =  0  getrennte  Gebiete  der  Art,  dass  (wie 
Herr  Kronecker  in  seiner  Wintervorlesung  1878/79  bewies)  zu 
jedem  Werthe  der  Charakteristik  ein  einziges  in  sich  zusammen- 
hängendes Gebiet  gehört.  Das  Passiren  der  Grenze  A  =  0  kann 
als  Eintritt  oder  Austritt,  je  nach  der  Aenderung  von  %  ange- 
sehen werden,  und  dadurch  erhält  der  Satz  über  die  Charakte- 
ristik eine  geometrisch  anschauliche  Form.  Die  Scheidung  in 
Gebiete  zeigt  sich  dabei  als  das  Wesentliche  bei  der  Aufstellung 
Stürmischer  Functionen  und  als  das  Bleibende  in  den  mannigfach 
verschiedenen  Formen  derselben.  Für  f,  =  f  tritt  die  Discrimi- 
nante  an  die  Stelle  der  Resultante. 

No. 


L.  Lalanne.     Sur  la  mäthode  g6omötrique  pour  la  So- 
lution des  ^uations  numöriques  de  tous  les  degrös. 

C.  R.  LXXXVn.  157-159. 

Herr  Laianne  macht  darauf  aufmerksam,  dass  die  Aehnlich- 
keit  zwischen  seinen  Arbeiten  (vgl.  F.  d.  M.  VIL.  42;  VIII.  50) 
und  der  vorstehenden  des  Herrn  Kronecker  nur  eine  scheinbare 
sei)  da  er  selbst  lediglich  die  numerische  Lösung  der  Gleichungen 
im  Auge  gehabt  habe.  No. 


L.  Kronecker,    üeber  die  Charakteristik  von  Functionen- 

Systemen.    Berl.  Monatsber.  1878.  145-152. 

Die  Frage  nach  der  Aenderung  der  Charakteristik  (vgl.  Berl. 
Ber.  1869,  4.  März.  F.  d.  M.  IL  203),  welche  Herr  Kronecker  im 
Falle  von  2  Functionen  im  fünften  Paragraphen  seiner  Abhandlung 
über  Stürmische  Reihen  (vergl.  das  vorhergehende  Referat  p.  53) 
behandelt  hatte,  wird  hier  ftrn+l Functionen  F^o,  f,oi*'.''n<,  von 
n Veränderlichen  »^  »„...«,  untersucht.  Es  zeigt  sich,  dass  nur 
dann  eine  Aenderung  eintreten  kann,  wenn  bei  der  Variation 
der  Coefficienten  ein  System  von  Functionen  passirt  wird,  welche 
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sämmüicb  für  ein  und  dasselbe  Werthsystem  a^,  2^, , . . .  s,,  ver- 
schwinden, und  zwar  nimmt  die  Charakteristik  x  um  eine  Einheit 
zu  oder  ab,  je  nachdem  die  Determinante 

\Py^\     (ff»*  =  0,  l,...n;   F,*=  -g^F^) 

aus  dem  Positiven  in's  Negative  ttbergeht  oder  umgekehrt.  Sind 
die  Coefficienten  der  F  von  v  Grössen  x^J...Xy  abhängig,  so  zer- 
fällt das  Gebiet  der  Xj  je  nach  dem  Werthe  von  X)  ^^  StOckC; 
welche  durch  R(x^,...Xy)  ==  0  getrennt  sind,  und  beim  Durch- 
gang durch  R  =  0  tritt  zur  Charakteristik  der  Werth  von 

[|Fs*|.(J''ooJ  (i,*  =  l,2,...n) 
hinzu,  wenn  mit  d  die  Veränderung  am  Punkte  x^^,..Xy  bezeich- 
net und  in  F^^,  Fu,  das  den  Gleichungen  F^^  =  0  (y  =  0,  1,...«) 
genflgende  Werthsystem  z^ ,. . . s«  eingesetzt  wird.  Auch  hier 
kann  man,  wie  bei  zwei  Functionen;  falls  die  F  ganze  rationale 
Functionen  der  z  sind,  die  Resultante  R  und  eine  andere  ähnlich 
wie  in  jenem  Specialfall  gebildete  Function  R^  aufstellen,  fElr 
welche  [A,dß]  die  Aenderung  der  Charakteristik  angiebt.  Nimmt 
man  n  =  2fi»  und  wählt  m  rationale  ganze  Functionen  /|,...^n 
und  die  ihnen  conjugirten  Functionen  f(...fm  von  m  com- 
plexen  Grössen  ftlr  Fk,o  (k  =  l,...n),  so  kann  man  ein  F^^ 
derart  wählen,  dass  im  Bereiche  Fq^>0  weder  die  ursprüng- 
lichen, noch  die  variirten  Functionen  gleichzeitig  Null  werden. 
\Fik\  {i,  &  =  1,  ...ft)  ist  in  diesem  Falle  stets  positiv;  die  Charak- 
teristik wird  gleich  der  Gesammtzahl  der  gemeinsamen  Wurzeln 
von  ^,  =  0,  .../w  =  0,  und  variirt  man  der  Art,  dass  m— 1  der 
Functionen  auf  ihre  Glieder  höchster  Dimension  beschränkt  werden, 
so  folgt,  dass  die  Anzahl  der  Werthsysteme  gleich  dem  Producte 
der  Dimensionen  der  m  Functionen  f  ist,  falls  man  die  bezOglicbe 
Eigenschaft  fllr  den  Fall  von  m—l  complexen  Variabein  vor- 
aussetzt Dieser  inductive  Beweis  benutzt  also  bei  völliger  All- 
gemeinheit des  Gleichungssystems  keinerlei  Resultate  aus  der 
Theorie  der  Elimination.  No. 
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« 

H.   Wjendlandt.      Die   Sturm'schen    Fuuctiouen   zweiter 

Gattung.    Grunert  Arch.  LXII.  1-77. 

Ordnet  man  die  Functionen 

F(a?)  =  l+a^x  +  a^x^-] höm«?"*, 

P(x)  =  a^-\-2a^x-] [-1110^05"*-* 

nach  steigenden  Potenzen  von  a?,  führt  dann  die  Division  F:P 
durch,  bis  der  Quotient  eine  lineare  Function  von  x  wird,  und 
benennt  den  Rest  — x*F^  (x\  macht  dann  mit  F'  und  F^  dieselben 
Operationen  u.  s.  w.,  so  kommt  man  zu  einem  Systeme  von 
Functionen 

Fj  F\  F„  Fj,  ...  Fr, 

deren  letzte  constant  wird,  falls  F{x)  =  0  keine  vielfachen  Wur- 
zeln hat.  Die  Functionen  werden  Sturm'sche  Functionen  zweiter 
Gattung  genannt.  Ihre  Theorie  wird  unter  der  Voraussetzung, 
dass  r  =  Hl,  die  Entwicklung  also  regulär  ist,  in  der  vorliegenden 
Arbeit  durchgeführt,  welche  sich  als  eine  „Uebertragung^  der 
Untersuchungen  tlber  die  gewöhnlichen  Stürmischen  Functioneli 
ankündigt.  Referent  geht  auf  den  Inhalt  der  Arbeit  nicht  ein, 
da  derselbe  sich  von  dem  der  HattendorfiTschen  Monographie 
„Die  Stürmischen  Functionen^,  Hannover  1874,  nur  in  wenigen 
Punkten  unterscheidet,  die  Folge  der  Ableitungen,  wie  der  Formeln 
fast  überall  beibehält,  den  Text  entweder  nahezu  wortgetreu  oder 
doch  in  genauem  Auszuge  wiedergiebt  und  zwar  selbst  da>  wo 
die  Originalabhandlungen  citirt  werden.  Die  nicht  aus  dem 
HattendorfTschen  Buche  übertragenen  Stellen  lassen  sich,  wie 
der  Herr  Verfasser  auch  angiebt,  auf  Arbeiten  des  Herrn  Stern 
und  auf  Abhandlungen  von  Jacobi  und  Joachimsthal  zurück- 
führen. No. 


P.  Mennesson.     Sur  les  fonctions   de   Sturm.    N.  c.  M, 
IV.  152-153,  212. 

Es  sei  X  =  0    eine    Gleichung,    die   nur    einfache   Wur- 
zeln hat, 


Capitel  1.    GleichungeD.  57 

Aj   =        ,        ,     Aj,    Aj    ...    An 

die  Sturm'schen  Functionen.    Man  findet 

wo  9^1,  F,  Functionen  vom  Grade  q—l^  q  sind.  Ea  folgt  dar- 
aus, dass  Xp,  ^4-9+1  im  Allgemeinen  nicht  mehr  als  q  gemein- 
same Wurzeln  haben  können.  Denn,  wenn  sie  deren  mehr  hät- 
ten, würden  Ji^^.!  und  Xp  gleichzeitig  Null  werden,  was  unmög- 
lich ist.  Der  Satz  wird  falsch,  wenn  sich  Xp  .und  X^+i  im 
Grade  um  mehr  als  eine  Einheit  unterscheiden. 

Mn.  (0.) 


A  BONNE.     Remarque   sur  quelques  points  de  la  thöorie 
des  ^quations  nuui^riques.   Nouv.  Ann.  (2)  xvii.  104-106. 

Gebrauch  der  Function 

statt  f\x)  zur  Bildung  der  Sturm'schen  Reihe  für  die  ganze 
Function  nten  Grades  f\x),  Anwendung  derselben  auf  die  Tren- 
nung der  Wurzeln  von  Gleichungen  fünften  Grades. 

No. 


Lkmonnikr.     Sur  des  fonctions  analogues   ä  Celles  de 

Sturm.    Bull.  S.  M.  F.  VI.  149-156. 

Wenn  F(x)  und  g(a?)  zwei  ganze  Functionen  sind,  welche 
den  Gleichungen 

•  F(a)  =  fJ(a)(Aa  +  /i),  F{b)  =  ^{b){lb  +  fi) 
genügen,  so  wird  in 

F{x)  =  g(x)  {Xx+fi)-{x^a){x-b)^,  (x) 

die  Function  ^i(x)  ganz  sein,  und  wenn  ausserdem  %(x)  weder 
fllr  a  noch  für  6  verschwindet,  so  werden  %(x)  und  ^y{x)  den- 
selben grössten  gemeinsamen  Theiler  haben,  wie  F{x)  und  ^(x). 
Gleichzeitig  wird  der  Grad  von  ($,(x)  mindestens  um  zwei  Ein- 
heiten geringer  sein,  als  der   von  F(x).     Man  kann  0/a;)   mit 


58  II.  Abschnitt.    Algebra. 

Hülfe  der  Lagrange'schen  InterpoUtionsformel  finden  und  eine 
Reihe  ähnlicher  Gleichungen  statt  der  gewöhnlichen  bei  der  Auf- 
suchung des  grössten  gemeinsamen  Theilers  oder  auch  bei  der 
Bestimmung  der  Wurzelrealität  nach  der  Stürmischen  Methode 
benutzen.  No. 


fr  = 


(r  =  0,  1,  ...  n— 1), 


M.  Falk.     Method  to  find  the  greatest  common  measure 
of  two  rational  integral  functions  of  x.  N.  Act  Ups.  187». 

Bezout  bildet  die  Resultante  der  beiden  ganzen  Functionen 

9(^)  =  öo^H h««,  tp{x)  =  b^a^-\ \'bn, 

indem  er  die  Functionen  n — Iten  Grades 

q>{x)    a^ixf-] I-Or 

tp{x)    b^af-\ |.6r 

die  alle  denselben  grössten  gemeinsamen  Theiler  wie  g>  und  tp 
haben,  aufstellt  und  dann  die  Determinante  aus  den  CoefiGcienten 
derselben  gleich  Null  setzt.    Herr  Falk  zeigt,  dass,  wenn 
a^:a^:a^:'^':ar  =  b^ :  6,  :  6, :  ••• :  K  und  a^fer+i— ar+i^o  ^  0 

ist,  dann  f  und  f^+i  znr  Aufsuchung  des  grössten  gemeinsamen 
Theilers  von  g>  und  tp  benutzt  werden  können.  Er  wendet  auf 
f,  fr+i  dieselbe  Methode  an,  bis  er  zu  zwei  Functionen  gelangt, 
deren  Coefficienten  sämmtlich  in  Proportion  stehen,  so  dass  jede 
dieser  Functionen  als  der  gesuchte  Theiler  betrachtet  werden 
kann.  Die  Methode  erfordert  nur  Multiplication  und  Subtraction, 
keine  Division.  No. 


Y.  ViLLARCEAU.     Determination  des  racines  imaginaires 
des  dqnations  algäbriques.  CR.  LXXXVI.  1427-1431. 

J.  Parkas.     Note  sur  la  dätermination  des  racines  ima- 
ginaires des  ^nations  algöbriques.  C.  R.  Lxxxvn.  791-793, 

1027-1029. 

Durch  Einf&hrung  von  x  =  Qe^*  stellt  Herr  Villarceau    die 
algebraische  Gleichung  in  der  Form 
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dar,  maltiplicirt  dann  mit  e^P^  and  erhält 

^aiQ^coB{p—X)0  =  0,  j;axQ^sin{p'-l)6  =  0. 

Giebt  man  dem  p  die  m+l  Werthe  0,  1,  2,  ...oi,  dann  er- 
hält man  {m  +  l)  in  cosd,  cos 20,  ...  cosmd  lineare  Gleichnn- 
gen;  eliminirt  man  die  Cosinus,  so  erhält  man  die  Schlussglei- 
chung ftir  Qy  welche  freilich  in  Folge  der  Eliminationen  auch 
fremde  Wurzeln  liefern  wird. 

Herr  Parkas  zeigt,  dass  diese  fremden  Wurzeln,  sofern 
die  orsprangliche  Gleichung  keine  reellen  Wurzeln  besitzt,  stets 
negative  oder  imaginäre  Werthe  haben,  und  dass  auch  umge- 
kehrt jede  positive  Wurzel  der  Schlussgleichung  wirklich  einen 
zur  Gleichung  Süki^e^^  =  0  gehörigen  Werth  darstellt.        No. 


J.  WORPITZKY.      On   the  rootS  of  equations.  Analyst  V.  51-52. 

Bezieht  sich  auf  eine  frtthere  Arbeit  im  Analyst  fttr  1878 
und  setzt  allgemein  das  Verfahren  zur  Einhegung  einer  einzelnen 
Wurzel  Ä  =  0  der  Gleichung  f{z)  =  0  auseinander,  wenn  ein 
Theil  der  Fläche  Zj  der  diese  Wurzel  enthält,  bestimmt  worden 
ist  Glr.  (0.) 


Laguerre.     Sur  la  r^solution  des  Equations  uum^iiques. 

Nouv.  Ann.  (2)  XVII.  20-26,  97-101. 

Ist  f{&)  =  0  eine  algebraische  Gleichung  n^^"  Grades,  z^  ein 
Mäberungswerth  fttr  eine  Wurzel  £  dieser  Gleichung  und 

a,  =  »,  — i,, ' ;    ein  nach  der  Newton'schen  Formel  abgeleiteter 

neuer  Werth,  dann  liegt  die  Wurzel  ^  so,  dass  der  Modul  von 

f(z ) 
C — Ä,  kleiner  ist,  als  der  von  (n~l)  ;.,  ^\  .     Dieser  Satz  kann 

geometrisch  folgendermassen  ausgesprochen  werden :  Jeder  Kreis 

in  der  Ebene  von  a  =  aj+ti/,  der  durch  «,  und  ».'  =  ä.  — «C^ 

gebt,  umschliesst  wenigstens  eine  Wurzel  der  Gleichung,  wenn 
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er  nicht  durch  alle  Wurzelo  hindurchgeht  Fflr  die  Bealität  aller 
Wurzeln  voa  /*(&)  =  0  ist  ea  nothwendi^  nnd  biDreichepd ,  daas 
jeder  Punkt  s  auf  der  entgegengesetzten  Seite  der  Abscissenaxe 

liege,  wie  der  am  ihm  abgeleitete  Punkt  »'  =  i—n  Jj ■{■  • 

No. 


A.  GiKsKN.     Ueber   zwei  eiufacbe  Methoden   zur   Äuf- 
lÖsuDg  uumerischer  Gleichungen.  Scbiömiioh  z.  XXUI.  3&46. 
Die  Wurzel,  für  welche  die  Kennloiss  eines  Nftberungswerthes 
a  voraoBgesetzt  ist,  wird  eininal  anter  der  Form 

entwickelt,  wobei  ß,  y,  S, ...  die  Werthe  0,  1,  ••>  8,  9  annehmen 
können  und  zweitens  unter  der  Form 

'+-F  +  W+4-  +  -- 

wo  b,  c,  d,  ...,  B  ganze  positive  Zahlen  sind.  No. 


V.  Janni.     Sulla  risoluzione  delle  equazioiii  immencbe. 
Bend.  di  Napoli  XVU.  138-141. 
Bestimmung  der  vielfachen  Factoren,  unabhängig  von  der 
Bestimmung  des  grössten  gemeinsamen  Theilers.  0. 

M.  DE  Ferbata.     Nuovo  estudio  .riferente  a  lu  resolu- 
cione  de  las  ecuacioneg  numericas.    Cron.  aient  i.  25-26, 

49-51,  97-101,  121-125. 

loRDBM.     DiscuBsioD  of  an  equation.     Analyst  v.  41-44. 
Bestimmung  der  Anzahl  reeller  Wurzeln  der  Gleichung 
a!"+pa;-J-9=  0, 
Grenzen  und  Vorzeichen  ftlr  reelle  Werthe  von  p  und  q. 
___^_  Qlr.  (0.) 
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J.  Tetmajer.     Die   Theorie   der  Entwickelung  der  un- 
entwickelten Functionen.  Krak.  Denkschr.  1877-1878.  (Polniecb.) 

Die  Schrift  enthält  folgende  Capitel:  lieber  Reiben  im  All- 
gemeinen, Entwickelung  der  Functionen  in  Reiben,  Entwickelung 
unentwickelter  Function,  allgemeine  Auflösung  trinomer  Glei- 
chungen von  der  Form  x^-^px^-^q  =  0,  wo  p  und  q  reelle,  a 
und  ß  ganze  und  positive  Zahlen  sind,  allgemeine  Auflösung  der 
Gleichungen  von  der  Form  x"-{-px^-\-qixs^+r  =  0.  Die  Methode 
wird  an  speciellen  Beispielen  ausführlich  erläutert.  Dn. 

J.  Odstrcxl.     Neue  Methode  der  Wurzelberechnung  von 
quadratischen  Gleichungen.  Caaopis  Vll.  102-113.  (BöhmiBch). 

Enthält  die  Darstellung  einer  der  Quadratwurzelausziehung 
analogen  Methode,  die  in  gewissen  Fällen  praktische  Vortbeile 
bieten  kann.  Std. 


M.  AzzARELLi.     Kisoluzione  delle  equazioni  di  3"  grado. 

Acc.  P.  d.  L.  XXXI.  355-366.  _ 


J.  BoRDKN.     Discussion   of  the  general  equation  of  the 
third  degree.    Analyst  v.  110-112. 

Discussion  der  Wurzeln  der  allgemeinen  cubischen  Gleichung 
mit  Hülfe  der  Curve  Ax^  +  Bx^+Cx  +  D  =  y.  Glr.  (0.) 


H.  Heaton.     Cubic  equations.   Analyst  v.  117-118. 

Die  Gleichung  wird  auf  die  Form  x^—Sax  =  26  gebracht 
und  die  Wurzeln  in  trigonometrischer,  von  der  gewöhnlichen 
etwas  abweichenden  Form  gegeben.  Glr.  (0.) 


S.  Rbalis.     Particularit^s   relatives  ä  T^quation  du  3 

degr^    Nonv.  Ann.  (2)  XVII.  178-181. 


mc 
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Ist  a?'+  p«  +  9  =  0  die  betrachtete  Gleichung  dritten  Grades, 
so  wird  g)(a?)  =  p*— 49^0?  gebildet,  nnd  von  dieser  Function  wer- 
den einige  Eigenschaften  abgeleitet,  die  zur  Realität  u.  s.  w.  der 
Wurzeln  in  Beziehung  stehen.  No. 


L.  G.  Barboür.     Equations  of  the  third  degree. 

Analyet  V.  72-79. 

Classification  der  Wurzeln  cubischer  Gleichungen.  Dies  ge- 
schieht geometrisch,  mit  Hülfe  der  Differentialrechnung,  durch  Be- 
trachtung der  Curve  x*-^px  =  y.  Der  Verfasser  giebt  folgende 
Methode  zur  Lösung  für  den  Fall,  wo  alle  Wurzeln  reell  sind. 
Es  seien  r,  «,  — t  die  Wurzeln  der  Gleichung  x^ — pa?+g  =  0, 
so  dass  r+s  =^i,  und  es  sei  s  =  ar;  dann  ist 

so  dass 

(1^         p»  _    (l+g+aT 

^  ^^  q'  ~       {a  +  ay 

und 

3 

Das  Verfahren  ist  nun:  Man  bestimme  a  aus  Gleichung  (I), 
dann  ist  r  durch  eine  der  Gleichungen  (II)  bestimmt.  Um  a 
leicht  bestimmen  zu  können,   wird  eine  Tafel  der  Werthe  von 

log  ^ ,    .    ,v ,  -  von  a  =  0  bis  a=  1,00  in  Intervallen  von  0,01 
°     (a+a  )*  ' 

auf  7  Stellen  gegeben.    Ein  Vortheil  der  Methode  ist  die  Leich- 
tigkeit, mit  der  man  die  zweite  Wurzel  erhält.    Die  Gleichungen 

a?*— 7aj  +  7  =  0    und    a?'— 3a?  — 1=0 
werden  als  Beispiele  durchgeführt.  Glr.  (0.) 


J.  Odstrcil.     Neue  Methode  der  Wurzelberechnung  von 

CU bischen   Gleichungen.     Casopis  VII.  218-236.  (Böhmisch). 

Analog  der  früher  itlr  quadratische  Gleichungen  dargestellten 
Methode  (siehe  p.  61).  Std. 
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J.    Odstrcil.      Methode    zur    Berechnung    der   reellen 
Wurzeln  quadratischer  und  cubischer  Gleichungen. 

Wien.    Holder. 

Zusammenfassung  der  beiden  Arbeiten  p.  61  und  p.  62. 

0. 


V.  Mollame.  Una  risoluzione  dell'  equazione  completa 
di  3**  grado,  e  le  radici  di  questa  in  funzione  del  dis- 
criminante  della  cubica.    Battaglini  G.  xvi.  341-345. 

Mittheilung  der  Lösung  des  Herrn  J.  Cockle  (Quart.  J.  XV. 
p.  65).    Vgl.  F.  d.  M.  IX.  p.  57.  No. 


6.  Weichold.     Solution  of  the  irreducible  case.    Am.  J. 

I.  32-50. 

Breitere  Ausführung  des  vom  Referenten  bereits  (F.  d.  M.  IX. 
p.  62)  als  unrichtig  bezeichneten  Versuches,  die  Wurzeln  der 
Gleichungen  dritten  Grades  im  irreduciblen  Falle  durch  ge- 
schlossene reelle  Ausdrücke  darzustellen.  No. 


H.  Kendal.     On   a  short  process  for  solving  the  irre- 
ducible case  of  Cardan's  method.    Am.  j.  L  285-287. 

Die  in  der  Cardanischen  Formel  vorkommenden  Wurzel- 
grössen  werden  durch  die  ihnen  gleichen  Functionen  der  Wur- 
xeln  selbst  dargestellt.  No. 


Lösungen   einiger    elementarer   Aufgaben   über  quadra- 
tische und  cubische  Gleichungen,    von  J.  O'Regan, 

COCHEZ   U.  a.   finden   sich    Bduc.  Times  XXIX.  87   und   XXX. 
93.94.  M^ 


V.  ViDAL.      Resolution    des    dquations    num^riques    du 
quatri^me  degr^.    Nouv.  Ann.  (2)  xvii.  867-370. 
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Für  die  allgemeine  Gleichung  vierten  Orades  f(x)  =  0  wird 
die  auf  p{x)  folgende  Stürmische  Function  (p{x)  gebildet;  f{x) 
wird  dann  als  Function  der  Coefficienten  von  (p(x)  dargestellt, 
und  hieraus  werden  einige  Schlüsse  über  die  Natur  der  Wurzeln 
von  f  =  0  gezogen.  No. 


E.  DixoN.     A  new  Solution  of  biquadratic  equations. 

Am.  J.  I.  283-284. 

Die  Wurzeln  der  Gleichung  y*-{-px*-\-qx-\-r  =  0  werden 
unter  der  Form  y  =  +  V^  +  VB  angesetzt  Man  findet  für  B 
den  Werth  F'^A,  Bei  der  Anwendung  dieser  Formel  braucht 
man,  um  y  zu  bestimmen,  nur  die  Kenntniss  einer  einzigen  Wur- 
zel der  cubischen  Gleichung,  deren  Lösung  stets  erforderlich  ist 

No. 


O.  Pratt.    Solution  of  a  problem  (221.)  Analyst  V.  183-184. 
Lösung  von 


x'+px'  +  ^x'  +  ^x  +  q  =  0. 


Glr.  (0.) 


A.  Cayley.     A  theorem  of  AbeFs  relating  to  a  quintic 

equation.    Proc.  of  Cambr.  III.  155-159. 

Der  betreffende  Satz  befindet  sich  in  AbeVs  Werken  IL 
p.  253  als  Auszug  aus  einem  Briefe  an  Grelle  vom  14.  März  1826 
und  bezieht  sich  auf  die  Wurzeln  einer  Gleichung  fünften  Grades 
mit  rationalen  Coefficienten,  welche  Abel  in  der  Form 

X  =  c  +  Aa^a;ala;+A^a^alala^-\ — 

aufgestellt  hat,  wo  Oj  a^,  . , .  A,  A^y  . .,  gewisse  Werthe  haben. 
Prof.  Cayley  beweist  diesen  Satz  und  giebt  die  Gleichung,  deren 
Wurzeln  in  dem  Satze  gegeben  sind,  indem  die  CoefGcienten  in 
a^J  a„  . . .  ^,,  ilj, . . .  ausgedrückt  werden.  Gl**  ;."(D.) 
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P.  Gordan.     üeber  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom 
fttnften  Grada    Oiebsch  add.  xiii.  37ö-405. 

Bedeutet 

ein  Ikosaeder,  y^  seine  Hesse'sche ,  y^  die  Functionaldeterminante 
beider 9  so  sind  alle  ganzen  FunctioDen  von  y,,  y^^  welche  für 
die  120  Ikosaedersubstitutionen  in  sich  selbst  übergehen ,  ganze 
Functionen  von  y,,  y,,  y,,  d.  h.  y,,  y„  y,  bilden  das  volle  System 
dieser  Functionen.    Die  Substitutionen  enthalten  eine  Gonstante 

Inj 

«  =  e  ^  ;  f&hrt  man  <*  statt  6  ein  und  wendet  die  neuen  Sub- 
stitutionen nur  auf  die  Variabein  x^^  x^  an,  so  kann  man  nach 
dem  vollen  Systeme  der  homogenen  ganzen  Functionen  F  von 
y,,  y,  und  x^^  x^  fragen,  welche  ungeändert  bleiben ,  falls  auf 
die  y  die  ersten,  auf  die  x  die  letzteren  Substitutionen  ange- 
wendet werden.    Als  einfachste  Form  findet  sich 

und  aus  ihr  werden  durch  Ueberschiebung  andere  Formen 

9>  =  {(f.  f)M,  V'  =  12(/;  V\u  ^  =  * (f,  />,(),  ö  =  4(/;  9)3,0,  . . . 
abgeleitet;  es  ergiebt  sich  ein  volles  Formensystem  von  36  For- 
men.   Benutzt  man  die  zwischen  diesen  bestehenden  Relationen, 
so  erhält  man  die  Resultate :  Alle  Functionen  F,  welche  gleichen 
Grad  in  den  x  und  den  y  haben,  sind  ganze  Functionen  von 

/;y,i^,    und    ^l  =  {!,if\xO—{U%\y^9\ 

alle  Functionen  F,  welche  bei  Vertauschung  der  x  und  y  unge- 
ändert bleibeui  sind  ganze  Functionen  von  f,  q>f  yß;  alle  Formen 
des  Systems  sind  rational  darstellbar  durch  die  Formen 

zwischen  denen  eine  in  c  quadratische  Relation  besteht.  Aus 
den  120  Ikosaedersubstitutionen  lassen  sich  24  auswählen,  welche 
dem  Tetraedertypus  angehören,  und  deren  System  durch  drei 
Functionen  g^ ,  y,,  y,  gebildet  wird.  Verfährt  man  wie  oben,  so 
erhält  man  20  Formen,  welche  das  volle  System  der  Tetraeder- 
formen  ausmachen  und  welche  aus  der  einfachsten 

x  =  -y,(a?,4-«t)+yt(«i-«t) 

FortMhr.  d.  Math.  Z.  1.  5 
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al^leilet  werden.  Da  ferner  alle  Ikosaederformen  auch  Tebii- 
ederformen  sind,  so  sind  dann  jene  durch  diese  ansdrfickbar. 
Es  ist  z.  B.  yr=  —  z*— oßf^-hS^x-  AUe  Tetraederformen  sind 
rational  in  f,  g>,  c,  x*  {f^xjuo-  An  die  eben  aufgestellte  Gleichung 
knfipft  die  Lösung  der  Gleichungen  f&nften  Grades  an:  sind  f, 
9,  ^  und  die  Quadratwurzel  aus  der  Diseriminante  ^  gegebea, 

so  kann  die  Constante  X  der  Ikosaedergieichung  -^  =  J  rational 

bestimmt,  und  ans  ihren  Wurzeln  können  die  Wurzeln  %  zusam- 
mengesetzt werden.  EHe  obigen  Untersuchungen  liefern  auch 
Gleichungen  mit  nur  Einem  Parameter;  so  entsteht  z.  B.  aus 

durch  tf  =  -^  die  Gleichung 

11*— 10ii»+45a-  ^  =  0. 

yf 

Die  Jerrard'sche  Form  kann  als  Specialfall  der  erst  behandelten 
Gleichung  angesehen  werden;  es  wird  die  betreffende  Transfor- 
mation und  die  Lösung  durch  die  Hermite'schen  Formeln  expli- 
eit  angegeben.  No. 


F.  Brioschi.    üeber  die  Auflösung  der  Gleichungen  vom 
fünften  Grade,    ciebsch  Aon.  xiii.  109-160. 

Im  ersten  Abschnitte  seiner  Arbeit  beschäftigt  sich  der  Herr 
Verfasser  mit  den  Multiplicatorgleichungeo  bei  der  Transforma- 
tion der  elliptischen  Functionen  und  zwar  speciell  mit  dem  Um- 
stände, dass  zwischen  den  Quadratwurzeln  ihrer  n  +  1  Wurzeln 

j5,  J5„  (»1  =  0,  l,...ii— 1) 

— ^—  lineare  Relationen  bestehen,  mit  deren  Hülfe  gefonden  wird 


(0 


Jl^    ^a^Vc-^lvV 


«-1\«  ^TTi 


X=^^) 


2 
Da  die  Relationen    linear   sind,   so    finden   sich    ähnliche  auch 
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zwischen  den  nach   dem  Modul  k  genommenen  Differentialquo- 
tienten   gleichen  Ordnungen.      Wegen   der    Differentialgleichung 

fi+1 

— ^ — '**'  Ordnung,  welcher  die  Quadratwurzel  des  Multiplicators 

«1— .1 
genügt,  erhält  man  nur  — - —  neue  Reihen  von  Functionen  der- 

selben  Eigenschaft  wie  /s,  ^z^  und  durch  eine  lineare  Verbin- 
dung derselben  mit  den  ursprünglichen  die  allgemeinste  Function 

dieser  Art,  welche  — J—  Parameter,  oder  vielmehr  nur  die 


2     '      2 

Verbältnisse  derselben  willkürlich  enthält.  Gleichungen,  zwischen 
deren  Wurzeln  Beziehungen  (1)  bestehen,  nennt  Herr  Brioschi 
y^aeobi'sche  Gleichungen^  und  er  rechnet  zu  denselben  auch  die 
TOD  Herrn  Kronecker  angegebenen,  mit  den  Relationen 


m 

2 


Mit  den  allgemeinen  Jacobi'schen  Gleichungen  ö**"  Grades 
beschäftigt  sich  der  zweite  Abschnitt.  Ihre  Form  ist 
(2)  (a-a)*— 4a(»— a)*-f  106(a— «)•— 4c(»-a)  +  56'— 4ac  =  0, 
wo  die  a,  b,  c  ganze  Functionen  von  a^,  a,,  a,  sind.  Um  hier 
allgemeine  Functionen  zu  bilden,  werden,  da  die  Grösse  k  zurück- 
tritt, die  nach  a^,  a,,  a,  genommenen  Differentialquotienten  be- 
trachtet und  mit  ihrer  Hilfe  kann 

bestimmt  werden,  wo  ^z'j  V^"  ganze  ungrade  Functionen  von 
^z  sind,  und  p:q:r  zwei  willkürliche  Parameter  einfahrt.  ^Z 
ist  der  allgemeinste  Ausdruck  für  die  Wurzel  einer  Jacobi'schen 
Gleichung;  Z  wird  eine  Function  5*''"  Grades  in  is,  deren  Coeffi- 
cienten  in  p,  q,  r  quadratisch  sind;  der  von  a*  z.  B.  ist  pr^q^- 
Die  Coefficienten  A,  B,  C  der  Gleichung  für  Z,  welche  der  (2) 
entspricht,  werden  durch  p,  9,  r  ausgedrückt;  A  wird  quadra- 
tische Form  derselben,  so  dass,  wenn  diese  gleich  Null  gesetzt 
wird,  die  transformirte  Gleichung  für  Z  die  Gestalt  annimmt 

(3)    Z'-f  lOÄZ»-  4CZ  +  5B'  =  0 ; 
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trifft  man  Aber  piqir  die  zweite  Verfflgaiig,  dass  j^r — f*  =  0 
sei  9  80  ist  Z  eine  Function  4^"  Grades  in  s,  also  nmgekehrt  z 
die  Wurzel  einer  Gleichung  4**"  Grades  mit  rationalen  Coeffi- 
cienten  in  Z.    Es  geht  aber  (2)  f&r 

7«y^Ä  ^  -    (i-i6*^yy 

in  die  Transformationsgleichung  5**'  Ordnung  der  elliptischen 
Functionen  über,  deren  Wurzeln 

[/¥ + /¥]■ 

sind;  folglich  ist  (3)  und  wegen  der  oben  angegebenen  Trans- 
formation auch  (2)  durch  elliptische  Functionen  lösbar.    Setzt  man 

^  ,       1  c 


2 — a  '  56* — Aac  * 

._  b  a 


bb*—4ac   '  ^         bb*—4ac  ' 

so  genügt  ^  einer  Gleichung  (2)  mit  den  Relationen  (1').  Auch 
f/^  ist  eine  ganze,  ungrade  Function  von  /»;  den  /»',  /z"  ent- 
sprechen hier  y^^,  y^ZT'« 

Der  dritte  Abschnitt  behandelt  die  von  Cralois  angegebene, 
von  Hermite  durchgeffihrte  Erniedrigung  der  Jacobi'schen  Glei- 
chung (2)  auf  eine  Gleichung  fünften  Grades  und  damit  die  Lö- 
sung der  allgemeinen  Gleichung  ftlnften  Grades.    Die  Grössen 

(4)      Vr  =  -4—  [(«— »k)  (»v+2  — »v+3)  (»y+4— »y+i)]»  (v  =  0,  1,  ...  4) 

Vb 
genügen  nämlich  der  Gleichung 

(5)  y*+106y*+5(96'-4ac)y— 8|/=Ä  =  0, 
wo  das  letzte  Glied  die  vierte  Wurzel  der  Discriminante  von  (2) 
ist.  Durch  (2)  ist  mittels  (4)  auch  (5)  gelöst;  andrerseits  geht 
durch  die  Jerrard'sche  Transformation  die  allgemeine  Gleichung 
fünften  Grades  in  (5)  mit  6  =  0  über;  folglich  ist  auch  die  all- 
gemeine Gleichung  fünften  Grades  dadurch  gelöst  Die  bei  der 
Jerrard'schen  Form  nöthigen  Hülfsgieichungen  können  vermieden 
werden;  man  gestaltet  die  allgemeine  Gleichung  auf  die  von 
Hermite  angegebene  Art  um  (Borchardt  J.  59,  304);   die  Summen 
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der  ersten  und  der  dritten  Potenzen  der  als  Wurzeln  zu  Grunde 
gelegten  Functionen  verschwinden,  so  dass  die  neue  Gleichung 
direct  mit  (5)  identificirt  werden  kann.  Herr  Brioschi  vervoll- 
ständigt die  Hermite'schen  Untersuchungen  durch  wirkliche  Be- 
stimmung der  Coefficienten  für  die  reducirte  Gleichung. 

Es  folgt  im  vierten  Abschnitte  eine  gedrängte  Auseinander- 
setzung der  analytischen  Behandlung  von  Substitutionsgruppen^ 
und  an  diese  schliesst  sich  die  Ableitung  der  Malfatti'schen  Re- 
solvente 6**"  Grades  flir  y*+ay'+/^y  +  y  =  0,  sowie  die  Angabe 
derjenigen  Function  der  Wurzeln  von  (2),  durch  welche  jene 
Besolvente  und  daducch  wiederum  die  Gleichung  fünften  Grades 
gelöst  wird. 

Die  bisher  behandelten  Lösungen  beruhten  auf  Transforma- 
tion von  (2);  der  fünfte  Abschnitt  giebt  die  Resultate  der 
Kronecker'schen  Untersuchungen,  durch  welche  (2)  selbst  als 
Resolvente  im  weiteren  Sinne  einer  allgemeinen  Gleichung 
flinften  Grades  erkannt  wird.  Bedeutet  nämlich  (01234)  eine 
cyklische  Function  der  Wurzeln  und  ist  für  a  =  0,  1 ,  2,  3,  4 

II  =(01234)— (04321); 

IIa  =  (a,  3-f  a,4+a,  1+a,  2+a)—ia,  2+a,  l+a,44-a,  3+a); 

ü  =/u-fl^t#„  +  -.-f  <^tij 

Va=  tUa+  «0«*  —  ',«*l+a+  it^i+a+  «s«^+a—  K^^Wy 

wobei  alle  Zahlen  m-f-a  auf  ihre  Reste  mpd.  5  zu  reduciren 
sind,  dann  sind  die  symmetrischen  Functionen  von  U\  Ul  zwei- 
werthige  Functionen  der  Wurzeln  und  also  durch  die  Coefficienten 
und  die  Wurzel  aus  der  Discriminante  ausdrtickbar;  für  /  =+ä^5, 
/«  =  4  erfüllen  die  U  gleichzeitig  die  Gleichungen  (1),  (1'),  sind 
also  Wurzeln  von  (2),  wobei  a,  6,  c  rational  in  den  Coefficienten 
und  der  Quadratwurzel  aus  der  Discriminante  sind.  So  hat  man 
also  (2)  als  Resolvente,  in  so  fem  die  Eenntniss  aller  Werthe 
einer  cyklischen  Function  die  Kenntniss  der  fünf  Wurzeln  auf 
rationalem  Wege  nach  sich  zieht  No. 


F.  Klein,     üebev   die  Transformation    der  elliptischen 
Functionen  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  fünften 

Grades.    Olebsch  Ann.  XIV.  XXX-X72. 
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Bedeutet  f{x)  die  im  Differential  des  eUiptischen  Integrals 
auftretende,  biquadratische,  binäre  Form;  sind  g^,  g^  ihre  Inva- 
rianten; ist  ^iibre  Discriminante;  o  eins  der  Doppelverhältnisse  der 
Wurzeln  von  f  =  0 ,  so  wird  J  =zgl:J  als  absolute  Invariante 
und  Cd  =  cii, :  cii, ,  das  Verbältniss  der  Perioden  als  transcendente 
Invariante  eingef&hrt  und  die  Aufgabe  gestellt,  das  Functional- 
Verhältniss  von  w  und  J  zu  untersuchen.  Die  Riemann'sche 
Fläche,  welche  w  auf  o(=  x*)  abbilden  würde,  wäre  unendlich 
vielblättrig;  sie  zerfällt  in  unendlich  viele,  aus  Kreisbogen  ge- 
bildete Dreiecke,  deren  jeder  einer  Halbebene  f&r  o  entspricht 
Da  femer 

ist,  so  erhält  man  sofort  auch  die  entsprechende  conformc  Ab- 
bildung von  J  auf  Cd.  Die  Dreiecke  stossen  in  Funkten  w  zu- 
sammen, welche  den  Werthen  J  =  0,  l,oo  angehören  und  zwar 
bezüglich  in  je  6,  4,  oo  solcher  Dreiecke,  d.  h.  in  je  3,  2,  oo  der 
Gesammtebenen  von  J.  Hieraus  erkennt  man  gleichzeitig,  wann 
bei  der  Substitution 

Elemente  fest  bleiben  können:  bei  elliptischen  Substitutionen,  d.  h. 
solchen  mit  conjugirt  imaginären  fest  bleibenden  Elementen  ist 

J  =  0(^,  =0)    oder    J=l(öf,  =  0); 

bei  parabolischen,  d.  h.  reell  zusammenfallenden  fest  bleibenden 
Elementen  ist  J=oo,  z/  =  0,  (o  beliebig  rational;  bei  hyper- 
bolischen d.  h.  reell  verschiedenen  fest  bleibenden  Elementen  ist 
die  Periode  unendlich  gross  und  niemals  rational. 

Ist  <p(J'yJg.)  =  0  die  Gleichung,  welche  die  absoluten  Inva- 
rianten zweier  elliptischer  Integrale  mit  einander  verbindet,  die 
durch  eine  Primzahltransformation  n^^'  Ordnung  aus  einander  her- 
vorgehen, und  setzt  man  das  Geschlecht  von  g>  gleich  Null  vor- 
aus, so  können  Verzweigungen  von  J'  in  Bezug  auf  J  nur  bei 
J  =  0,  1,  oo  stattfinden,  der  Art,  dass  bei  J  =  0,  1  beliebig  oft  je 
3,  resp.  2  Blätter  zusammenhängen,  während  bei  J  =  oc  die  Ver- 
zweigung beliebig  ist.     Aus  der  Beziehung  zwischen  den   zu  J 


cci'  = ^,  {ad^ßy=\) 
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und  J'  gehörigen  Perioden  folgt  dann,  dass  für  n  =  6|i  +  5  bei 
J  =  0  die  it  -f  1  Blätter  der  auf  J'  bezügliehen  Riemann'schen 
Fläche  zu  3  und  3  cykliseh  zusammenhängen,  dass  fttr  n  =  6/ti  + 1 
bei  J  =  0  nur  n— 1  in  dieser  Art  zusammenhängen,  während  2 
isolirt  verlanfen;  dass  beiJrsl  ttur  n  =  4fi  +  3  alle  Blätter  paar- 
weise zusammenhängen ,  während  für  »  =  4iu  +  1  zwei  Blätter 
isolirt  bleiben ;  dass  f&r  J  =  oo  die  Werthe  von  J'  auch  oo  sind 
und  dass  n  derselben  cykliseh  zusammenhängen,  während  eins 
isolirt  verläuft.  Hieraus  ist  der  Werth  von  p  ableitbar;  man  findet 
ihn  für  It  =  2,  3,  4,  5,  7,  13  gleich  Null.  Nach  der  Feststellung 
der  Verzweigungsstellen  von  J'  handelt  es  sich  um  die  Entschei- 
dang,  wie  dieselben  durch  Verzweigungsschnitte  zu  verbinden 
sind,  d.  h.  wie  die  2(fi  +  l)  Kreisbogendreiecke,  welche  das  Ge- 
biet für  J  und  /'  auf  der  Ebene  w  bilden,  in  ihren  Kanten  zu- 
sammenhängen. Man  gelangt  dabei  zu  einer  Riemann'schen 
Fläche,  welche,  statt  ii-|- 1 -blättrig  über  der  J  Ebene  ausgebreitet 
zu  sein,  frei  im  Baume  liegend,  in  2(n-f- 1)  Theile  zerfällt,  deren 
jeder  einer  Halbebene  entspricht.  Statt  der  Verzweigungspunkte 
treten  die  Ecken  jener  Theile  auf,  in  denen  die  entsprechende 
Zahl  von  Dreiecken  zusammenstosst.  Die  Transformationsglei- 
chungen werden  in  einfachster  Weise  dadurch  aufgestellt,  dass 
J  und  J'  durch  diejenige  Variable  t  rational  dargestellt  werden, 
welche  in  der  Riemann'schen  Fläche  jeden  Werth  nur  einmal 
annimmt  oder  vielmehr,  dass  J  durch  t  dargestellt  wird,  dass 
dann  J'  durch  dieselbe  Form  einer  Variabein  t'  ausgedrückt  und 
endlich  die  bilineare  Beziehung  zwischen  t  und  t'  ermittelt  wird. 
Die  Lösung  der  aufgestellten  Gleichungen  durch  elliptische  Modul- 
functionen  ist  natürlich  zu  ermöglichen;  sie  erfolgt  durch  die 
Erkenntniss,  dass  der  bei  der  Transformation  auftretende  Multi- 
plicator  M  durch  eine  Relation  z  ^  aM^  mit  %  zusammenhängt, 
wobei  a  ein  Zahlenfactor ,  l  das  kleinste  ganzzahlige  Multiplum 

11—  1    .  . 
von  ist. 

Beachtet  man,  dass  für  eine  Gleichung  9>(«,  ;s)  =  0,  vom  Ge- 
schlechte 0,  eine  einfachste  Function  rj  gefunden  werden  kann, 
fttr  welche  R(fj)  =  z  ist  und  ferner,  dass  bei  einer  Galois'schen 
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BeBolvente  <p  jede  Wurzel  rational  durch  jede  andere  and  den 
Parameter  z  darstellbar  ist,  daas  daher  bei  einer  Galois'schen  Re- 
Bolvente  mit  p  =0,  jede  Wurzel  17,  rational  durch  17»  und  um- 
gekehrt ausdrUckbar,  ihre  Beziehung  aUo  eine  bilineare  aein 
rnuas,  Bo  folgt,  dass  diese  ReBolventen  lineare  TranaformationeD 
in  sich  haben.  Ea  ergeben  Bieh  t]''  =  s',Tf^  +  i]~' =  s,  femer  die 
Tetraeder-,  Oktaeder-,  Ikosaedergleichung  als  Gleichungen  mit 
inearen  Trans  formationen  in  sich,  und 

i]'  =  J,  jj'  =  y— 1,  7i'-\-i]-^  =  (2J—4):J, 
nebst  den  3  letzteren  Gleichungen  alit  solche,  welche  durch  ellip- 
tische Functionen  iSsbar  sind.  Es  muss  für  p  =  0  der  Wertb 
von  n  =  2,  3,  4,  5  sein,  und  fllr  diese  I^lle  wird  x  explicit  durch 
das  Doppelverhältniss  o  resp.  die  Tetraeder-,  Oktaeder,  Ikosaeder- 
Irrationalität  ausgedruckt. 

AakntlpfeDd  an  die  Thataache,  dass  für  eine  Primzahl  n  die 
Gleichungen  zwischen  o  =  x'  und  o*  =  x**  vom  n-|-l'*°  Grade 
und,  kann  man  nach  den  algebraischen  Functionen  von  /,  /' 
fragen,  welche  ebenfalls  zu  Transformationagleiehungen  n-j-l*™ 
Grades  Anlass  geben.  Diese  Frage  wird  nicht  allgemein  geldst, 
doch  wird  gezeigt,  dass  fOr  alle  von  5  verschiedenen  Primzahlen 

'  rv 

finirt  wird,  den  nothwendigen  Bedingungen  gentlgt;  ist  ^  die  ent- 
sprechende Grösse,  so  sind  die  Transformationen,  welche  den  60 
Ikosaedersubstitutionen   fOr  17  entsprechen,   für  ^  entweder   mit 
jenen  identisch,  falls  n  quadratischer  Rest  mod.  5  ist,  oder  aas 
ihnen  abzuleiten,  indem  man  e'  durch  «  ersetzt,  falls  n  Niehtrest 
ist.      Ftlr   ft  =  2,  3    folgen    die  Gleichungen    aus    den    Resul- 
taten der   Arbeit   des  Herrn  Gordan    (Vergl.  d.  Referat  S.  65). 
Hinsichtlich  der  Jerrard'schen  und  Hermite'scheD  Form  der  Glei- 
":en  Grades  knUpft  Herr  F.  Klein  an  die  Resultate 
n  Arbeit  (Glebsch  Ann.  XII.;  Vgl.  F.  d.  H.  IX.  64-68) 
ihre  Beziehungen  zu  der  daselbst  behandelten  Flftche 
BS  y  =  0,  deren  Gleichung  2y*  =  0  war.    Es  folgt 
Untersuchung  Ober   die  Beziehnngen,  in  denen  die 
Losungen  der  Gleichungen  fünften  Grades  stehen; 
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erwähnt  sei  hier  nar  die  Bemerknng,  dass  die  Einf&hrung 
▼on  J  statt  a  =  X*  bei  der  Hermite'seben  Lösung  die  cubische 
Hfilfsgleichang  ttberflOssig  macht,  da  letztere  lediglich  ein  Aequi- 
valent  f&r  den  Uebergang  von  J  zu  o  bildet 

No. 


L.  Kiepert.    Auflösung  der  Gleichuugen  fünften  Grades. 

Gott.  Nachr.  424430. 

L.   Kiepert.      Ueber    die    Auflösung    der    Gleichungen 

flinften   Grades.    Brloschi  Ann.  (2)  IX.  119-123. 

F.  Brioschi.     Nota  alla  precedente  memoria.  Brioschi  Ann. 

(2)  IX.  124-125. 

L.  Kiepert.    Auflösung  der  Gleichungen  fünften  Grades. 

Borchardt  J.  LXXXVU.  114-133. 

Herr  Ejepert  legt  seinen  Untersuchungen  die  Formeln  des 
Herrn  Weierstrass  (Vgl.  Borchardt  J.  76,  21-33,  siehe  F.  d.  M. 
V.2Ö9)  zu  Grunde  und  behandelt  mit  HtUfe  derselben  die  Jacobi'sche 
Gleichung  „mit  a  gleich  Null^,  welche  dann  lautet: 

(1)    r  +  10&r+4cr+56*  =  0. 
Setzt  man  in 

ta'ni 

fttr 

c_    „-,_-£!— 276» 

^»  ~       36*  '      *»  ~        276* 
80  erhält  man 

1  1    _1        »    1 AI«»' 

/•=   ,7^.    ,^.  =h^^  Won 


p    '    — p  '  ' 

2r  in« 

als  Wurzeln  von  (1).  Aus  dieser  Form  kann  man  die  bekannten 
linearen  Relationen  unter  den  Wurzeln  ableiten.  Diejenigen 
Functionen  f,fj"]  %q>'jq>*\  welche  den  Brioschi'schen  /», i/js', •»"; 
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•C,  V^j  ^^'  entsprechen  (Vgl.  d.  vorige  Referat  pag.  69)  werden 
hier  für  a  =  0: 

g> = iijr+^f-')^  flf^'  =  r,  <  =  K^r+7/). 

Mit  Hilfe  von  (1)  kann  man  dann  nachweisen,  dass  alle 
rationalen  ungraden  Functionen  von  f  linear  durch  diese  sechs 
darstellbar  sind. 

Durch  die,  den  Formeln  (4)  des  vorigen  Referats  entsprechen- 
den, bei  denen,  wie  Herr  Kiepert  bemerkt,  auch  rational 

gesetzt  werden  kann,  erhält  man  die  Gleichung,  welche  Herr 
Brioschi  benutzt: 

(2)    JY+  10JY  +  4öJy—2mg,  =  0. 

Es  kann  dann  die  allgemeine  Gleichung  fünften  Grades 
mittels  einer  quadratischen  Gleichung  auf 

(3)    »*  +  ölz^—ömz  4  n  =  0 

und  (2)  durch  die  von  Herrn  Gordan  angegebene  Substitution 

Ä  =  —  ^7^\f  t    auf  dieselbe  Form  gebracht  werden,    a  hängt 

dabei  von  einer  Gleichung  zweiten  Grades  ab,  deren  Discrimi- 
nante  aber  mit  derjenigen  der  ursprünglichen  Gleichung  zu- 
sammenhängt, so  dass  keine  neue  Irrationalität  durch  a,  ß  ein- 
geführt wird.  Bestimmt  man  aus  den  hierbei  festgelegten 
Werthen  von  g^ ,  g^  die  Grösse  ä,  so  geben  die  obigen  Formeln 
/*,  fr,  hierauf  yr  und  endlich  rückwärts  die  z.  Am  Schlüsse  der 
Arbeit  ist  das  gesammte  Rechnungsverfahren  kurz  zusammen- 
gestellt. 

Herr  Brioschi  giebt  in  seiner  Note  einige  Formeln,  welche 
seine  Gleichungen  in  die  des  Herrn  Kiepert  überführen. 

No. 


TANS.     Solution  of  the  equations  of  the  fifth  degree. 
Jyflt  V.  16X-166. 
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Uebersetzong  der  Art.  421-425  aus  Briot  et  Bouquet,  „Theorie 
des  foDCtions  elliptiques"  (2"*  Aufl.)  und  der  Art.  .349  und  341  von 
Todhunter's  „Theory  of  equations«.  Glr.  (0.) 


F.  Klein,     lieber  Gleichungen  siebenten  Grades.  I.  II. 

Erlaoger  Ber.  1878. 

Ueber  diese  beiden  Mittbeilungen  wird  im  näcbsten  Bande 
bei  der  Besprechung  der  ausführlicheren  Arbeit  des  Herrn  Ver- 
fassers ttber  denselben  Gegenstand  referirt  werden.  No. 


GouRiEB.     8ur  r^uation  de  Kepler.    Ann.  de  rfic.  Norm.  (2) 

VII.  73-77. 

Siehe  Abschn.  VII.  Gap.  1 .  M. 


Capitel  2. 
Theorie  der  Formen. 

G.  Frobenius  und  L.  Stickelberger.     üeber  Gruppen 
von    vertauschbaren    Elementen.      Borchardt  J.  Lxxxvi. 

217-262. 

In  Betreff  der  Theorie  der  endlichen  Gruppen  von  vertausch- 
baren  Elementen  hatte  Gauss  bereits  gezeigt,  dass  jede  Gruppe 
in  primäre  Gruppen,  deren  Ordnungen  relative  Primzahlen  zu 
einander  sind,  nur  auf  eine  Weise  zerlegt  werden  könne.  Von 
Herrn  Schering  wurde  dann  bewiesen,  dass  jede  Gruppe  auf 
mehrfache  Weise  in  elementare  zerlegt  werden  kann,  von  deren 
Ordnungen  jede  durch  die  folgeode  theilbar  ist.  Die  Verfasser 
bedienen  sich  zur  Veranschaulichung  ihrer  Untersuchungen  ttber 
Gruppen  des  Beispiels  der  Zahlenklassen,  die  in  Bezug  auf  einen 
Modul  M  incongruent  und  relativ  prim  zu  demselben  sind.  So 
gelingt  es  ihnen  zunächst  die  Gauss'schen  und  Schering'scben 
Theoreme  auf  einem  neuen  und    einfachen  Wege  zu  beweisen. 
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Insbesondere  stellen  sie  sich  die  Aufgabe,  die  Schering'sche  und 
Gauss'sche  Zerlegung  in  ihrem  Zusammenhange  weiter  zu  er- 
forschen. Es  lässt  sich  zeigen,  dass,  wie  man  auch  eine  nicht 
irreducibele  Gruppe  in  irreducibele,  d.  h.  gleichzeitig  primäre  und 
elementare  Factoren  zerlegen  mag,  doch  in  je  zwei  verschiede- 
nen Zerlegungen  die  Factoren  einander  so  zugeordnet  werden 
können,  dass  je  zwei  entsprechende  von  gleicher  Ordnung  sind. 
Hiernach  erscheinen  diese  Ordnungen  als  Invarianten  der  Gruppe. 
Kachdem  noch  die  irredueibelen  Factoren  in  §  9  einer  genaueren 
Characterisirung  unterworfen  sind,  wird  in  §  10  durch  die  Ver- 
bindung der  Theorie  der  Gruppen  mit  der  der  bilinearen  Formen 
ein  neuer  Gesichtspunkt  eröfiiiet  In  den  beiden  letzten  Para- 
graphen wenden  die  Verfasser  die  von  ihnen  dargelegte  Theorie 
auf  das  Beispiel  der  Fotenzreihe  in  Bezug  auf  einen  zusammen- 
gesetzten Modul,  sowie  auf  die  Untersuchung  der  Potenzreihe 
complexer  ganzer  Zahlen  an.  V. 


G.  Frobenius.     Ueber  die  schiefe  Invariante  einer  bili- 
nearen  oder  quadratischen  Form.    BorchardtJ.  LXXXVI. 

44-71. 

Sind  zwei  bilineare  Formen  A  und  B  (oder  Schaaren  von 
quadratischen  Formen)  durch  eine  cogrediente  lineare  Substi- 
tution S  in  einander  transformirbar,  und  bezeichnet  man  die 
adjungirten  Formen  durch  A'  und  B*j  so  wird  die  Transforma- 
tionsdeterminante p  von  S  zufolge  der  Gleichung 

^      ^  \rA—A'\ 

einen  von  S  und  r  unabhängigen  Werth  haben,  dessen  Vorzeichen 
entweder  immer  das  nämliche  ist  oder  tbeils  positiv  theils  negativ 
ausfällt.  Herr  Frobenius  stellt  sich  nun  die  Aufgabe,  zu  ent- 
scheiden, wann  das  eine  oder  das  andere  eintritt,  und  welches 
im  ersteren  Falle  das  Vorzeichen  ist,  ohne  dass  eine  der  Substi- 
tutionen S  als  bekannt  vorausgesetzt  wird. 

Da  alle  Substitutionen  S  sich  aus  einer  von  diesen  s  mit 
denjenigen  o  sich  zusammensetzen,  die  A  oder  eine  mit  A  con- 
gruente  Form  ungeändert  lassen,   so  hat  p  ein  und  denselben 


Capitel  2.    Theorie  der  Formen.  77 

Werth  oder  verschiedene  Werthe,  je  nachdem  die  a  alle  eigent- 
lich oder  auch  zum  Tbeil  uneigentlich  sind.  Nun  wird  gezeigt^ 
dasB  wenn  die  Determinante  von  rA  —  A'  weder  identisch  ver- 
schwindet, noch  einen  ftir  r  =  1  verschwindenden  Elementar- 
Aeiler  von  ungradem  Exponenten  hat  (diese  Fälle  werden  zuvor 
aledigt),  die  a  alle  eigentlich  sind.  Um  noch  das  Vorzeichen 
von  p  zu  bestimmen,  genügt  es,  eine  Gleichung  b  =  ap  zu  finden, 
in  welcher  a  und  b  von  Null  verschiedene,  rationale,  aus  den 
Coefficienten  von  A  und  B  analog  gebildete  Functionen  bedeuten. 
Eine  solche  Function  a  nennt  Herr  Frobenius  die  schiefe  Inva- 
riante von  A    Wenn  die  rechte  Seite  von  (1)  für  r  =  1  nicht  — 

wird,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

B—B' 

P  = 


A—A' 

auch  das  Vorzeichen  von  p.  Wenn  dagegen  die  f&r  r  =  1  ver- 
schwindenden Elementartheiler  von  gradem  Exponenten  sind,  so 
wird  das  Anfangsglied  der  Entwickelung  von  rA^A'  nach  Po- 
tenzen von  r— 1  das  Quadrat  einer  rationalen  gebrochenen 
Function  a  der  Coefficienten ,  welche  die  schiefe  Invariante 
liefert 

In  den  §  5—9  beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  der  Er- 
mittelung der  schiefen  Invariante  für  eine  Schaar  quadratischer 
Formen.  Dazu  wird  in  §  5 — 7  eine  Gontravariante  n'*"  Grades 
ftlr  eine  Schaar  von  bilinearen  Formen  mit  nicht  verschwindender 
Determinante  construirt,  welche,  falls  die  bilinearen  Formen  in 
quadratische  mit  lauter  Elementartheilern  von  gradem  Exponenten 
übergehen,  die  schiefe  Invariante  liefert.  Schliesslich  wird  noch 
bemerkt,  dass  auch  hier  dieselbe  sich  rational  durch  die  Coeffi- 
cienten der  Grundformen  ausdrücken  lässt  und  für  den  Fall, 
dass  die  ersten  Unterdeterminanten  der  Determinanten  der  Schaar 
theilerfremd  sind,  diese  rationale  Darstellung  entwickelt. 

V. 


L.  Stickelberger.     Ueber  Schaaren  von  bilinearen  und 
quadratischen  Formen.     Borchardt  J.  Lxxxvi.  20-43. 
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H.  Abtohnitt    Algebr». 


Die  Weierstrass'sche  Reduction  von  Schaaren  quadratiaoher 
(resp.  bilinearer)  Pormen  auf  die  Jacobi'sche  Normalform  beruht 
auf  der,  durch  eine  vorausgehende  Substitution  erfftllbaren  Vor- 
aussetzung, dass  die  Unterdeterminanten,  welche  die  Nenner  der 
einzelnen  Quadrate  (resp.  Produkte)  bilden ,  nicht  verschwinden, 
und  keine  mit  der  ganzen  Determinante  einen  Theiler  gemein 
hat,  der  nicht  auch  in  allen  anderen  Unterdeterminanten  dessel- 
ben Grades  enthalten  ist.  In  der  eleganten  Darstellung,  welche 
Herr  Darboux  von  dieser  Reduction  gegeben  hat  (vergl.  auch 
Gundelfinger,  Anal.  Geometrie  von  Hesse,  S*^  Auflage)  findet  sich 
insofern  eine  Lttcke,  als  kein  strenger  Beweis  vorliegt,  dass  in 
derselben  die  genannte  Voraussetzung  erfüllt  ist.  Diese  Schwierig- 
keit beseitigt  Herr  Stickelberger  durch  den  folgenden,  mannigfacher 
Specialisirungen  fähigen  Satz,  der  auf  Grund  einer  der  Weier- 
strass'schen  nachgebildeten  Keductionsmethode  bewiesen  wird: 

Ist  die  Determinante  in  der  Schaar  bilinearer  Formen 
C  =  rA  —  B  nicht  identisch  Null,  und  bestimmt  man  in  den  De- 
terminanten : 


»F.-i  = 


Cn       ...  Cin 

•                                         • 

»1  . 

• 

• 

•                       • 

•                                               • 

^I«        •    •    •    ^^m 

• 

«4. 

• 

•                        • 

tii        .  .  .  u» 

•                                               • 

0  . 

• 

• 

.  0       0 

•                                          • 

• 

0  . 

• 

.  0       0 

«1    .  .  •  «« 

0  . 

. 

.  0       0 

=  ir„_,  fttr  «a  = 

»« 

=»: 

die  Constanteu  ul,  o«,  so  dass  iD^  durch  keine  höhere  Potenz 
des  Lineartheilers  r—c  der  Determinante  u)  theilbar  ist,  als  alle 
Coefficienten  der  bilioearen  Form  fV(=  IF^),  alsdann  vi,  ul  so^ 
dass  Wa  durch  keine  höhere  Potenz  von  r — c  theilbar  ist,  als  alle 
Coefficienten  von  W^  u.  s.  w.;  so  ist  auch  Wy  durch  keine  höhere 
Potenz  von  r—c  theilbar,  als  sämmtliche  y***"  Unterdeterminanten 
von  w.  Auf  eine  Reihe  anderer,  fUr  die  Theorie  der  Reduction 
bilinearer  Formen  wichtiger  Bemerkungen  kann  hier  nur  hin- 
gewiesen werden.  V. 
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G-  Fbobbnius.      üeber    adjungirte    lineare   Differential- 

ausdrUcke.     Borchardt  J.  LXXXV.  185-907. 

Siehe  Abscbn.  VI.  Gap.  2. 


G.  Frobenius.     Theorie  der  bilinearen  Formen  mit  gan- 
zen   Coefficienten.    Borchardt  J.  LXXXVI.  147-20«. 

•    Zwei  Schaaren  biliiiearer  Formen 

A=^rA'  +  A"  und  B  =  rF+B", 
deren  Determinanten  nicht  identisch  yerschwinden,  sind  bekannt- 
lich äquivalent,  wenn  der  grösste  gemeinsame  Divisor  di  der 
Determinanten  A'*"  Grades  (A  =  l...fi)  fbr  beide  Determinanten 
derselbe  ist  Bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  hat  man  sich  nach 
Herrn  Weierstrass'  Vorgange  der  Transformation  von  A  in  eine 
reducirte  Form  bedient,  deren  Coefficienten  von  den  Wurzeln 
einer  Gleichung  n*®"  Grades  abhängen.  Da  indessen  durch  ratio- 
nale Operationen  entschieden  werden  kann,  ob  zwei  Formen 
äquivalent  sind,  und  welches  die  Coefficienten  einer  Substitution 
sind,  die  A  in  B  tiberfbhrt,  so  war  es  wttnschenswerth  einen 
Beweis  zu  besitzen,  der  die  Einführung  von  Irrationalitäten  ver- 
meidet 

Fasst  man  mit  Herrn  Frobenius  die  Form  A  so  auf,  dass 
ihre  Coefficienten  ganze  (lineare)  Functionen  eines  Parameters 
sind,  so  bezeichnet  das  Sylvester- Weierstrass'sche  Theorem  die 
Umstände,  unter  denen  eine  von  jenem  Parameter  unabhängige 
Substitution  existirt,  welche  ii  in  fi  verwandelt  Auf  diese  Weise 
sah  sich  Herr  Frobenius  dazu  geführt,  allgemein  die  Theorie  der 
bilinearen  Formen  mit  ganzen  Coefficienten  zu  untersuchen,  deren 
Beoütate  rieh  dann  auf  diejenigen  übertragen  lassen,  deren  Coef- 
ficienten ganze  Functionen  von  r  sind.  Mit  der  Untersuchung 
solcher  Formen  hatte  rieh  unter  etwas  specielleren  Gesichtspunkten 
und  unabhängig  von  Frobenius  bereits  Herr  Smith  beschäftigt  (Phil. 
Transact  Vol.  151,  293-326,  Proc.  L.  M.  S.  IV.  236-253,  s.  F.  d.  M. 
V.  p.  96).  Da  zwei  äquivalente  bilineare  Formen  sich  stets  durch 
uniroodulare  Substitutionen  in  einander  transforrairen  lassen  (§  4 
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S.  160),  so  gentigt  die  Betrachtung  der  letzteren.  Nachdem  die 
Construction  einer  unimodularen  Transformation  in  §  2  gelehrt 
worden,  wird  die  Lösung  der  bilinearen  Gleichung: 

(wo  f  der  grösste  gemeinsame  Divisor  der  Coefficienten  aaß)j 
nach  zwei  verschiedenen  Methoden  entwickelt  Auf  Grund  dieser 
beiden  Htllfsmittel  ergiebt  sich  die  Transformation  der  Form  A 
in  die  reducirte: 

in  welcher  /  den  Rang  von  Aj  d.  h.  den  kleinsten  Grad  der  nicht 
sämmtlich  verschwindenden  partialen  Determinanten  gleichen 
Grades  von  A  bezeichnet    Setzt  man  ßa  =  f,f,  .••A>  so  wird 

F  =  c,a?,y,  H \-eiXiyi; 

mithin  sind  die  grössten  gemeinsamen  Divisoren  dx  der  Determi- 
nanten  A**" Grades: 

woraus  folgt,  dass  nicht  allein  die  Elementartheiler,  ei  ^-j^^ 

sondern  auch  ihre  Quotienten  fi  =  — ^  ganze  Zahlen  sind. 

Die  reducirte  Form  lehrt  dann,  dass  die  Gleichheit  der  Ele- 
mentartheiler  nothwendig  und  hinreichend  f&r  die  Aequivalenz 
der  beiden  Formen  ist. 

Die  vorhergehenden  Betrachtungen  enthalten  bei  einer  etwas 
veränderten  Auffassung  (§  8)  zugleich  die  Grundlage  fttr  die 
Theorie  der  linearen  ganzzahligen  Gleichungen.  Verfasser  be- 
weist den  Satz,  dass  mehrere  homogene,  lineare  Functionen, 
wenn  in  deren  Goefficientensystem  diejenigen  Determinanten 
keinen  Divisor  gemeinsam  haben,  deren  Grad  gleich  dem  Range 
des  Systems  ist,  alle  ganzzahligen  Werthe,  welche  den  zwischen 
ihnen  bestehenden  linearen  Relationen  gentigen,  ftlr  ganzzahlige 
Werthe  der  Variabelen  annehmen  können.  Wenn  also  in  einem 
System  von  m  unabhängigen  Formen: 

*«  =  &a,y.  +  --&ap»i»;    a  =  1,  2..  .m 
der  grösste  gemeinsame  Divisor  r  der  Determinanten  m*^"  Grades 
>  1  ist,  so  wird  die  Gesammtheit  der  durch  diese  darstellbaren 
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Werthsysteme  als  Modul  k  vom  Range  m  bezeichnet.  Fttr  ha  =  kya 
schreibt  Herr  Frobenius  einfach  mod.  k.  Zwei  Zahlensysteme 
a«,  Ca  heissen  dann  congment  (mod.  k),  wenn 

aa  =  K  +  ka,y,+"'ka^yp' 

Es  sei  ferner  die  Zahl  der  mod.  K  (oder  kX  incongruenten  Systeme, 
die  in  den  m  linearen  Formen 

Äa  =  «0,^1  +•••«0,3?« 

enthalten  sind,  durch  (AK)  oder  (Ak)  bezeichnet.  Von  dieser, 
namentlich  von  Herrn  Dedekind  entwickelten  Erweiterung  der 
Zahlenbegriffe  ausgehend,  untersucht  nun  der  Verfasser  zunächst 
die  linearen  Congruenzen  und  ihre  Lösungen,  dann  (§11)  die 
Aequivalenz  bilinearer  Formen  in  Bezug  auf  einen  Modul  k. 
Dabei  heissen  zwei  Formen  Ay  B  congment  (mod.  A),  wenn 
Oaß  =  Kß  (mod.  k)  ist,  sie  heissen  äquivalent  (mod.  k),  wenn  jede 
in  eine  der  andern  congruente  Form  durch  Substitutionen  über- 
geftahrt  werden  kann,  deren  Determinanten  relativ  prim  zum  Mo- 
dul Ar  sind.  Alsdann  kann  auf  analogem  Wege,  wie  oben,  be- 
wiesen werden:  Zwei  Formen  sind  mod.  k  äquivalent,  wenn  sie 
in  den  Elementartheilern  (mod.  k)  übereinstimmen.  Femer  folgt, 
dass  f&r  zwei  solche  Formen  (Ayk)  =•  (ß^k)  ist,  u.  s.  w.  Endlich 
schliesst  sich  hieran  (§  12)  die  Untersuchung  linearer  Formen- 
systeme. Zwei  solche  Systeme  Aa  und  Ba  {ot  =  \..m)  sind 
äquivalent,  wenn  der  grösste  gemeinsame  Divisor  der  Determi- 
nanten it*^"  Grades  in  drei  Systemen  von  Coefficienten,  von  denen 
das  erste  aus  denen  von  Aai  das  zweite  aus  denen  von  Ba,  das 
dritte  aus  denen  von  Aa  und  Ba  zusammengesetzt  ist,  den  näm- 
lichen Werth  hat,  welche  noth wendige  und  hinreichende  Bedin- 
gung mit  Htllfe  verschiedener  Gongruenzsysteme  so  ausgesprochen 
werden  kann,  dass  sie  die  Gleichheit  eines  vollständigen  Systemes 
von  Invarianten  der  beiden  Systeme  ausdrückt.  Die  vorhin  ent- 
wickelten Sätze  lassen  sich  auf  solche  Formen  übertragen,  deren 
Coefficienten  ganze  Functionen  eines  Parameters  r  sind.  Zwei 
bilineare  Formen  il,  B  sind  daher  äquivalent,  wenn  die  auf  dem 
oben  beschriebenen  Wege  ermittelten  Elementartheiler  überein- 
stimmen.    Und   dann   lassen   sich   rational  zwei    Substitutionen 
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P^,  Op  finden^  welche  A  in  B  transfoimiren,  so  dass  P^ÄQ^  =  B 
wird  (F.  d.  M.  IX.  p.  88).  Endlieb  lassen  sieb ,  wenn  r  linear 
in  den  Coefficienten  vorkommt,  ans  P^  und  Q^  zwei  von  r  unab- 
hängige Substitutionen  derselben  Eigenschaft  herleiten.  Dies  ist 
aber  der  Eingangs  erwähnte  Satz.  V. 


J.  J.  Sylvester.  On  a  rule  for  abbreviating  the  cal- 
culation  of  the  nnmber  of  in-  and  covariants  of  a 
given  Order  and  weight  in  the  coefficients  of  a  binary 
qnantic  of  a  given  degree.    MeBseoger  (2)  viii.  1-8. 

Wenn  t  der  Grad  einer  Form  ist,  ist  bekanntlich  die  Zahl 
ihrer  In-  oder  Covarianten  von  der  Ordnung  j  und  dem  Gewicht  u> 
in  den  Coefßcienten  gleich  («?:t, ;)  —  {(»— l):t,y),  wo  (xii^j)  im 
Allgemeinen  die  Zahl  der  Zusammensetzung  von  a;  mit /Zahlen  be- 
zeichnet, deren  jede  irgend  einen  Werth  von  0  bis  t  (beide  inel.) 
oder:  was  dasselbe  ist,  mit  t  Zahlen,  deren* jede  einen  Werth 
von  0  bis  j  hat  In  dieser  Arbeit  wird  gezeigt,  wie  man  die 
Differenz  zwischen  den  obigen  beiden  Zahlen  berechnen  kann, 
ohne  jede  einzeln  zu  berechnen,  wodurch  die  Weitläufigkeit  der 
Rechnung  wesentlich  gegen  die  sonst  übliche  beschränkt  wird. 
Der  Fall,  wo  t  oder  j  unendlich,  wird  besonders  in  einem  Zusatz 
zu  der  Arbeit  betrachtet  Glr.  (0.) 


J.  J.  Sylvester.     Proof  of  the  hitherto  undemonstrated 
fundamental  theorem  of  invariants.  Phil.  Mag.  1878. 

Der  Satz  wartet  seit  länger  als  einem  Vierteljahrbnndert 
auf  einen  Beweis,  und  ein  Beweis  desselben  wäre  doch  um 
so  mehr  nothwendig,  als  man  vermuthet,  dass  der  Satz  zu  fal- 
schen Schlössen  geführt  hat.  Er  bildet  die  Grundlage  der 
Untersuchungen  im  Anfang  der  zweiten  Cayley'scben  Abhand- 
lung:  „On  Quantics^ 

Man  denke  sich  eine  binäre  Form:  (o,  6,  c.OC^yy«  Bildet 
man  dann  eine  rationale  Function  der  Elemente  a,b^c,...ly  welche 
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dem  Werthe  nach  unverändert  bleibt,  wenn  man  für  sie  die 
Elemente  einer  neuen  Form  substituirt,  die  aus  der  ursprüng- 
lichen Form  hervorgeht,  indem  man  in  ihr  x-^hy  ttir  x  setzt, 
so  heisst  dieselbe  ein  „Differentiant  nach  x^  der  gegebenen 
Form.  Unter  einem  Differentianten  von  gegebenem  Gewicht  w 
und  der  Ordnung  j  wird  ein  solcher  verstanden,  bei  welchem 
in  jedem  Gliede  die  Gombination  der  Elemente  von  der  f^"  Ord- 
nung und  die  Summe  ihrer  Grewichte  tr  ist,  wenn  man  die  Ge- 
wichte der  successiven  Elemente  rechnet  als  resp.  0  1  2  . . .  t. 
Der  zu  beweisende  Satz  ist  dann  der  folgende:  „Die  Zahl  will- 
kürlicher Constanten  in  dem  allgemeinsten  Ausdruck  eines  solchen 
Differentianten  (von  der  Ordnung  j  und  dem  Gewicht  tr)  ist  gleich 
der  Differenz  zwischen  der  Zahl  von  Wegen,  auf  welchen  u>  aus 
je  j  der  ganzen  Zahlen  0,  1,  2,  3, ...  t  (mit  Wiederholungen)  und 
der  Zahl  von  Wegen,  auf  denen  tr— l  aus  denselben  ganzen 
Zahlen  gebildet  werden  kann.  Csy.  (0.) 


J.  J.  Sylvester.     On  the  limits  to  the  Order  and  degree 
of  the  fundamental  invariants  of  the  binarj  quantics. 

Proc  of  London  XXVIL  11-13. 

Die  Worte  „Ordnung"  und  „Grad"  werden  sonst  durchein- 
ander gebraucht  In  der  vorliegenden  Arbeit  sind  sie  jedoch  in 
dem  Sinne  geschieden,  dass:  Ordnung  (order)  gleich  der  Dimension 
in  den  Variabeln,  Grad  (degree)  gleich  der  in  den  CoefBcienten 
heisst^  also  der  gewohnten  deutschen  Bezeichnung  entgegengesetzt. 

Zuerst  wird  ftir  die  Ordnung  der  allgemeine  Satz  gegeben: 
Hat  man  ein  System  von  Formen  von  ungrader  Ordnung 
n,  fi',  w" . . .  und  von  grader  Ordnung  y,  y',  y"  . . . ,  dann  ist  (aus- 
genommen der  Fall,  wo  d^s  System  eine  einzelne  lineare  oder 
quadratische  Function  ist)^  die  obere  Grenze  für  die  Ordnung 
einer  irreducibelen  Covariante 

Zweitens  der  Grad.  Da  die  allgemeinen  Ausdrücke  zu  com- 
plicirt  sind,  beschränkt  sich  der  Verfasser  auf  den  Fall  einer 
einzelnen  Form  von  der  Ordnung  n. 

6* 
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&.  m  gnde  =  0  (mod.  4).  Die  obere  Qrente  flb-  den  Grad 
der  loTarianteD  ist 

der  CoTarianten 

=  lC«-l-2)C"-3). 

B.  «  grade  ^  2  (mod.  4}  and  gröater  als  2.  Die  Grenzen 
rind  reap. 

i(ßn'-Gn—l2)    und     i(u  +  2)  (3«— 8> 

C.  M  angrade  and.grttaser  als  3.  Die  Grenie  f&r  die  In- 
varianten ist  |(ii+l)  (■ — S);  nnd  n  ongrade  nnd  grSsser  als  I. 
Die  Grenze  för  die  Covarianten  ist  4(3«'— 4n— 9). 

Cly.  (0.) 


J.  J.  Sylvbsteb.  Sur  ies  actioos  mutnelles  dea  formea 
invariaDtives  d^riv^.  BorehwdtJ.  LXXiv.  89-iw. 
Im  Torigen  Bande  des  Jabrbacbes  wurde  Ober  eine  Reihe 
TOD  in  den  C.  R.  enthaltenen  Noten  des  Verfassers  referirt, 
die  alle  zum  Ziel  hatten,  die  Zahl  der  linear  von  einander  un- 
abhängigen, ZQ  einer  Grandform  gehörigen  invarianten  Bildnogen 
von  gegebenem  Grad  (in  den  Variabein)  and  gegebener  Ordnung 
(io  den  CoefGcienten  der  Grundform)  festzustellen.  Die  daselbst 
angegebenen  Sätze  und  Methoden  waren  ohne  Beweise  mit- 
getheilt,  und  beruhten  nach  der  Angabe  des  Verfassers  zum  Theil 
auf  inductiven  Schlflssen ;  auch  wurden  dieselben  wiederholt 
modifieirt.  E^  war  nur  zu  ersehen ,  dass  die  Betrachtungen  sich 
an  Cayley's  ,,aecoDd  memoir  on  quantics"  anschlössen. 

In  dem  vorliegenden  Aufsatze  werden  nun  einige  der  dort 
benutzten  Sätze  bewiesen.  Das  erste  StUck  des  Aufsatzes 
(p.  80-99)  handelt  indess  zunächst  von  einem  davon  unabbän^gen 
inslande:  von  einem  wenigstens  der  Form  nach  oenen  Procesa, 
zwei  invarianten  Bildungen  (d^riv^es  invariantives)  eine 
!  zu  erzeugen.  Wie  man  nämlich  aus  einer  Covariante  und 
'  Contravariante 

f(»),  ff(ii) 
bekannter  Methode  dadurch  eine  neue  Contravariante  her- 
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leitet,  dass  man  in  F(x)  an  Stelle  der  x  die  Differentialquotien- 
ten von  G(u)  naeh  den  u  einsetzt,  so  verbindet  Sylvester  die- 
selben beiden  Bildungen  auch  dadurch,  dass  er  an  Stelle  der  in 
F(x)  stehenden  CoefGcienten 

d,  6,  c,  • . . 

der  Grundformen  die  Differentialquotienten  von  G(u)y  naeh  den- 
selben Grössen  a,  6,  c, . . .  genommen,  einsetzt,  wobei  diese  Diffe- 
rentialquotienten vorher  nur  mit  gewissen  einfachen  Zahlen- 
factoren  multiplicirt  werden  mtlssen  und  dann  u  (Vir  x  setzt. 
Auch  hierdurch  wird  eine  Contravariante  der  Grundformen  er- 
halten. Es  können  dabei  F  und  G  auch  Invarianten  sein ,  wobei 
also  eine  neue  Invariante  resultirt.    Ferner  kann  man  auch,  wenn 

Fix),  G(x) 

zwei  CoVarianten  sind,  zu  gleicher  Zeit  in  F{x)  die  x  durch  die 
Differentialquotienten  von  G(x)  nach  denselben  x  und  die  Grössen 
o,  6,  c, . . .  durch  die  mit  den  Zahlenfactoren  multiplicirten  Diffe- 
rentialquotienten von  G(x)  nach  diesen  Grössen  ersetzen,  um 
eine  neue  Covariante  zu  erhalten ;  und  ähnlich  fUr  zwei  Formen 
F(x),  G(u). 

Diese  Sätze  folgen  aus  der  Betrachtung  der  linearen  Trans- 
formation, welcher  die  Coefficienten  der  Grundform  unterliegen, 
wenn  man  die  Variabein  linear  transformirt.  Jene  Transforma- 
tion wird  als  die  durch  die  zweite  „inducirte^  bezeichnet.  Als 
zwei  „conträre'^  Substitutionen  werden  diejenigen  bezeichnet, 
welche  man  gewöhnlich  reciproke  nennt:  nämlich^  zwei  Sub- 
stitutionen 


Xi  =  ä&f*ikSk^ 

k 

ÄXi  =  £AikSky 

k 

wo  A  die  Determinante  der  on  und  Aik  die  Unterdeterminante 
von  A  nach  On  ist.  Um  einfache  Ausdrücke  der  hierhergehörigen 
Sätze  zu  erhalten,  behandelt  Sylvester  „präparirte^  Grundformen, 
d.  h.  solche ,  deren  Glieder  noch  die  Quadratwurzeln  aus  den 
Polynomialcoefficienten  explicite  enthalten,  wie 
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Ftlr  Bolche  Coeffideaten  Oi  hat  man  dann: 

Zwei  aof  die  Variabein  aiu^Dbte  contri^  Sabstitotioneo 
iaduciren  aach  zwei  conträre  SubatitutioDen  für  die  Coefficienten. 

Bei  80  prftparirter  Grundform  kann  man  dann  in  der  Gova- 
riante  F{x)  die  CoefScienten  o,  6,  c, ...  ohne  Weiteres  durch  die 

— ~^ ,  — :^i^  ....  ersetzen,  and  dann  die  x  durch  die  h,  nm 
Sa  36     '  ' 

die  oene  Contravariante  za  erhalten,  wie  die  Transformation  der 

MiO.,...  lehrt. 
da 

Den  Uebergang  zu  dem  Folgenden  bietet  die  Betrachtung, 
dasB  man  auch  ebenso  die  „Differentianten  in  j;"  behandeln  kann, 
d.  h.  die  OrÖBsen  D,  bei  binären  Orondformen,  welche  durch 
die  Substitution  x-\-Xy  fDr  x  unverändert  bleiben,  Oröseen,  welche 
immer  den  ersten  Coefficienten  einer  Covariante  bilden.  Sei 
nämlich  analog  />,  ein  „DiflTerentiant  in  y",  eine  Grfisse,  die  als 
erster  Coefficient  einer  Contravariante  auftritt  Setzt  man  in  D^ 
ftlr  die  CoefGcienten  der  Grundform  die  entsprechenden  Diffe- 
rentialquotienten von  Dj,  so  erhält  man  einen  neuen  „Differen- 
tianten  in  x". 

Die  Differentianten  genügen  (siehe  C&jley)  einfachen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  der  Form: 

und  unter  Voraussetzung  der  Unabhängigkeit  der  hieraus  folgen- 
den Gleichungen  ergiebt  sich  nach  Cayley,  dasa  die  Zahl  der 
linear  unabhängigen  Differentianten  D,  von  der  Ordnung  j  in 
den  CoefGcienten,  welche  zu  einer  binären  Grundform  vom  Grade  i 
eehören,  wenn  lo  das  Gewicht  von  j>,  (wenn  a,  &,  c, . . ,  bez.  von 
ewiohten  0,  I,  2, . . .  gesetzt  werden)  ist,  gleich  wird; 

(»:•,»  =  (»:j,  0  =  («  —  «»:>,  •) 
nzahl  der  Lösungen  in  ganzen  positiven  Zahlen  (incl.  U) 
rstema 

^^0+  *iH h  «f  =J 

«1+3«,  H !-•«(  =  » 
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vorBtellt    Man  weiss,  dass  tr^-^  sein  moss,  wenn  ein  D^  exi- 

stiren  soll.    Sylvester  zeigt  nun  zunächst,  dass 

(id:!,/)— (IT— l:f,i)^0,    oder    ^0, 

•  •  •  •  • 

^e  nachdem  ir^-^  oder  >-^. 


Ohne  jene  Unabhängigkeit  vorauszusetzen  wird  dann  auf 
combinatorischem  Wege  nachgewiesen,  dass  jene  Zahl  der  D^ 
gleich  der  angegebenen  (ir:v)  — (ir— l:t,j)  wird. 

Jedem  solchen  Differentianten  entspricht  eine  Covariante  vom 
Grade  if'-2w.    Wenn  dann 

die  Anzahl  der  Covarianten  vom  Orade  v-2fr  und  von  der  Ord- 
nung j  bedeutet,  so  hat  man  z.  B. 

Nr. 


J.  J.  Sylvester.  D6tennination  d'une  limite  sup^rieure 
an  nombre  total  des  invariants  et  covariants  des 
formes  binaires.  c.  R.  LXXXVI.  1437-1441.  149M492,  1519-1522. 

Sylvester  benutzt  hier  den  in  den  früheren  Noten  eingeschla- 
genen und  im  vorhergehenden  Referate  charakterisirten  Weg  zur 
Ermittelung  von  oberen  Grenzen  fUr  die  Zahl  der  Covarianten 
einer  bestimmten  Ordnung  bei  einer  binären  Grundform  des 
Grades  2(.  Um  die  Lösungen  der  Gleichungen  (s.  d.  vorherg. 
Referat) 

a?, -|-2ir,-t-'*'+w?«  =  ^ 

za  finden,  dient  eben  die  erzeugende  Function  von  Cayley  (s. 
F.  d.  M.  IX.  76).  Auch  die  genannten  oberen  Grenzen  hängen  von 
algebraischen  Summen  der  Goefiicienten  dieser  erzeugenden  Func- 
tion ab.  Diese  sind  endlich,  wodurch  dann  ein  neuer  Beweis 
des  Gordan^schen  Satzes  von  der  Endlichkeit  des  Formensystems, 
wie  es  scheint,  ohne  Benutzung  von  Inductionsschlttssen,  berge- 
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stellt  ist.  Die  hier  angegebenen  Grenzen  sind  verhältnissmässig 
sehr  niedrig,  wie  sich  an  Beispielen  für  die  Formen  zweiten  bis 
achten  Grades  zeigt.  So  findet  sich  für  die  Gesammtzahl  der 
Formen  des  Systems  einer  Form  achten  Grades  als  obere  Grenze 
80,  während  die  frtther  angewandten  Methoden  als  untere 
Grenze  69  liefern.  Sylvester  drttckt  noch  den  Wunsch  aus,  dass 
die  Form  achten  Grades  auch  nach  dem  Gordan^schen  (erweiter- 
ten ersten  Cayley'schen)  Verfahren  behandelt  werde,  zur  Ver- 
gleichung  mit  seinen  Resultaten;  was  aber  wohl  zu  schwer  durch- 
ftihrbaren  Rechnungen  fbhren  würde.  Nr. 


C.  Jordan.     Sur  las  covariants  des  formes  binaires. 

0.  R  LXXXVn,  202-204. 

Jordan  behandelt  dieselbe  allgemeine  Frage  auf  dem  Gordan- 
schen  Wege,  wie  nach  dem  vorhergehenden  Referate  Sylvester  auf 
dem  zweiten  Cayley'schen  Wege.  Er  gelangt  jetzt  zu  niedrigeren 
Grenzen  fttr  den  Grad  der  Covarianten  des  Systems,  als  frtther 
(F.  d.  M,  Vm.  p.  59).  Nr. 


J.  J,  Sylvester.  Sur  las  covariants  fondamentaux  d'un 
Systeme  cubo-quartique  binaire.    c.  R.  LXXXVII.  242-244, 

287-289. 

J.  J.  Sylvester.  Sur  la  vrai  nombre  des  formes  irr^- 
ductibles  du  systfeme  cubo-biquadratique.  0.  R  LXXXvn. 

445-448. 

J,  J.  Sylvester.  Determination  du  nombre  axact  des 
covariants  irr^ductibles  du  systfeme  cubo-biquadratique 
binaire.    u.  R  lxxxvil  477-481. 

J.  J,  Sylvester.  Sur  las  covariants  irr^ductibles  du 
quantic  du  septifeme  ordre.    0.  R.  lxxxvil  505-509. 

J.  J.  Sylvester.     Sur  la  forme  binaire  du  7^  ordre. 

0.  R  LXXXVII.  899-908. 
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J.  J.  Sylvester.     A  synoptical  table  of  the  irreducible 
invariants  and  covariants  to  a  binary  quintic. 

Am.  J.  1.  370-378. 

Diese  Noten  geben  Anwendungen  der  Methoden  des  Verfassers, 
die  zur  Bestimmung  der  Zahl  der  Formen  des  Systems  dienende 
„erzeugende  Function^  zu  diesem  Zweeke  auf  verschiedene  Weise 
umzugestalten  (s.  F.  d.  M.  IX.  p.  77).  Diese  noch  unbewiesenen  Me- 
thoden werden  erst  an  dem  Beispiel  des  Systems  zweier  binären 
Formen  von  den  Graden  3  und  4  geprtlft,  wobei  sich  3  Formen 
weniger  ergeben,  als  bei  Gundelfinger;  und  diese  3  Formen 
zeigen  sich  in  der  That  als  reducibel.  Die  vierte  und  fUnfte 
Note  stellen  die  ganze  Tafel  des  Systems  der  Form  siebenten 
Grades  auf^  wobei  sich  indess  in  der  letzteren  ergiebt,  dass  die 
sonst  vorgenommene  Herstellung  der  kanonischen  Form  der  er- 
zeugenden Function  hier  nicht  zulässig  ist. 

In  der  sechsten  wird  die  Tafel  des  Systems  einer  binären 
Form  fünften  Grades  gegeben,  abgeleitet  aus  der  kanonischen  Form 
x'-fy*  +  *'>  wo  die  Xj  y,  z  durch  eine  lineare  Relation  verbun- 
den sind.  Nr. 


J.  J.  Sylvester.  Sur  la  loi  de  r^ciprocit^  pour  les  in- 
variants et  covariants  des  quantics  binaires. 

C.  R.  LXXXVI.  446-448. 

J.  J.  Sylvester.  Note  on  M.  Hermite's  law  of  reci- 
procity.  Appendix  2  to  „on  an  application  of  the 
new  atomic  theory  etc."   Am.  j.  i.  90-1I8. 

Der  Hermite'sche  Satz,  nach  welchem  mau  jeder  Co  Variante 
von  der  Ordnung  j  und  dem  Grade  ij—2w  einer  binären  Form 
iien  Qi^des  eine  Covariante  von  der  Ordnung  t  und  dem  Grade 
V— 2«?  einer  binären  Form /^"  Grads  zuordnen  kann,  wird  aus 
deren  Darstellung  in  den  Dififerenzen  der  Wurzeln  der  Grund- 
form bewiesen.  Geht  man  so  von  einer  Form  A  vom  Typus 
(•>i*  V— 2fr)  (vgl.  das  obige  Referat  pag.  87)  zu  einer  Form  B 
vom  Typus  (J,  t :  ij  —  2u>\  so  gelangt  man,  wenn  man  denselben 
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Proeeas  auf  B  anwendet,  sobald  mehrere  Formen  desselben 
Typus  existiren,  im  Allgemeinen  nicht  zur  ursprünglichen  Form  Ä 
zurück.  Vielmehr  bestimmen  sich  die  Formen^  welche  durch  den 
doppelten  Process  auf  sich  zurüokf&hren ,  durch  specielle  Glei- 
chungen, vom  selben  Grade  wie  die  Anzahl  der  Formen  des 
Typus.  Auch  wird  die  Ausdehnung  des  Satzes  auf  Formen  ge- 
geben, die  zu  mehreren  Grundformen  simultan  gehören,  wobei 
die  Vertauscbung  in  Bezug  auf  jede  einzelne  Grundform  vorge- 
nommen werden  kann,  ohne  dass  man  durch  die  yerschiedenen 
Vertauschungen  zu  verschiedenen  Systemen  von  in  sich  zurück- 
ftthrbaren  Formen  käme.  Nr. 


J.  J.  Sylvester.  Sur  la  thäorie  des  formes  associöes 
de  MM.  Clebsch  et  Gordan.   c.  B.  Lxxxvi.  448-450. 

J.  J.  Sylvester.  On  Clebsch's  theory  of  the  ,,einfach- 
stes  System  associirter  Formen  (^Bin.  Formen^.^)  and  its 
generalisation.  Appendix  3  to  ,,on  an  application  of 
the  new  atomic  theory  etc."   Am.  J.  L  118-124. 

Clebsch  hat  aus  der  Hermite'schen  Theorie  der  assocürten 
Formen  ein  einfachstes  System  von  Formen  abgeleitet,  durch 
Vielehe  alle  Formen  des  Systems,  wenn  multiplicirt  mit  einer 
Potenz  der  binären  Grundform  f,  als  rationale  und  ganze  Func- 
tionen ausgedrückt  werden  können  (Bin.  Formen,  p.  330).  Dieses 
Theorem  wird  von  Sylvester  aus  dem  Verhalten  der  „Differen- 
tianten^  abgeleitet  und  auch  auf  simultane  binäre  Systeme  aus- 
gedehnt. Die  Ausdehnung  auf  2  Formen  ist  übrigens  schon  von 
Gundelfinger,  Borohardt  J.  LXXIV.  p.  87  (siehe  F.  d.  M.  III.  36) 
geschehen.  Nr. 


J.  J.  Sylvester.  On  an  application  of  the  new  atomic 
theory  to  the  graphical  representation  of  the  in- 
variants  and  covariants  of  binary  quantics;  —  with 
3  appendices.   Am.  j.  i.  63-125. 
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W.  Clippord.     Extract  of  a  letter  to  Mr.  Sylvester, 

Am.  J.  L  126-129. 

J.  C.  Malet.      Borne    remarks    on    a  passage  in  Prof. 
Sylvegter's  paper  as   to   the  atomic  theory.     Am.  J.  L 

277-282. 

Es  liegt  nahe,  die  Formeln  der  neueren  Chemie,  der  ato- 
mistisehen  Theorie,  in  der  symbolischen  Form  der  Invarianten 
binärer  Formen  anzuschreiben.  Bezeichnet  man  die  Elemente 
durch  binäre  Formen,  deren  Grad  gleich  dem  der  Werthigkeit 
des  Elementes  ist,  setzt  man  also: 

0  =  ol  =  o^  =^0^    —  •  •  • 

^  4  '4  " 

t/     =      Cj0     ^      Cje       =      C;0  =     •    •    • 

iV  =s  «i  =  «If  =  »»i*  =  •  •  •         etc., 

so  erhält  man  ftlr  gesättigte  Verbindungen  Invariantenaus- 
drücke,  wie: 

20  =  Coo'y,    H^O  =  (Ao)  (A'o), 
H^C  =  (Ac)  (A'c)  (V'c)  (A'^c),      NO,H  =  (no)'  {no')*  {no")  (o"A). 

Die  graphischen  Darstellungen,  welche  von  den  Chemikern 
ftlr  diese  Verbindungen  benutzt  werden,  und  die  darin  bestehen, 
dass  man  die  Elemente  durch  Punkte,  die  Zusammenhänge  {oo^^  etc.) 
durch  verbindende  Striche  wiedergibt,  können  also  auch  zur  Re- 
präsentation der  Invariantenausdrficke  dienen. 

Dabei  ist  zunächst  zu  beachten,  dass  der  Kern  einer  Ver- 
bindung oder  eine  ungesättigte  Verbindung  durch  eine  Covariante 
dargestellt  wird,  so  das  Ladenburg'sche  Bild  des  Benzolkems 
durch 

Femer  ist  zu  beachten,  dass  nicht  jedem  Körper  eine  Invariante 
entspricht;  so  ist  schon  Wasserstoff  nicht  mehr  durch  (AA')  dar- 
stellbar, da(AA')=iO  wird.  Hier  liegt  also. bereits^  wenn  man 
nicht  den  Wasserstoff  als  einen  zusammengesetzten  Körper  auf- 
fassen will,  eine  Lücke  in  der  Zuordnung  vor. 

Bei  dieser  bildlichen  Darstellung  einer  Invariante  oder  Co- 
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Variante  von  binären  Formen  wird  das  Gewicht  derselben  gleich 
der  Anzahl  der  gebundenen  Werthigkeitseinheiten,  also  der 
Striche  zwischen  den  Punkten  des  Bildes.  Der  Verfasser  untersucht 
nun  die  Frage,  welche  Eigenschaften  das  Bild  hat,  wenn  die  in- 
variante Form  reducibel  ist,  wie  die  oben  hingeschriebene  Cova- 
riante  sechsten  Grades;  und  zeigt  an  einigen  Beispielen,  wie  man 
dann  das  Bild  eines  Products  aus  den  Bildern  der  einzelnen  irre- 
ducibern  Factoren  zusammensetzen  und  deformiren  kann.  Einer 
Invariantenbeziehung  entspricht  überhaupt  die  Möglichkeit  einer 
Deformation  der  Bilder  der  verschiedenen  Formen  in  einander. 
Besonders  mttsste  sich  auch  das  Hermite'sche  Reciprocitätsgesetz 
(vgl.  d.  B.  p.  89)  zunächst  graphisch  prüfen  lassen,  und  dann 
auch  chemisch,  da  sich  hiemach  m  n-werthige  Atome  durch  n 
iii-werthige  ersetzen  Hessen. 

Die  Anhänge  enthalten  Bemerkungen  über  die  Ausdrücke 
der  „Differentianten^  durch  die  Wurzeldifferenzen  und  über  die 
in  den  beiden  vorhergehenden  Referaten  behandelten  Punkte. 

Die  hier  niedergeschriebenen  Invariantenausdrücke  ftlr  die 
chemischen  Darstellungen  sind  in  Sylvester's  Abhandlung  nur 
ihrem  Typus  nach  angegeben,  während  er  den  Ausdruck  selbst 
nicht  eindeutig  zuzuordnen  weiss.  Diese  Lücke  ist  in  dem  Brief 
von  Clifford  ausgefüllt,  wo  aber  die  Symbole  für  die  m-werthigen 
Elemente  m-fach  lineare  Ausdrücke  sind. 

Die  Bemerkungen  von  Malet  sind  chemischer  und  histo- 
rischer Art  Nr. 


A.  Capblli.     Sopra  un  punto  della  teoria  delle  forme 

binarie.     Battaglini  G.  XVI.  217-224. 

Clebsch  hat  in  seiner  ersten  Arbeit  über  symbolische  Dar- 
stellung einen  Process  angegeben,  durch  den  jede  invariante 
Bildung  aus  ihrem  Ausdruck  in  den  Wurzeldifferenzen  der  Grund- 
formen in  den  symbolischen  Ausdruck  übergeführt  wird  (s.  auch 
„Bin.  Formen",  §  20).  Dieser  Process  wird  hier  etwas  einge- 
hender entwickelt,  unter  Bestimmung  der  dabei  auftretenden  Zah- 
lenfactoren.  Nr. 
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G.  PiTTARELLi.     Nots  sugli  scoirimenti  (Ueberschiebun- 
gen)  delle  forme  binarie.    Batugiini  G.  xvi.  225-238. 
Diese  Note  ist  onverstftndlicb,  da  der  Verfasser  homogene  Func- 
tionen  von   ungleichen  Dimensionen  zu  homogenen  Functionen 
additiv  zusammensetzt  Nr. 


F.    Lindemann.      8ur    une    repr^sentation    gÄ)m^trique 
des  covariants  des  forraes  binaires  (2""'  note). 

Bull.  a.  M.  P.  VI.  195-208. 

Fortsetzung  der  Note,  Aber  welche  im  vorigen  Jahrgang, 
pag.  81,  referirt  worden  ist  Die  dort  bezeichnete  specielle  Curve 
o^  ¥drd  aus  der  allgemeinen   Curve   n^*'  Ordnung    abgeleitet, 

welche    durch   die  Schnittpunkte  von  o^  mit  dem  Kegelschnitt 

gebt   Als  Anwendung  wird  die  Bedingung  der  Ber&hrung  zweier 
Kegelschnitte  untersucht  Nr. 


B.  Igel.      Die   simultanen  Invarianten,   ans  denen  sich 
die  Resultante  dreier  ternären  quadratisclien  Formen 
zusammensetzt.    Wieo.  Ber.  i87h.  %. 
Siehe  Abschnitt  IX. 


A.  Catley.     A  tenth  memoir  upon  quantics.    Phil.  Trans. 

OLXIX.  603.(561. 

Die  Abhandlung  betri£Ft  einen  Gegenstand  aus  der  Theorie 

der  binären  Formen  fUnfter  Ordnung  (*Xa;,y)^,  mit  dem  sich  der 
Herr  Verfasser  schon  längere  Zeit  beschäftigt.  Es  war  nämlich 
zuerst  hauptsächlich  beabsichtigt,  eine  Theorie  derjenigen  cano- 
nischen Form  zu  geben  ^  die  von  dem  Verfasser  entdeckt  und 
kurz  in  Salmon's  ^higher  algebra^  (1876),  p.  217 — 218,  angeführt 
ist  Schreibt  man  a,  6,  c  ...  ti,  t?,  ti>  für  die  23  Covarianten  der 
Form  fünfter  Ordnung,  dann  sind  a,  6,  c,  d,  e,  f  durch  die 
Gleichung 

verbunden ;  und  die  Form  enthält  diese  Covarianten  so  miteinan- 
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der  verbundeD,  und  ebenso  die  Übrigen;  alsdann  ist  die  Form 
in  der  That  folgende: 

(1,  0,  c,  f,  a'6-3c',  aV— 2cfXa?,  y)*. 

Der  Plan  der  Arbeit  wurde  hingegen  verändert  dnreh  die 
Untersuchungen  Sylvester's  über  die  von  ihm  sogenannte  name- 
rische  „erzeugende  Function^  (N.  6.  F.,  i.  e.  namerical  gene- 
rating  iunetion)  der  Govarianten  der  Form  fünfter  Ordnung 
und  durch  des  Verfassers  darauf  folgende  eigene  Einführung 
der  „wirklichen  erzeugenden  Function"  (R.  6.  F.,  i.  e.  real 
generating  function)  derselben  Govarianten.  Dadurch  war  es 
ermöglicht,  f&r  jeden  gegebenen  Grad  der  Coefficienten  und 
für  jede  Ordnung  der  Variabein,  oder  (wie  er  es  ausdrückt)  fbr 
jede  gegebene  ^Grad-Ordnung"  (deg-order)  ein  besonderes  System 
von  Potenzen  und  Producten  der  Govarianten  aufzui^ellen,  näm- 
lich ein  System  von  „abgesonderten  Formen"  (segregätes):  Diese 
sind  nicht  syzygetisch,  d.  h.  nicht  untereinander  durch  eine  lineare 
Gleichung  mit  numerischen  Goefficienten  verbunden,  und  sie  sind 
folglich  so  beschaffen,  dass  jede  andere  Gombination  der  Gova- 
rianten derselben  Grad-Ordnung  sich  als  lineare  Function  mit 
numerischen  Goefficienten  durch  die  abgesonderten  Formen  dieser 
Grad-Ordnung  ausdrücken  lässt  (und  dies  natürlich  nur  auf  eine 
Art).  So  ist  in  dem  einfacheren  Fall  der  binären  Form  vierter 
Ordnung  die  N.  G.  F.  in  des  Verfassers  „Ninth  Memoir"  (1871 
siehe  F,  d.  M.  IIL  40)  gegeben;  sie  ist  gleich 

l-^g'a?" 

(l-oo!*)  (1-aV)  (1— a')  (l-a')  (1-aV)  ' 

und  dort  hat  der  obige  Satz  die  Bedeutung,  dass  die  Anzahl  der 
nicht-syzygetischen  Govarianten' o^  xi*  der  Grad-Ordnung  ^  ^  gleich 
dem  Goefficienten  von  a^  x^  in  der  Entwickelung  dieser  Function  ist 
Daraus  folgt,  dass  die  Govarianten  sind:  (a2^^  a^x\  a',  a\  a*  x*), 
die  binäre  Form  vierter  Ordnung  selbst,  die  Hesse'sche  Determi- 
nante,  die  quadratische  Invariante,  die  cubische  Invariante  und 
die  cubische  Govariante,  verbunden  durch  eine  syzygetische  Glei- 
chung von  der  Grad -Ordnung  6.12.  Sind  z.  B.  o,  6,  c,  d,  e  die 
Govarianten,  so  heisst  diese  Gleichung: 

6*==— ay-fa«6c— 4c». 
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Die  neue  Form,  oder  die  R.  G.  F.  ist 


(1-a)  (1-fe)  (1-c)  (1-d)  (1-e) 

IMe  EntwickeluDg  derselben  enthält  nur  Glieder  von  der  Form 
Q^bßcrd^  und  afbßeyd^ey  alle  mit  dem  Coefficienten  +1,  so 
du»  die  Ansabl  der  Glieder  fbr  eine  gegebene  Grad -Ordnung 
&IA  gleiob  dem  Coefficienten  ron  a^xf*  in  der  zuerst  erwähnten 
Function  ist^  und  diese  Glieder  fUr  eine  gegebene  Grad-Ordnung 
stellen  die  nicbt-syzygetischen  Covarianten  dieser  Grad-Ordnung 
dar;  jede  andere  Covariante  derselben  Grad -Ordnung  lässt  sich 
als  lineare  Function  jener  darstellen.  Ist  z.  B.  die  Grad-Ord- 
nung =  6. 12,  so  sind  die  Glieder  der  R.  G.  F.  gleich  a'd,  a^bc^e*; 
es  gibt  hier  ein  Glied  e*  mehr  von  derselben  Grad-Ordnung; 
daher  muss  e*  eine  lineare  Function  jener  sein,  und  wir  erhalten 
in  der  That  die  obige  Gleichung 

«•=  -aM-f  3a'6c-4c». 

Dieselbe  Theorie  lässt  sich  auf  die  binäre  Form  f&nfter  Ordnung 
anwenden.     Die  R.  G.  F.  ist 

{Ci-ftO  (i~tj)+(i-ft')  (O+O+O-O  («+ft)+(i-6)f 

+  (l-a>} :  {(1-a)  (1-6)  (I-c)  {\^g)  (l-,)(!-ti)}. 

Kehren  wir  zur  canonischen  Form  der  binären  Form  fünfter  Ord- 
nung zurück  und  betrachten  die  Gleichung 

f*  =  —aM  +  a'6c— 4c«, 

so  ist  ersichtlich,  dass  jede  Covariante,  multiplicirt  mit  einer 
Potenz  der  Form  a  fünfter  Ordnung  selbst,    sich   als   rationale 

und  ganze  Function  der  Covarianten  a,  h^  c,  d,  e,  f,  die  linear 
in  Bezug  auf  f  ist,  darstellen  lässt  und  dies  nur  auf  eine  Weise, 
oder  es  kann  jede  Covariante  in  der  „Normal^-  (Standard-)  Form 
dargestellt  werden,  und  zwar  nur  auf  eine  Weise.  Als  Beispiel 
nehme  man  a*A  =3  6  aed  -f  4  bc*  4-  ^f*   Umgekehrt  kann  ein  Aus- 
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druck  in  Normalform,  der  explicite  Dicht  theilbar  durch  a,  sehr 
wohl  durch  ^ne  Potenz  too  a  wirklich  theilhar  sein  (wo  der 
Ausdruck  fUr  den  Quotienten  folglich  eine  oder  mehrere  von  den 
höheren  Covarianten  g,  k  etc.  enthält),  und  in  diesem  Falle 
sagt  man,  der  Ausdruck  sei  theilbar  und  habe  getheilt  die  Form 
eine«  Quotienten,  der  als  rationale  nnd  ganze  Pnnetion  der  Co- 
variantcD  ansgedrUckt  ist  Diese  Form  ist  jedoch  sieht  voll- 
ständig bestimmt;  sie  wird  erst  hestimmt,  wenn  sie  in  der  obigen 
abgesonderten  Form  dargestellt  wird,  and  eine  solche  weitere 
Bedactioa  ist  nothwendig.  Die  Covarianten  der  canonisehen 
Form  sind  auf  Tafel  97  in  der  Normalform,  auf  Tafel  98  in  der 
Qootientenform  und  (mit  Ausnahme  einiger  wenigen  Coeffidenten) 
in  abgesonderter  Form  dargestellt. 

Die  canonische  Form  ist  besonders  geeignet,  am  die  Ans- 
drUcke    für    die   einzelnen    „Ucberscbiebnngen "    (nach   Gordan, 
hier  „derivaÜTes")  (a,6)',  (o,  6)'  etc.,  oder  nach  des  Verfassers 
fiezeichnong    abl,    ab2   etc.    za  erhalten,     welche    aas    zwei 
gleichen  oder  verschiedenen  Corarianten  als  rationale  nnd  ganze 
Functionen  der  einzelnen  Covarianten  gebildet  werden  können. 
Es   mag  daran  erinnert  werden,    das»   diese  Ueberschiebangen 
in  Oordan'a  Theorie  benutzt  werden,  um  das  System  der  23  Co- 
Varianten  aufzustellen,  aber  der  Verfasser  betrachtet  sie  vorzugs- 
weise,  um  das  System  der  Covarianten  zn  haben  und  mit  ihrer 
llUlfe  das  8}-s(em  der  Ueberschiebangen  zu  erhalten.     Die  ein- 
zelnen Ueberschiebnngen  fUr  den  Grad  ß  sind  auf  Tafel  100  ge- 
Bse  der  Abbaudlung  werden  2  Ausdrflcke,  deren 
I  beide  von  Sylvester  herrflhren,  fDr  die  N.  G.  F. 
a  sechster  Ordnung  gegeben. 

Cly.(M.) 

ratclliiiig   biiüirer  Formen   auf  der  cubi- 
:urvo.     RorchftrdtJ.  LXXXTI.  116-146 
toaten  eines  Punktes  auf  äner  eubischen  Raum* 
tmogene  Functionen  von    zwei  Vei&aderlichen 
80  kann  jede  binftre  Form  statt  dureh  Punkte 
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einer  Geraden  durch  diejenigen  Punkte  einer  Raumcurve  dritter 
Ordnung  dargestellt  werden,  ftlr  deren  Parameterwerthe  sie  ver- 
sehwindet.  Die  Beziehungen  zwischen  verschiedenen  Formen  gehen 
dann  in  solche  zwischen  den  Punktgruppen  über,  welche  diese 
Formen  darstellen.  Von  diesem  Grundgedanken  ausgehend,  stellt 
der  Verfasser  obiger  Abhandlung  die  Relationen  auf,  die  sich  auf 
cubisehe  und  biquadratische  Formen  grttnden,  indem  er  dabei 
besonders  von  der  apolaren  Lage  zweier  Punktgruppen,  ent- 
sprechend der  apolaren,  symbolisch  durch  die  Gleichung 

(abyal-'  =  0 

ausgedrückten  Beziehung,  Gebrauch  macht.  Es  ist  nicht  möglich, 
an  dieser  Stelle  einen  Ueberblick  über  die  reiche  Fülle  der  sich 
ergebenden  Sätze  zu  geben,  sondern  es  muss  in  dieser  Hinsicht 
auf  die  Arbeit  selbst  yerwiesen  werden.  St. 


V.  Cebrüti.     De  formae  cujus  vis  quadraticae  in  semet- 
ipsam  transformatione.    Acc.  B.  d.  L.  (2)  ii.  48. 

Die  Bewegung  im  Räume  constanter  Krümmung  kann  be- 
kanntlich  bei  geeigneter  Bestimmung  der  Variabein  als  Trans- 
formation einer  quadratischen  Form  in  sich  selbst  aufgefasst 
werden.  Die  hiemach  mit  der  genannten  Transformation  ver- 
knüpften geometrischen  Beziehungen  werden  in  dieser  Arbeit  be- 
sprochen. V. 

F.  d'Arcais.     Nota  sopra  un  teorema  nella  teoria  delle 

forme  binarie.    Mem.  di  Bologna  (3)  IX.  173-180. 


M.  Levy.  Sur  les  conditions,  pour  qu'une  forme  qua- 
dratique  de  diflPärentielles  puisse  Stre  transformde  de 
fa^on  que  ses  coefficients  perdent  une  partie  de  la 
totalit^  des  variables  qu'ils  renferment.    C.  R.  LXXXVI. 

468-466. 

Siehe  Abschn.  VI.  Cap.  2. 


FortMbr.  d.  Math.  X.  1. 
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Invarianti,     covarianti,    coDb^varianH    delle    fanzioni 
omc^enee.   Aec.  P.  d.  h.  xxxl  24»-316. 


C.  LE  Paigb.      Sar   certains   covariants    d'ao    Systeme 
.  cubo-biqnadratiqne,  nebst  Rapport  von  F.  Folie. 

BaU.  de  B«]g.  (2)  XLTL  765-771. 
Anadniek   einer  gewissen  sehiefen  CoTariaote  eines  cobo- 
biqnadratiscben  Systems  als  ganze  rationale  Fonction  dreier  funda- 
mentaler CoTarianten.    Werth  einer  gewissen  Invariante  zehnter 
Ordnung  einer  binären  Form  sechsten  Grades.  Md.  (0.) 


Capitel  3. 

Elimination  uud  Substitution, 

Determinanten,  symmetrische  Functionen. 

FoRBSTiEB.     Quelques  m^thodes  d'älimmation  eutre  deux 

^UatioDS.    Hirn,  de  Tool.  (7)  IX.  142-163. 


H.  Lemonnier.     Memoire  sar  l'^limiDation.  add.  de  rfic.  N. 

(2)  TU.  77-100,  151-2U. 
Diese  Abhandlung  zerfällt  in  drei  Theile.    Im  ersten  giebt 
der  Verfasser  eine  äosserst  sorgföltige  nnd  ausfllhrlicbe  Darstel- 
lung der  verschiedenen  von  Sylvester,  Bezout,  Caueby  gegebenen 
Methoden  zur  Herstellung    der  Bedingungen    dafQr,   dass   zwei 
Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  eine  oder  mehrere  Wurzeln 
-'    "     '    ben,    und  der  Gleichung,  welche  diese  gemeiuBameD 
iebt     Er  zeigt  die  nahe  Beziehung,  welche  zwischen 
loden  besteht,  indem  die  Gleichungen,  welche  bei  einer 
sind,  lineare  Gombinationen  der  Gleichungen  der  anderen 
teilt  eine  einfache  praktische  Regel  auf,  um  die  gesucb- 
ungen  und  den  gemeinsamen  Theiler  in  Determinanten- 
Iden.    Im  zweiten  Theile  werden  zunScbst  die  bei  der 
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gewöhnlichen  Methode  des  grössten  gemeiDsamen  Theilers  entr 
stehenden  Polynome  untersucht  und  die  Faktoren  hergestellt, 
um  welche  sie  sich  von  den  Determinantenausdrttcken  des  ersten 
Theiles  unterscheiden.  Das  Gleiche  geschieht  dann  mit  den- 
jenigen Formen,  welche  die  oben  erwähnte  praktische  Regel 
liefert  Mit  Hilfe  dieser  Regel  werden  dann  die  Stürmischen 
Functionen  in  Form  von  Determinanten  aufgestellt  und  gezeigt, 
dass  die  Coefficienten  der  höchsten  Potenzen  der  so  gefundenen 
Ausdrücke  mit  den  von  Borchardt  gegebenen  übereinstimmen. 
Zum  Schlüsse  endlich  werden  die  gefundenen  Regeln  auf  eine 
Reibe  von  Beispielen  angewandt. 

Im  dritten  Theile  werden  zwei  Gleichungen  mit  zwei  Unbe- 
kannten betrachtet  und  auf  sie  die  früher  gegebenen  Regeln  an- 
gewandt; das  so  sich  ergebende  Auflösungsverfabren  wird  dann 
mit  dem  von  Labatie  verglichen  und  gezeigt,  dass  dieses  letztere 
mit  Factoren  complicirt  ist,  die  bei  dem  ersteren  nicht  auftreten. 
Die  Anwendung  auf  einige  Beispiele  schliesst  die  lesenswertbe 
Abhandlung.  Lth. 


J.  ToEPLiTZ.     Zur  Theorie  der  Elimination.    Schlömiich  z. 

XXIII.  61-66. 

Nach  einer  kurzen  Herleitung  der  Bedingungen  dafür,  dass 
zwei  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  Wurzeln  gemein  haben, 
und  der  Gleichungen  ftir  diese  gemeinsamen  Wurzeln,  wird  eine 
Anwendung  auf  zwei  Gleichungen  mit  zwei,  und  auf  drei  Glei- 
chungen mit  drei  Unbekannten  gemacht  und  werden  in  Bezug  auf 
diese  die  bekannten  Formeln  für  die  Anzahl  der  Lösung  im  all- 
gemeinen Falle  abgeleitet.  Lth. 


P.  Mansion.     Sur  Mimination.     0.  R.  Lxxxvii.  975-978. 

Aufstellung  der  Bedingungen  dafür,  dass  zwei  Gleichungen 
eine  oder  mehrere  Wurzeln  gemein  haben  in  Form  von  Deter- 
minanten, die  gleich  Null  sein  müssen,  und  Nachweis,  dass  die 
Bedingungen  nothwendig  und  hinreichend  sind.  Lth. 

-  7* 
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P.  Mansion.     Sur  r^limination.    1^*"  note.    BuU.  de  Beig. 

(2)  XLVL  899-908. 

E.  Catalan.     Rapport  sur  ce  memoire.    BoU.  de  Beig.  (2) 

XLVL  880-88L 

Das  Referat  erfolgt  im  nächsten  Bande  d.  J.  nach  Erscheinen 
der  folgenden  Noten  über  denselben  Gegenstand.  Siehe  auch  das 
Torangehende  Referat.  Mn.  (0.) 


M.  A.  Baraniecei.     Ueber  die  Bestimmung  der  gemein- 
schaftlichen Wurzeln  gegebener  Gleichungen  mittels 

ihrer   Eliminante.    Par.  Denkschr.  1878.  (Polniscb). 

Dn. 

M.  A.  Baranieckl     üeber  die  Bildung  des  conjugirten 
Systems  linearer  Substitutionen.    Par.  Denkschr.  t87a  (Pol- 

niscb). 

Der  Verfasser  giebt  eine  Regel  zur  methodischen  Bildung 
des  conjugirten  Systems  aller  linearer  Substitutionen  in  dem  Falle, 
wo  die  Anzahl  der  Elemente  eine  Primzahl  und  eine  zusammen- 
gesetzte Zahl  ist.  Dn. 

A.  DE  Gaspabis.     Sopra  una  trasformazione  di  variabili. 
Sunto  deir  autore.   Read,  di  NapoU  xvn.  iio. 

Es  handelt  sich  um  Relationen  zwischen  den  Variabein  yer- 
schiedener  Gruppen  von  Gleichungen,  welche  nach  demselben 
Gesetz  auseinander  hergeleitet  werden.  Namentlich  werden  Func- 
tionen von  Variabein  betrachtet,  die  dadurch  aus  anderen  herge- 
leitet sind,  dass  die  entsprechenden  Variabein  inverse  Werthe 
haben.  0. 

BocHERT.      Zur  Theorie  der  mehrwerthigen  Functionen 

von   n  Elementen.    Dies.  Breslau.  1877. 

E.  Netto,     üeber  die  Anzahl  der  Werthe  einer  ganzen 
Function  von  n  Elementen.    Borchardt  J  Lxxxv.  327-339. 
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Hinsichtlich  der  Frage  nach  der  Anzahl  der  Werthe,  welche 
eine  Function  von  n  Elementen  bei  Vertauschung  derselben  an- 
nehmen kann,  verdanken  wir  Herrn  Bertrand  folgende  Sätze 
(Joom.  de  TEc.  polyt  Cah.  30.  cf.  Serret's  Algebra  Bd.  U.  Th.  IV. 
Cap.  III): 

^Jede  Function  von  n  Elementen  hat  für  die  verschiedenen 
Permutationen  derselben,  wenn  n  >  4  ist,  mindestens  n  Werthe, 
falls  die  Function  nicht  altemirend  oder  symmetrisch  ist,  d.  h. 
zwei  oder  einen  Werth  hat." 

„Hat  eine  Function  von  n  Elementen  n  Werthe,  so  ist 
sie,  ausser  für  n  =  6>  nach  n — 1  der  Elemente  symmetrisch," 
die  von  ihm  selbst,  von  Serret  und  Mathieu  (C.  R.  XLVI.)  um  weiter- 
gehende Sätze  vermehrt  worden  sind.  C.  Jordan  endlich  fasste 
in  seinem  „Trait^  des  Substitutions"  (1870)  diese  Theoreme  als 
besondere  Fälle  des  allgemeinen  Satzes  auf:  „Ist  h  eine  feste, 
n  eine  veränderliche  ganze  Zahl,  so  lässt  sich  fbr  die  letztere 
eine  untere  Grenze  angeben,  oberhalb  deren  eine  Function  von 
11  Elementen,  die  nach  n — k  derselben  symmetrisch  oder  alter- 
nirend  ist,  weniger  Werthe  hat,  als  eine  solche,  bei  der  die;^ 
nicht  der  Fall  ist." 

Um  den  Beweis,  den  Herr  Netto  hierfür  giebt,  leichter  ver- 
ständlich und  übersichtlicher  zu  machen,  liefert  er  in  den  beiden 
ersten  Paragraphen  der  vorliegenden  Abhandlung  zunächst  selbst- 
ständige Beweise  (Ür  die  beiden  angefllhrten  Bertrand'scben  Sätze. 
Das  hierbei  benutzte  Prinzip  wird  in  die  Form  eines  allgemeinen 
Satzes  gebracht,  welcher  lautet:  „Ist  für  eine  Gruppe  n*"*"  Grades  die 
Ordnung  r>{n—k)l  (also  die  Anzahl  der  Werthe  der  Function, 

zu  der  diese  Gruppe  gehört  <  /  _^l\}) »    ^^    enthält    dieselbe 

reguläre  Substitutionen  (d.  h.  Substitutionen,  welche  in'  allen 
ihren  Cyklen  gleich  viele  Elemente  haben)  von  nicht  mehr  als 
3k  Elementen",  was  im  §  3  bewiesen  wird.  Und  nun  folgt  im  §  4 
der  Beweis  des  Jordanischen  Satzes.  Ist  k  eine  feste,  n  eine 
veränderliche  gegen  k  grosse  ganze  Zahl,  G  eine  Gruppe  des 
Grades  n  und  der  Ordnung  r,  welche  nach  n—  k  Elementen  sym- 
metrisch oder  alternirend  ist,  so  muss  jede  andere  Gruppe  H 
gleichen  Grades,  welche  mehr  Substitutionen  besitzt  als  6r,  für 
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hinlänglich  grossen  nach  n — /r -f  MO  ^^^J^)  Elementen  transitiv 
sein.  Hieraas  folgt  dann  weiter  die  Nothwendigkeit  der  Existenz 
einer  Gruppe  ü,,  deren  Ordnung  >(ii—ip — 1)!  ist;  diese  Gruppe 
enthält  also  nach  dem  angeführten  Satze  des  §  3  Substitutionen 
Ton  höchstens  3  {k+\)  Elementen,  und,  da  sie  ausserdem  pri- 
mitiv ist,  muss  sie  nach  H.  Jordan  (Borchardt  J.  LXXIX.  248-257 
s.  F.d.  M.  VI.  81),  falls  ihr  Grad  hinlänglich  grossist,  die  altemirende 
Gruppe  sämmtlicher  Elemente  umschliessen ;  es  ist  daher  H^  und  da- 
mit auch  H  nach  mindestens  eben  so  vielen  Elementen  altemirend 
als  6r,  woraus  sich  unmittelbar  der  Jordanische  Satz  ergiebt  Im 
§  5  wird  der  im  vorigen  Paragraphen  benutzte  Jordanische  Hilfs- 
satz bewiesen. 

Bei  dem  gelieferten  Beweise  ist  überall  von  einer  Feststel- 
lung der  Grenze  von  n  abgesehen,  neben  anderen  Grttnden 
deswegen,  weil  eben  hierdurch  die  BeweisHihrung  an  Einfachheit 
gewinnt.  Schliesslich  werden  noch  im  §  6  die  oberen  Grenzen 
für  die  Ordnung  von  Gruppen  von  gegebener  Ellasse  (d.  i.  die 
geringste  Anzahl  der  Elemente,  welche  durch  eine  Substitution 
der  Gruppe  umgestellt  werden)  aufgestellt 

Bei  dieser  Gelegenheit  will  Referent  auf  eine  Arbeit  hinwei- 
sen, die  sich  mit  demselben  Gegenstande,  wie  die  vorliegende 
beschäftigt:  „Bochert:  Zur  Theorie  der  mehrwerthigen  Functio- 
nen von  n  Elementen  (Diss.  Breslau  1877)^.  Herr  Bochert  sucht 
diese  Theorie  durch  directe  Fortsetzung  der  oben  citirten  Sätze  zu 
fördern,  indem  er  in  der  Aufftthrung  der  kleinsten  Werthanzahlen 

^^^      — 1  d  o S^^^j  Äuf  eine  genaue  Grenzbestimmung  von 

n  und  auf  alle  dabei  auftretenden  Ausnahmefälle  wird  eingegangen ; 
hierbei  benutzt  der  Verfasser  eine  eigenthümliche  Methode,  indem 
die  Function  nicht  durch  die  zugehörige  Gruppe,  sondern  durch  eine 
gewisse  Anordnung  der  Transpositionen  nach  der  Art  und  Weise, 
wie  sie  die  Function  ändern,  gekennzeichnet  wird.  T. 


E.  Netto.     Einleitung  in  die  Theorie  der  Substitutionen 
und  ihre^:  Anwendungen.    Grooert  Arch.  LXIL  220-259. 

In   dieser   durchsichtig  geschriebenen   Arbeit   verfolgt  der 
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Herr  Verfasser  den  Zweck,  das  erste  Studium  der  Substitutions- 
theorie und  ihrer  Anwendungen  dadurch  zu  erleichtern,  dass  er 
die  Theorie  gleich  von  vornherein  in  Beziehung  zur  Algebra 
setzt ;  auf  den  speciellen  Gang  der  Untersuchung  kann  hier  nicht 
näher  eingegangen  werden.  Vorausgesetzt  wird  aus  der  Algebra 
nur  der  Satz,  dass  eine  Gleichung  r*^"  Grades  identisch  ist,  wenn 
sie  mehr  als  r  Wurzeln  hat;  der  Satz  der  Darstellbarkeit  der 
symmetrischen  Functionen  durch  die  elementaren  wird  an  geeig- 
neter Stelle  und  zwar  durch  einen  Schluss  von  n  auf  ra  -f*  1  her- 
geleitet. T. 

E.  Netto.     Neuer  Beweis  eines   Fundamentaltheorems 
aus  der  Theorie  der  Substitutiouslehre.  Clebsch  add.  xiii. 

249-251. 

Die  Cauchy^sche  Umkehrung:  „Wenn  die  Ordnung  einer 
Gruppe  durch  eine  Primzahl  theilbär  ist,  so  enthält  die  Gruppe 
eine  Substitution  jener  Primzahlordnung^  des  Lagrange'schen 
Fundamentaltheorems :  „dass  die  Ordnung  einer  Gruppe  durch 
die  Ordnung  jeder  in  ihr  enthaltenen  Gruppe  theilbar  sei"",  hat 
Herr  Sylow  (Clebsch  Ann.  V.  S.  584  flf.  cf.  F.  d.  M.  IV.  S.  56)  dahin 
ausgedehnt:  „Wenn  die  Ordnung  einer  Gruppe  durch  eine  Prim- 
zahlpotenz theilbar  ist,  so  enthält  die  Gruppe  eine  andere  von 
der  Ordnung  jener  Primzahlpotenz.""  Während  aber  Herr  Sylow 
den  Beweis  seines  Satzes  auf  jenen  Cauch/schen  Satz  stutzt, 
liefert  ihn  Herr  Netto  allein  mittels  eines  der  beiden  Sätze,  die 
Cauchy  zu  dem  Beweise  seines  Satzes  benutzt,  den  man  in  der 
Arbeit  des  Herrn  Netto,  über  die  im  vorigen  Art.  referirt  wor- 
den ist,  S.  238  findet.  Auch  die  weiteren  von  Herrn  Sylow  I.  c.  ge- 
zogenen Schlüsse  werden  durch  den  Netto'schen  Beweis  nach 
Angabe  des  Verfassers  vereinfacht.  Gf.  auch  §  9  der  genannten 
Arbeit  des  Herrn  Netto.  T. 


A.  Voss.     Ueber  orthogonale  Substitutionen.  Clebsch  Aon. 

XIII.  320-373. 

Unter  einer  orthogonalen  Substitution   wird  hier   allgemein 
jede    lineare   (reelle    oder    imaginäre)    Substitution    verstanden, 
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welche  eine  quadratische  Form  JS  3>i    in   »ich  ttberfßhrt.      Von 

dicBem  etwas  umfassenderen  Gesicbtspankt  aus  werden  die  spe- 
cielleren  Fälle  solcher  Substitutionen  nach  der  Beschaffenheit  der 
von  Herrn  Frobenius  als  Cbaracteristik  bezeichnetea  Gleichung 
untersucht  und  zugleich  gezeigt,  wie  allgemeine  SubstitutioueD 
sich  in  verschiedener  Weise  aus  eiufachereo  von  vorgeschnebenem 
Character  (symmetrischen,  specielleu,  vertauschbaren  etc..)  zu- 
sammensetzen lassen.  Die  Bezugnahme  auf  geometrische  Vor- 
stellungen, welche  diesen  allgemeinen  Betrachtungen  zu  Grunde 
liegt,  wird  dann  insbesondere  durchgeführt  an  den  verschiedenen 
Substitutionen,  welche  ein  Punktepaar,  einen  Eegelachnitt,  eioe 
Fläche  zweiten  Grades,  endlieh  den  Liuienrauni  in  sich  trans- 
formü-en.  V. 


A.  Cayley.     On  the  theory  of  groups.    Proc  L.  H.  s.  ix. 

12G-133. 
Bezeichnet  man   alle  Substitutionen  einer  Gruppe  mit  ver- 
schiedenen Buchstaben  und  stellt  dann  eine  Tafel  mit  doppeltem 
Eingang  auf,  durch  die  das  Froduct  je  zweier  Substitutionen  er- 
sichtlich wird,  so  erhält  man  ein  Quadrat,  in  welchem  diejenigen 
Substitutionen,    die   von   der  Anordnung   der  Elemente  in  der 
ersten   zu  sämmtlicben  Zeilen  oberführen,   eine  zur  gegebenen 
Gruppe    isomorphe  Gruppe  bilden,    deren  Grad   ihrer   Ordnung 
gleich    ist.     Umgekehrt    wird  die  Bedingung  dafür  aufgestellt, 
dass    ein    derartiges    Quadrat   eine  Gruppe    repräseatirt.     Für 
solche  Gruppen,  deren  Grad  ihrer  Ordnung  gleich  ist,  und  deren 
Substitutionen  folglich  regulär  sind,  wird  noch  eine  andere  Dar- 
ot^ii,,^™  »=»»>.»„.    Eine  Reihe  von  verschieden  gefärbten  Poly- 
'Cken  aneinander  gesetzt  und  jedem  Polygon 
Richtung   für   das   Durchlaufen  der  Seiten 
:  durch  die  Aufeinanderfolge  der  Farben  und 
eder  Weg  eindeutig  bestimmt    Alle  nur  durch 
bei  derselben  Aufeinanderfolge  der  Farben 
liefern    eine  Substitution,    alle   verschiedenen 
tliche  Substitutionen  der  Gruppe.  No. 
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A.  C^AYLEY.      A  theorem  on  groups.  Clebsch  Aon.  XIII.  561-565. 

1.  Wenn  ö  =  [l,*^,  ...  5^]  eine  Gruppe  des  Grades  n  und 
der  Ordnung  r  bildet,  so  kann  man  in  bekannter  Weise  eine  neue 
Gruppe  r  des  Grades  2n  und  der  Ordnung  2r  aufstellen.  Falls 
si  Sfi  =  9^  81  ist,  giebt  es  noch  eine  zweite  Art  für  die  Bildung 
einer  Gruppe  F^  indem  man  nämlich  mit  <t,,  a,  ...  ar  den  Sub- 
stitutionen 5,,  «3, ...  Sr  aus  n  neuen  Elementen  ähnlich  gebildete 
Substitutionen  bezeichnet,  mit  l  diejenige  Substitution  zweiter 
Ordnung,  welche  jedes  alte  Element  mit  dem  entsprechenden 
neuen  Tcrtauscht,  und  dann 

setzt.    Die  Substitutionen  von  F  sind  im  Allgemeinen  nicht  mehr 
unter  einander  vertauschbar. 

2.  Bedeutet  r  die  Ordnung  einer  Gruppe  mit  den  Substi- 
tutionen s^,  *„  Sj  =  s^.s^  der  Ordnungen  m,,  w^,  m^,  so  ist: 

No. 


WI,   -^  >•  Wj  ^  >>  WI, 


A.    Cayley.      Desiderata  and  Suggestion».    No.  1:  The 
theory  of  groups.      No.  2:    Graphical  representation. 

Am.  J.  L  50-52,  174-176. 

Der  Verfasser  wtlnscht  einige  Punkte  der  Substitutionstheorie 
anzuregen  und  giebt  in  der  ersten  Note  eine  Bemerkung  über 
die  Gruppen  von  der  Ordnung  n,  deren  Substitutionen  auf  dieselbe 
Anzahl  von  Buchstaben  ausgeübt  werden,  oder,  wie  der  Verfasser 
sich  ausdrückt,  über  die  Gruppen  von  n  Operationen.  Die  zweite 
Note  stellt  diese  n  Buchstaben  durch  Punkte,  jede  Substitution 
durch  Verbindungsstriche  mit  bestimmter  Richtung  zwischen  diesen 
Punkten  dar  (siehe  p.  104).  Nr. 


A.  Capelli.     Sopra  risomorfisnio  dei  gruppi  di  sostitu- 

zioni.     Battaglini  G.  XVI.  32-88. 

Der  Herr  Verfasser  nimmt  den  Begriff  des  Isomorphismus  in  wei- 
terem Sinne,   als  dies  bisher  geschah:    G  heisst  zu  H  isomorph 
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wenn  beide  in  n  Untergruppen  getbeilt  werden  können,  so  dass 
einer  Substitution  einer  Untergruppe  in  G  eine  solche  der  ent- 
Bprechenden  in  H  zugeordnet  werden  kann,  und  daaa  die  Multi- 
plicatioD  von  Substitutionen  eindeutige  Beziehungen  liefert.  Aus 
diesen  Festsetzungen  wird  ein  grosser  Tbeil  der  bekannten  Sätze, 
so  z.  B.  der  Sylow'sche  abgeleitet  und  durch  den  interessanten 
Zusatz  ergänzt,  dass  eine  Gruppe  G  mit  der  Ordnung  p, '  p/p,^  • .  ■ 
als  Produet  von  Partialgruppeu  der  Ordnungen  p,",  p/,  pj,  ... 
dargestellt  werden  kann.  Ferner  wird  gezeigt,  dass  nur  Ein 
Typus  von  Untergruppen  der  Ordnung  p,"  in  G  sein  kBnne,  dass 
andere  Gruppen  der  Ordnungen  p,"~^,  p,""', ...  vorbanden  sind, 
deren  jede  mit  der  vorhergehenden  vertauschbar  ist  (Vgl.  Bor- 
chardt  J.  LXXXVIII.  16),  und  dass  eine  transitive  Gruppe  der  Ord- 
nung p  und  eines  Grades  n>p  nicht  primitiv  sein  kann.  Am 
Schluas  wird  mit  Huire  der  Meriedrie  ein  kürzerer  als  der  Jordan'scbe 
Beweis  über  die  Constanz  der  Factoren  der  Composition  gegeben. 

No. 

V.  Janni.     Sopra  uiia  formola  Ai  Waring.    Rend,  di  Napoli 
XVri.  27. 
Die  Formel  von  Waring,   welche  zur  Darstellung  der  Sum- 
men von  Potenzen  der  Wurzeln  einer  Gleichung  durch  die  Coef- 
ficienten  derselben  dient,  beiset: 

•  +  -!)! 


p!  q\ 


-  a'ala',.. 


p4-29  +  3r...  =  «i 
sie  wird  in  der  vorliegenden  Arbeit  mit  Hfllfe  der  elementaren 
Eigenschaften  der  Determinanten  hergeleitet.  0. 

MoLLAHE.     I  determinanti.   Nspoii.  Tip.  d.  acc.  Keaie. 


V.  Sersawy.    Fundamente  der  Determinantentheorie. 

Hen.    Seidel. 
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G.  Dostor,     Elements   de  la  throne   des  döterrainants, 

Oarbonx  Ball  0)  H.  242-244. 

Besprechung  des  Baches,  über  das  F.  d.  M.  IX.  p.  97  refe- 
rirt  worden  ist  0. 


PiCQüET.     Memoire  snr  rapplication  du  calcul  des  com- 
binaisons  k  la  th^orie  des  döterminants.    J.  de  rfic.  Pol. 

Cah.  45,  201-244. 

Das  Referat  erfolgt  im  nächsten  Bande.  0. 


E.  Schering.     Theorie  analytique  des  determinants. 

C.  E   LXXXVI.  1387-1390 

Bericht  über  eine  neue  Theorie  der  Determinanten,  welche 
in  den  6ött.  Abb.  XXI!.  erscheinen  wird.  M. 


G.  Garbieri.     Lehrbuch  der  Determinanten-Theorie  für 
Studirende    von    Dr.  Siegmund  Günther  etc.    2  Aufl. 

Erlangen    1877.     Boncompagni  Bali.  XT.  257-318. 

Herr  Garbieri  übersetzt  aus  dem  genannten  Werke  den 
grössten  Theil  des  1.  Capitels  (Historische  Skizzen  der  Entwicke- 
lang des  DeterminantencalcUls)  und  giebt  die  hauptsächlichen 
Citate  and  historischen  Notizen  auch  der  übrigen  Capitel  wieder, 
sowie  das  Literaturverzeichniss  am  Schlüsse  desselben.  Neben 
einigen  Berichtigungen  der  Darstellung  des  Herrn  Günther  finden 
sieb  mehrere  literarische  Notizen  von  Interesse.  So  macht  Herr 
Garbieri  auf  die  wenig  beachteten  Schriften  von  Ohio  und  Bella- 
vitis  über  die  Determinanten  aufmerksam,  die  ungefähr  gleich- 
zeitig mit  den  Werken  von  Brioschi  und  Baltzer  erschienen. 
Femer  führt  er  mehrere,  von  Herrn  Günther  nicht  berücksichtigte 
Sätze  von  E.  D'Ovidio  und  V.  Janni  an,  die  auch  in  diesem 
Jahrbache  bisher  nicht  erwähnt  worden  sind.  D'Ovidio  giebt  in 
der  im  VIII.  B.  d.  J.  p.  74  ohne  Referat  aufgeführten  Abband- 


yO^  II.  Abschoitt    Algebra. 

luog  u.  A.  den  ShU:    „Die  DetermiaaDte  der  (^]  Minoren    vom 
Grade  n  —  ft,  welche  aus  eioer  Determinante  B  vod  n'"  Ordnung 
dur«h  Uiiterdrttokung  von  solchen  fi  Horizontal-  nod  fi  Vertical- 
Uelhüu  etililehen ,  die  bestimmten  l  Horizootal-  und  Jl  Verticat- 
Reiheu  angehören,  —  ist  gleich  der  (^^')""  Potenz  von  B  mul- 
tiplicirt  mit  der  (i"',)'*"  Potenz  des  nach  Unterdrückung  der  ge- 
nannten l  Horizontal-  und  l  Vertical-Reihen  in  B  Übrig  bleiben- 
ar  Satz  wurde,  wie  Herr  D'Oridio  und  Picqnet 
£en,  bereits  vod  Sylvester  gefunden,  aber  auf 
zeigt  (vgl.  Phil.  Magazine  4.  ser.  I.  p.  304). 
Nota  Bullo  sviluppo  di  ud  determinante.   Ohne 
jszabl)   eine   specielle  Determinante  von  in- 
n  einer  kUrzlich  erschienenen  Note  (Rendi- 
R.  di  Napoli  XVII.  s.  p.  106)  die  Entwickelung 
"  Potenzen  der  Wurzeln  einer  algebraiBohen 
Coefficienten  derselben.    -  St. 


B  döterminaiit  dont  les    ^l^ments   sont 
irs  possibles  d'ordre  donn6  d'un  dßter- 

0.  R.  LXXXVI.  310-312, 
i,  die  D'Ovidio  gefunden  hat  (vgl.  vorstehen- 


ie  combinatoire  des  dAerminaata. 

18-1119. 

ermtnanten,  welche  aus  den  Minoren  zweier 
lauten  derselben  Ordnung  gebildet  sind. 
St. 


uovo  teorema  algebrico  e  sua  speciale 
id    una    maniera  di    studiare    le   curve 
«lini  Q.  XVI.  1-17,  100-148. 
m  ganze  Functionen  n""  Grades  von  x :  fr(x) 
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und  m  beliebige  Sohlen  a^  a,  ...  am,  so  ist  die  Determinante 

if=l/r(«OI  (r,*  =  l,2..-m), 
falls  n  =  fn — 1,  das  Product  des  Differenzen-Productes  ^(a,, . . .  a^) 
in  die  Determinante  der  Coefficienten  der  fr.  Wenn  n>fn  ist 
und  angenommen  wird,  die  a  seien  die  Wurzeln  einer  Gleichung 
m*'"  Grades  y(j;)  =  0,  so  können  die  fr{(x$)  auf  den  (m — l)**"" 
Grad  reducirt  werden,  somit  ist  auch  jetzt  noch 

(1)        K  =  J{a,...am).A. 

Dabei  bezeichnet  A  eine  Determinante  m^^"  Grades,  welche  sich 
aber  in  eine  solche  (it-f  1)*^"  Grades  verwandeln  lässt,  die  die  Goef- 
fidenten  der  frjq>  zu  Elementen  hat;  wie  auch  aus  dem  oben 
erwähnten  Satze  von  d'Ovidio  sofort  folgt.  Aus  (1)  ergiebt  sich 
die  Formel 

(2)  |F(ar,  A)|  =  ^^(a, .-.  a„)  ^(ß,...  /?m)  •  B, 
worin  F(a?,  y)  eine  ganze  Function  von  Xy  y,  je  vom  Grade  n, 
nnd  B  eine  Determinante  vom  Grade  2n-\-2 — m  bedeutet.  Die 
ß  sind  ebenfalls  Wurzeln  einer  Gleichung  m*^''  Grades.  Diese 
Sätze  enthalten  eine  Reihe  schon  bekannter  Formeln  als  spe- 
cielle  Fälle. 

Die  Formel  (1)  leistet  wichtige  Dienste  bei  analytischer  Dar- 
stellung der  Theorie  der  Involutionen,  der  ebenen  und  räum- 
lichen rationalen  Gurven.,  St. 


G.  E.  Dick.     On  the  sign   of  any  term  of  a  determi- 

nant    Ednc.  Times  XXIX.  99-100. 

Das  Vorzeichen  von  aabß  Cy  ...  in 

^1 »    ^p    ^1 » •  •  • 

^«»      ^a)      ^tJ  •  •  • 
flUj      ^n»      ^»  •  •  • 

ist  gleich  dem  des  Productes 

(-1)     ^       («-/?)  (a-y)  . . .  (ß-r) .... 

No. 
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R.  RuBiNi.     Formole  di  trasformazione  nella  teorica  dei 
determinanti.    Battagiini  G.  xvi.  198-208. 

Bezeichnet  man  die  adjangirten  Elemente  einer  Determinante 

I    «r,,    !    =  Ä 

von  n^^^  Ordnung  mit  Or,»  und  setzt 

so  hat  man 

Der  Herr  Verfasser  giebt  mehrere  algebraische  und  geometrische 
Anwendungen  dieser  Formel.  St. 


C.  LE  Paige.     Sur  une  transformation  de  dcJterminants. 

N.  C.  M,  IV.  7982. 

Ein  vom  Gesichtspunkt  analytischer  Transformationen  in- 
teressanter Beweis  des  Satzes :  Wenn  zwei  auf  einer  Geraden  lie- 
gende Reihen  von  Punkten  a,  6,  c  . . .,  a',  b\  c'  .,.  homographisch 
sind,  so  bilden  die  Punkte  ab'  ba'  eine  Involution  mit  den  beiden 
Doppelpunkten  dieser  homographischen  Reihen. 

Mn.  (0.) 


M.  Falk.     Elementary  demonstration  of  the  theorem  of 
multiplications  of  determinants.    Rep.  Brit.  Ass.  1878. 

Die  vorliegende  Arbeit  will  einen  strengen  Beweis  dieses 
wichtigen  Satzes  geben,  der  auf  denselben  elementaren  Princi- 
pien  beruht  (Elimination  zwischen  zwei  Systemen  von  Gleichun- 
gen) wie  der  Beweis,  den  Brioschi  in  seinen  „Determinanten^  ge- 
geben hat  und  der  in  Schellbach's  Uebersetzung  des  Werkes  re- 
producirt  worden  ist.  Dem  Beweis  von  Brioschi  wirft  Herr  Falk 
Unvollständigkeit  vor,  insofern  als  er  die  Zähler  der  zwei  Quo- 
tienten nicht  berücksichtigt,  aus  deren  Gleichheit  die  der  Nenner 
gefolgert  wird.  Csy.  (0.) 
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P.  Mansion.     Sur  la  throne  des  nombres.    Gand.  Hoste. 

P.  Mansion.      Demonstration    d'un    th^orfeme    relatif  k 
un  d^terminant  remarquable.  Bull,  de  Beig.  (2)  XL  VI.  892-899. 

E.  Catalan.     TWorfeme  de  MM.  Smith  et  Mansion. 

N.  C.  M.  IV.  103-111. 

C.  LE  Paige.     Sur  un  th^orfeme  de  M.  Mansion. 

N.  C.  M.  IV.  176-178. 

Die  dritte  Notiz  der  erst  genaiiDteii  Broschüre:  Gän^ralisation 
d'an  theor^me  de  M.  Smith  ist  ein  Auszug  aus  den  Ann.  Soc.  Sc. 
Bmx.  IL  211-224  und  ist  durch  die  Abhandlung  des  englischen 
Gelehrten  im  Messenger  (2)  VU.  81-82  (s.  F.  d.  M.  VIII.  p.  74) 
entstanden.    Der  Hauptsatz  heisst:  Eine  Determinante 

wo 

«,*  =  a*.  =  «»-*,*    oder    a»,it_,, 

ist  eine  einfache  Function  ihrer  Diagonalen.  CoroUar  1).  Jedes 
Product  x^x^  .*'  Xn  kauu  in  die  Form  einer  Determinante  dieser 
Art  gebracht  werden,  wo 

und  l,dj...  d\  %  alle  Theiler  von  %  sind.  2)  Jede  Determinante  dieser 
Form  wird  mit  +1,  —1  oder  0  multiplicirt,  wenn  man  die  Ele- 
mente einer  Linie  durch  die  entsprechenden  Elemente  der  zweiten 
Diagonale  der  Determinante  ersetzt.  Die  Arbeit  von  Catalan  ent- 
hält einen  etwas  veränderten  Beweis  des  Hauptsatzes  und  Corol- 
lars  1);  die  von  Le  Paige  einen  directen  Beweis  des  CoroUars  1), 
nur  mit  Hülfe  des  Princips  der  Addition  der  Reihen.  Die  zweite 
Notiz  von  Mansion  enthält  den  Beweis  desselben  Corollars  durch 
Multiplication  zweier  Determinanten,  die  nach  dem  oben  bezeich- 
neten Princip  gebildet  sind,  so  dass  alle  Elemente  oberhalb  der 
Hauptdiagonale  Null  sind.  Mn.  (0.) 


• 

W.  Thomson.     On  a  machine  for  the  Solution  of  simul- 

taneous  linear  equations.    Proc.  of  London  xxviiL  iii-iis. 
Die  Maschine  besteht  aus  n  Körpern  jBj,  B^f...Bn^   durch 
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Seile  auf  einander  wirkend,  welche  successive  oder  gleichzeitig  ( 
zogen  werden  bis  zu  Längen  gleich  /,,  Z^,  ...  In  (den  constant 
Gliedern  der  n  Gleichungen)  und  durch  gewisse  Ringe  g'ehc 
Die  Winkel,  um  welche  die  Körper  jB,,  B,,  ...  Bn  durch  die 
gegebene  Bewegung  der  Seile  gedreht  werden,  sind  dann  c 
geforderten  Werthe  der  Unbekannten  x^,  a?,,  ...  rr„,  die  de 
System  linearer  Gleichungen  genügen.  Der  Verfasser  bemerl 
dass  die  wirkliche  Gonstruction  einer  wirklich  brauchbaren  M 
schine  bis  zu  einem  System  von  8  Gleichungen  keine  besonder« 
Schwierigkeiten  bieten  werde.  Er  folgert,  dass  wenn  einmal  er 
eine  erste  Annäherung  durch  die  Maschine  gefunden  sei,  es  of 
einer  massigen  arithmetischen  Rechnung  bedürfen  werde  zur  Bi 
rechnung  der  Correctionen  bis  zu  einem  beliebigen  Grade  de 
Genauigkeit.  Cly.  (O») 


Ä.  Voss,     üeber  gewisse  Determinanten.  Olebsch  Ann.  xiij 

161-167. 

Im  Anschlüsse  an  eine  frühere  Arbeit  (vgl.  d.  Jahrbucl 
Bd.  IX.  p.  57ö)  betrachtet  diese  Kote  Determinanten,  die  ent 
stehen,  wenn  man  eine  nicht  verschwindende  Determinante  n*^ 
Ordnung  mit  Reihen,  welche  aus  den  gleich  hohen  Differential 
quotienten  von  n  Functionen  einer  Veränderlichen  gebildet  sind 
(r+l)fach  vertical  und  horizontal  rändert.  St 


M.  Falk.     Sur  une  propri^tö  des  ddterminants  nuls. 

N.  0.  M.  IV.  373-376, 

Zwischen  den  Elementen  aller  Linien  einer  Null-Determinante 
existirt,  sogar  wenn  ihre  Minoren  selbst  Null  sind,  eine  und  die- 
selbe lineare  Relation.  Man  kann  daher  eine  Null-Determinante 
in  eine  solche  Form  bringen,  dass  alle  Elemente  einer  Linie  oder 
einer  Colonne  gleich  Null  sind.  Mn.  (0.) 


J.  W.  L.  Glaisher.     On   the  factors  of  a  special  form 
of  detenninants.    Quart.  J.  xv.  347-356. 
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J,  W.  L.  Glaishkr.  On  a  special  form  of  determinants 
and  on  certain  functions  of  n  variables  analogoues  to 
the  sine  and  cosine.   Quart.  J.  XVL  15-34. 

A.   MiNozzi.     Sopra   un    determinante.     Battagiini  G.  xvi. 

148-151. 

Herr  Glaisher  sucht  die  Wurzeln  der  Gleichung 


ttj  —  X 


On 


Äj  —  X  • , »  a^ 


a. 


=  0, 


•  .  .  On — X 

welche  bekanntlich  zugleich  mit  den  a  reell  sind.  Nach  Betrach- 
tung der  Fälle  it  =  3,  4,  5  hält  er  f&r  wahrscheinlich,  dass  die- 
selben —  die  unmittelbar  ersichtlichen  Wurzeln 

abgerechnet  —  von  der  Form  seien: 

X*  =  (a,4-a,a)H ^-flu_la)'•-0  {a^  +  a^(o"^-\ |-a„_|fti-*+>), 

wo  w  eine  imaginäre  Wurzel  der  Einheit  bedeutet.  Ferner  wird 
die  Determinante 


(1) 


On 


On 
On-t 


a. 


=  (_l)K«-0(«-2) 


a. 


On 


On 


On-l 


betrachtet  und  bemerkt,  dass  n  schon  von  Olivier  (Grelle  J.  II. 
p.  243)  betrachtete  Functionen  einer,  und  die  AppelVschen  Func- 
tionen tfr  (vergl.  d.  Jahrb.  IX.  p.  326)  von  (n—l)  Veränderlichen, 
fllr  die  a^^  a^...(in  gesetzt,  dieselbe  identisch  =  1  machen.  Die 
letzteren  sind  definirt  durch  das  System  der  Gleichungen 

wo  Ol  alle  Werthe  der  it**^"  Wurzel  aus  +1  anzunehmen  hat,  und 
analog  den  hyperbolischen  Functionen ,  die  daraus  für  n  =  2 
hervorgehen. 

Herr  Minozzi  giebt  die  Entwickelung  der  Determinante  (1) 
ab  Norm  der  ganzen  Function  o, +  a,a?  +  -*  +  a„a:*-*,  welche 
auch  Referent  (Clebsch  Ann.  XI.  p.  46)  ausgerechnet  hat.        St. 


ForUchr.  d.  Math.  X.  1. 
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A.    PucHTA.      Ean    Determinantensatz    und    seine    Um- 

kehrong.    Wien.  Denksehr.  XXXVIIL 

Gewisse  symmetrische  Determinanten  vom  Grade  2^,  die  in 
jeder  Reihe  dieselben  Elemente  enthalten,  lassen  sich  in  2^  lineare 
Factoren  zerlegen.  St 


F.  J.  Studnicka.     Eane  Determinantennotiz.    Gnsopis  vi. 

31-32.  (BohmiBch). 

Enthält  eine  Bemerkung  ttber  das  Zeichen  der  Dreiecks- 
determinante, sowie  die  Ableitung  der  Formel 


2V  = 


wenn  V  den  Flficheninhalt   des  Vierecks  (»,— a?^,  y,— ^4)  be- 
deutet Std. 


Munt     Letter,  to  Prof.  Sylvester  on  the  word  continuant. 
Am.  J.  L  344. 

Der  Verfasser  bemerkt ,  dass  er  das  Wort  „Ck>ntinuant^  zur 
Abkürzung  des  Ausdrucks  ,,continued-fraction  determinant^  ge- 
bildet habe,  und  dass  es  dem  deutschen  Ausdruck :  ,,Kettenbruch- 
Determinante^  äquivalent  sei.  0. 


J.  W.  L.  Glaishkr.    On  a  class  of  determinants.  Messenger 

(2)  Vn.  160-165. 

Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  Determinanten  von  der  Form 


*iy 


1 


«1?     «II 


1 


»») 


«f. 


^) 


«4)        «•) 


M 


1, 


und 


a,— 6„     1 
««— ^>    «i> 

«4— *4>     «•) 


1 
«n     1 


M 


1 


Es  sind  dies  die  Coef&cienten  von  af  in  der  Entwiekelung  von 

l und      1-fc»  ^+*«  ^'-  . 

1—a,  x+a^  x* ...  1— «1  ^+fl*  ^*-" 
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Man  erhält  eine  Beihe  von  Relationen,  die  verschiedene  Deter- 
minanten dieser  Formen  verbinden,  wenn  man  die  Goefficienten 
in  Formeln  wie 

l+a,a:+a,a?*+.-.    ""     1— B,ir+JB,ir'— B,a?'... 
gleichsetzt  nnd  der  Reihe  specielle  Formen  giebt   Z.  B. 

loglog(l+ap)  =  loga?+6,aj+iC,a:*+iC,x«  +  ..., 
wo 

j>     li .  • . 

81        "f»         1|  •  .  • 

W«       «1      T>       1»  •  •  • 
»>       «»      ¥>      ¥>  •  •  • 


a  =  - 


(»  Reihen), 


und  aacb 


=  (- 1)' 


1.2 

1 
2.3 

1 
3.4 

1 
4.5 


■""  1«  »  •  • 


1:2  '    -^'    •• 


1  1  1 

»      -: — IT-  9         —  1,  .  .  . 


2.3  1.2 

1  1  1 

3.4  '    2.3  '    1.2  ' 


•  •  • 


(»Reihen). 


Eine  Fortsetzung  der  Arbeit  findet  sich  Messenger  (2)  VIU. 
158-167,  1879.  61r.  (0.) 


B.  J.  Scott.    On  some  theorems  in  determinants. 

Messenger  (2)  VIII.  32-37. 

1)  Einfacher  Beweis  des  bekannten  Satzes: 


a. 


j     äj-^~^j,  •  •  • 


y  •  •  •  X^-A^y 


=  ii<aj— S)»-\ 


wo  a,9  a^y...an  n  Grössen  sind,  deren  Summe  gleich  S  ist,  und 
A^  =  S  — Ow 

8* 
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2)  Der  grösste  Tbeil  der  Arbeit  bezieht  sieb  aaf  die  Deter- 
minanten: 


(1) 


X«t«       X,  «  •  •  •  Xf) — 1 


Xj,       X|||  ,  .  ,  Xj 

welcbe,  wie  bekannt, 

=  (x,  +  x,H h  x«)  il(x,  +  ax,H h  a"-*x,), 

wo  a  eine  n**  Wnrzel  der  Einbeit  ist  Bezeiebnet  man  den  Lo- 
garitbmns  der  Determinante  mit  «,  so  erbält  man  mebrere  Aus- 
drftcke  für  die  Hesse'sebe  von  u.  Der  Verfasser  wertbet  die 
Determinante  1)  ftlr  die  speeiellen  Fälle  aus,  wo  x,,x,,...x«  resp. 
folgende  Wertbe  baben: 

I.  a ,    a+fc, . . .  a+(n— 1)6, 
U.  V,    2*     ,...«', 

xxl^    C/|  •        Ca         I  •  •  •  C^  I 

wo  c,,  0,,  • . .  die  BinomialcoefGeienten  in  der  Entwickelang  yon 
(1+x)^»  sind; 

IV.  coso,  cos(a+6)...cos{a+(ii— 1)6}, 
V.  sino,  sin(a4-6)  ...  sin{a-f-(«— 1)6}. 

Glr.  (0.) 


N.  L,  W.  A.  Gravelaar.     Eene  byzondere  vergelijking. 

Nieuw  Arch.  IV.  113-124. 

Auf  rein  analytischem  Wege  wird  bewiesen,  dass  die  beiden 
Gleicbungen : 


«1I-*    ö|. 


au 


'81 


Onl 


ö,,  —  X  ...  02« 


On2 


Omi  — X 


=  0, 
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ö|l^^        «IS 


'ji 


•  •  •  f^ln 
Og,  —  X  ...  02» 


II 


ai 


fej,    ...  6i 
6,,    . . .  b} 


m 


a.1 
6 


11 


b, 


On2 

6.. 


. . .  6«i 

. .  *  b|i2 


6,1g   ...  6, 


«m 


6im  t>2m  •  •  •  ^nm 

nur  reelle  Wurzeln  haben. 


=  0 


G. 


J.  D.  H.  DiCKsoN.     A  class  of  determiuants.  Trans,  of  Bdiob. 

XXVin.  II.  625631. 

Die  betrachteten  Determinanten  sind  von  der  Form: 


a 


19 

bn 


a,,  .  .  .  ür 
b^j  .  ,  ,  hr 

O3,  .  .  .  ^r-i-i. 


a,,    a 


J,  . . . 


ar-2i       ör-1,       Orj 


02r-2 


6,,       6,,  .  .  .  6r— 2i       6r-l»       6ri  •  •  •  62r— 2 

und  von  derselben  Form,  nur  dass  die  obere  horizontale  Reihe 
und  die  erste  verticale  Reihe  vertauscht  sind. 

Cly.  (0.) 

F.  J.  Stüdnicka.     Beitrag  zur  Determinantentheorie. 

Prag.  Ber.  1877.  120-125. 

Siehe  F.  d.  M.  IX.  p.  100.  0. 


F.  Mertens.      Sätze  über   Determinanten  und   Anwen- 
dung derselben    zum  Beweise   der   Sätze   von  Pascal 

und   Brianchon.     Borchardt  J.  LXXXIV.  355-359. 
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Beweis   des  Satzes  von  Pascal  und  zweier  anderer   Sätze 
vermittelst  Detenninanten-Umformang.  St 


A.  ScHOLTz.     Sechs  Pankte  eines  Kegelschnittes. 

Gnmert  Arch.  LXn.  317-325. 

Siehe  Abschn.  IX.  Gap.  2«  C. 


Dritter  Abschnitt 

Zahlentheorie. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

E.  Kummer.     Neuer  elementarer  Beweis  des  Satzes,  dass 
die  Anzahl  aller  Primzahlen  eine  unendliche  ist. 

Berl.  MoDatsber.  1878.  777-778. 

Wäre  die  Anzahl  aller  Primzahlen  eine  endliche  nnd  P  ihr 
Product,  so  wäre  keine  2iahl  unterhalb  P  mit  Ausnahme  der 
Eins  zu  P  relativ  prim.  Man  hätte  also  einmal  (p{P)  =  1  und 
andererseits 

9)(P)  =  (2-l)(3-l)(5-l)(7-l)...; 
diese  Gleichungen  würden  sich  aber  widersprechen.  No. 


Proth.     Th^r^mes  sur  les  nombres  premiers. 

0.  B.  LXXXVn.  926. 

Proth.     ü^noncöe  d'un  th^or^me  relatif  ä  la  th^orie  des 
nombres.   G.  B.  LXXXvn.  374. 

Die  2^hl  n   ist  eine  Primzahl,   wenn  a'^1   (mod.it)  Air 

X  =  — - — ,  aber  für  keinen  Theiler  von  — ^ —  ;  ebenso  wenn 

oF^l  (mod.  «)  für  a?  =  n— 1  wird,  und  wenn  zugleich  a'  zu  n 
theilerfremd  ist,  für  jeden  Modnl  der  Theiler  von  it— 1,  und  < 
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y«  angenommen  wird-  Wenn  ferner  n  =  »».2*+l  ist,  wo  m  eine 
ungrade  Zahl  <2*  bedentet,  und  wenn  ausBerdem  a  Nichtrest 
von   n  ist,  80  wird  »  Primzahl  sein   oder  nicht,  je   nachdem 

ä~^  +  l  =0  (mod.  n)  ist  oder  nicht.  Endlich  ist  »i  =  mp+I, 
wo  m  eine  beliebige,  p  eine  Primzahl  >i^R  bedeutet,  dann 
Primzahl,  wenn  a'-'^l  (mod.  n),  ohne  daas  a^^+l  (mod.«) 
ist.  In  allen  diesen  Sätzen  ist  a<n  und  a  zu  n  theilerfre^nd 
angenommen. 

Das  mitgetheilte  Theorem  lautet:  Die  Zahl  2^+1  ist  Prim- 
zahl oder  nicht,  je  nachdem  sie  3^~'4  1  theilt  oder  nicht;  A  be- 
deutet eine  Potenz  ron  2.  No. 


TcBEBYCHEPF.     Sur  utie  transformatiou  de  s^ries  num^ 

riques.    N.  0.  M.  IV.  305-308. 
E.  Catalan.     Demonstration  des  formules  de  M.  Tchä- 

bychefi.  N.  0.  m.  iv.  sos-sis. 
Die  Grundlage   der   Untersuchungen    von  Tchäbycheff  und 
A.  de  Polignae  Über    die  Vertheilung    der  Primzahlen  ist    die 
Formel : 

(A)     six  =  v.(«)+v(y)+v(4)+-. 


(B,  >(^)  =  fK/iT 


und  d(ik)  die  Summe  der  Logarithmen  aller  Primzahlen  ist,  die 

nicht  grösser  als  k  [Lionrille  J.  (1)  XVII.  369).    Die  Formel  (A) 

iwertbe  (valeurs  limitatires)  von  Functionen 

.ödere  Formeln  nur  asymptotische  Wertbe 

e  folgende,  die  von  Euler  (Intr.  in  anaL 

45^       i-(»'  i-w  i-ay 

PrimzabIeD  enth&U. 
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Herr  Tch^bycheff  hat  gefunden,  dass  die  Formeln  (A)  und 
(C)  sich  ans  folgender  Gleichung: 

(D)      Slx.fx  =  Slx.Fx,    Fx—   S     S   f(iia?"») 

1  »=1   m=l 

ergeben,  wo  x  auf  der  rechten  Seite  alle  Primzahlen  darstellt 

Er  selbst  giebt  diese  Gleichung  ohne  Beweis.     Man  leitet  (C) 

1 
aus  (D)  her,  indem  man  f x  =  — ;  setzt,  wobei  nach  (A) 

X 

fx=l  {für  x^Oj    fa?  =  0  für  a? > a. 

Herr  Catalan  giebt  die  Beweise  von  Tchöbycheflf  und  Euler 
für  (A)  und  ( G)  mit  Vereinfachungen  und  fQgt  einen  Beweis  für 
die  neue  Formel  (D)  hinzu.  Mn.  (0.) 


P.  Pepin.     Sur  la  formale  2*—  1.    CR.  Lxxxvi.  3073X0. 

Die  nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  dafElr,   dass 
g=  2* — 1  eine  Primzahl  ist,  wird  durch  die  Congruenz 

ausgedrückt,  worin  d*-\-b*  =  py  und  p  eine  Primzahl  von  der 
Form  4h +  1  bedeutet,  ftlr  welche  q  quadratischer  Nichtrest  ist 
Hieraus  folgt  noch  ein  zweites  Kriterium,  welches  dem  von 
E.  Lucas  in  den  C.  R.  LXXXIU.  p.  1286  angegebenen  ähnlich  ist 

Schi. 


E.  Lucas.     Sur  la  s^rie  rdcurrente  de  Fermat. 

Boncompagni  Ball.  XI.  783-799. 

Die  Arbeit  bezieht  sich,  wie  einige  frühere  desselben  Ver- 
fassers (F.  d.  M.  VIII.  und  IX.  III.  Abschn.  Cap.  1),  auf  die  Er- 
mittelung von  Regeln  y  welche  die  Zerlegung  zusammengesetzter 
Zahlen,  bez.  die  Erkennung  von  Primzahlen  von  der  Form  2"+ 1 
erleichtern.    Nach  le  Lasseur  folgt  daraus,  dass 

x'+y'  =  (x  +  y+^2^Xx  +  y-^2^), 

wenn  xy  das  Doppelte   einer  Quadratzahl  ist,  rationale  Theiler 
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bcsitet,  ftlr  a:  =  2^+^  y  =  1,  die  Zeriegnng  von  2*^^+1.  Herr 
Lneas  giebt  aoflserdem  eine  Tabelle  von  Fonneln,  die  von  le  Lassenr 
and  Anrifenille  herrühren,  nnd  Z^legnngen  liefern  fllr  den  Fall, 
da88  xy  gewisse  ganze  Vielfache  von  Qnadratzahlen  darstellt;  z.  B. 

ist  — ^_r  ,     zerlegbar,  wenn  xy  das  Zehnfache  einer  solchen  Ist 

Darauf  folgt  ebenfalls  nach  le  Lasseor  eine  Tafel  für  die  Theiler 
der  verschiedenen  Glieder  der  Fermaf  sehen  Reihe,  die  nadi  den 
vier  Gruppen  2»— 1,  2»+l,  2*^*+l,  2^+1  geordnet  sind,  wozu 
Regeln  hinzngefilgt  werden^  nach  denen  sich  die  Anfsochnng  der 
Theiler  vereinfachen  lässt;  z.  B.:  Die  Theiler  von  2^+1  sind  von 
der  Form  16119+ 1>  diejenigen  von  a<*"— 6**"  von  der  Form 
Aabnq-^-ly  wenn  n  nngrade  und  ab  von  der  Form  4A-}-3  ist 
u.  s.  w.,  femer  ist  2*«+'— 1  durch  8g+7  theilbar,  wenn  89  +  7 
eine  Primzahl  ist 

In  der  F.  d«  M.  IX.  p.  111  besprochenen  Arbeit  hat  Herr 
Lucas  eine  Regel  für  die  Untersuchung  der  in  Rede  stehenden 
Zahlen  gegeben.  Er  ftlgt  zu  derselben  hier  noch  eine  Reihe 
anderer  Regeln  hinzu;*  um  die  Art  derselben  zu  kennzeichnen, 
sei  eine  angeftlhrt:  j^Es  sei  p  =  Ä.2^ — 1,  wo  q  und  Ä  einer  der 
Bedingungen  genOgen: 

q  =  0\  A  =  3  oder  9 

*  — M   (mod.4)    und    ^  —  '^     '     ^Wmod.  10). 
q  =  2l   ^  ^  A=l     '     ll^  ^ 

q  =  3]  A=l      -      3 

Man  bilde  die  recurrirende  Reihe  r^r^...rq  mit  dem  Bildungs- 
gesetz r«+i^r2  — 2  (mod.  p),  während  r,  und  r,  die  Glieder 
Ua  und  Va  der  Fibonacci'schen  Reihe  sind ;  dann  ist  p  eine  Prim- 
zahl,  wenn  die  Stelle  des  ersten  durch  p  theilbaren  Gliedes 
=  q  ist" 

In  einer  Anzahl  von  Fällen  kann  man  diese  Sätze  durch 
andere  ersetzen,  die  dem  Wilson'schen  Theorem  insofern  näher 
kommen,  als  sie  noth wendige  und  hinreichende  Bedingungen 
daftlr  ergeben,  dass  eine  gewisse  2iahl  eine  Primzahl  sei;  der- 
artige Sätze  werden  fUr  die  Zahlen  von  der  Form 

2*«+^— 1,    2^+5  —  1,    2"®«+®— 1,    2*'«+*— 1,    2^+^—1 
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angegeben.  Aach  von  diesen  möge  nur  einer  hier  angefahrt 
werden:  „Damit  p^+'— 1  eine  Primzahl  sei,  ist  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  die  Gongruenz 

p±i  p±l 

C-^)' -(-4^) '-»(...„ 

bestehe.«  T. 


E.  Lucas.    On  the  Interpretation  of  a  passage  in  Mer- 

senne's  WOrks.     MesseDger  (2)  Vn.  185-187. 

Die  betreffende  Stelle  bezieht  sich  darauf,  dass  Zahlen  von 
der  Form  2"  — 1  zusammengesetzte  Zahlen  sind,  ausser  wenn 
II  die  Werthe  2,  3,  5,  7,  13,  17,  19,  31,  67,  127,  257...  hat. 
Herr  Lucas  betrachtet  in  dieser  Note  die  Auflösung  von  2**  in 
Factoren  und  zwar  betrachtet  er  die  3  Formen 

2*«+^-l,  2^+»-l,  2^*-l, 
jede  für  sich.  Glr.  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisheb.     On  certain  special  enumeration  of 

primes.     Bep.  Brit  A88.  1878. 

Die  Arbeit  betrifft  1)  Primpaare,  d.  h.  Paare  von  Primzahlen, 
die  nur  durch  eine  andere  Zahl  getrennt  sind,  wie  11  und  13, 
17  und  19,  29  und  31  etc.,  2)  Primzahlen  von  den  Formen 
4h+1  und  411+3,  die  getrennt  aufgezählt  werden. 

Csy.  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisheb.    An  enumeration  of  prime  pairs. 

MesseDger  (2)  VUL  28-83. 

Unter  einem  Frimzahlpaar  ist  ein  Paar  von  Primzahlen  ge- 
meint, die  nur  durch  eine  Zahl  getrennt  sind,  wie  11  und  13, 
17  und  19  etc.  Die  vorliegende  Arbeit  enthält  Tafeln  ttber  die 
Zahl  der  Primzahlpaare  in  je  tausend  Zahlen  von  0  bis  100000, 
1000000  bis  1100000,  2000000  bis  2100000,  6000000  bis  6100000, 
7000000  bis  7100000  und  8000000  bis  8100000.      Die  Tafeln 
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zeigen  z.  B.,  dass  zwJBchen  0  und  tOOO  es  36  Holche  Paare  giebt, 
zwischen  1000  and  2000  26,  zwischen  2000  und  3000  21  o.  s.  f. 
Im  Ganzen  ergeben  sich  in  den  6  Grnppen 
0-  100000  =  1225 

1000000-1100000=    725 

2000000-2100000=   644 

6000000—6100000=   545 

7000000-7100000=   525 

8000000—8100000=  518. 
Die  Resultate  der  Anfz&falung  aind  auch  so  arrangirt,  dass 
sie  die  Zahl  der  Tausende  in  jeder  Gruppe  zeigen,  welche  1, 2, 3. . .  36 
Primzahlpaare  enthält  Nor  ein  Tanaend  (8014000—8015000)  ent- 
hält kein  solches  Paar.  Die  Zahl  der  Primzahlpaare  ist  aber  eher 
kleiner  als  Vn  ^^^  ^^^^  ^^  Primzahlen  in  demselben  Interrall. 
Am  Ende  der  Arbeit  finden  sieb  einige  Bemerkangen  über  den 
Satz,  dass  die  q—2  Zahlen,  welche  auf  die  Zahl  2.3.5-..  (p+1), 
wo  p  and  q  aufeinander  folgende  Primzahlen  sind,  folgen,  zu- 
sammengesetzte  Zahlen  sind.  GIr.  (0.) 


W.  W.  Johnson.     Enumeration  of  primes.   AoAiyst  v.  i-s- 
Bericht  über  die  Unternehmungen  von  J.  W.  L.  Glaisher, 
siehe'  F.  d.  M.  VUI.  764  und  IX.  116.  GIr.  (0.) 


J.  W.  L.  Glaishbk.     Od  long  successions  of  composite 

□Umbers.  Hesaeoger  (2)  VII.  171-176. 
1^!.  «_t..:.  entiigit  Polgen  von  99  oder  mehr  aufeinander 
mengcBetzten  Zahlen  in  der  siebenten,  achten  und 
In  der  siebenten  Million  giebt  es  31  solche 
achten  24  und  in  der  neunten  31.  Diese  Listen 
lebt,  alle  Folgen  von  99  zu  geben.  Die  längste 
ir  siebenten  Million  gebt  von  6034247  bis  6034393, 
147)  von  7230331  bis  7230479  und  in  der  neunten 
F51  bis  8421403.  Die  entsprechenden  Folgen  der 
en  finden  sich  Mesaenger  (2)  VII.  103-106  1877 


V 


% 
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(siehe  F.  d.  M.  IX.  p.  1 15).  Dort  werden  auch  3  Tafeln  ttber  die 
Folgen  zwischen  1  und  100000  gegeben.  Die  erste  enthält  die 
Zahl  der  Folgen  von  19  und  mehr,  es  giebt  238  Folgen  von  19, 
223  von  21  n.  s.  f.  Die  zweite  giebt  die  Liste  von  solchen  Folgen, 
deren  jede  eine  vorhergehende  übertrifft,  d.  h.  zwischen  7  und  11 
ist  eine  Folge  von  3;  keine  Folge,  die  3  überschreitet,  giebt  es 
bis  zu  der  Folge  von  5  zwischen  23  und  29;  die  erste  Folge, 
die  5  überschreitet,  ist  die  von  7  zwischen  89  und  97  u.  s.  f.  Die 
bemerkenswertheste  Folge  ist  33  zwischen  1327  und  1361.  Die 
längste  bis  100000  ist  71  (31397—31469).  Ein  Uebersehen  in 
diesen  Tafeln  (die  Folge  21  von  1129—1151)  wird  in  Messenger 
(2)  IX.  54  1879  verbessert.  Die  dritte  Tafel  giebt  eine  vollstän- 
dige Liste  der  Folgen  von  51  und  mehr  zwischen  1  und  100000. 

Glr.  (0.) 

E.  Lucas.     On  long  successions  of  composite  numbers. 

IfesseDger  (2)  VIII.  81. 

Bezieht  sich  auf  die  frühere  und  die  obige  Arbeit  von  Glaisher 
(s.  F.  d.  M.  IX.  p.  115).  Der  Verfasser  giebt  an,  wie  man  leichter 
lange  Folgen  zusammengesetzter  Zahlen  erhalten  kann,  als  auf 
Grund  des  Satzes,  dass  die  9—2  auf  2.  3.  5...(p+l)  folgenden 
Stahlen  zusammengesetzte  Zahlen  sind.  Glr.  (0.) 


Faa  de  Bruno.     Sur  la  partition  des  nombres.  Borchardt  J. 

LXXXV.   317-327;     Clebsch  Ann.   XIV.  241-248;     0.  R   LXXXVI 
1189-1192,  1259-1260. 

Faa  de  Bruno.     On  the  partition  of  numbers.    Qnart.  J. 

XV.  272-274. 

Bezeichnet  man  mit  Cp  die  Anzahl  der  Arten  der  Zusammen* 
Setzung  einer  ganzen  Zahl  p  aus  r  Summanden,  die  der  Zahlen- 
reihe 0,  1, . . .  n  entnommen  sind,  so  bestehen  Recursionsformeln  ftlr 
Cp,  C)^i,...,  welche  denjenigen  sehr  ähnlich  sind,  durch  welche 
die  CioefGcienten  und  die  Potenzsummen  der  Wurzeln  einer 
Gleichung  p*«"  Grades  mit  einander  verbunden  sind.  Mit  Hülfe 
dieses  Cmstandes  hatte  der  Herr  Verfasser  in  seiner  ^Thöorie  des 


/ 
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formeB  binairea"  Q,  durch  gewisse  OrtJeseo  «„  «„  ...$p  auBgedrflckt, 
die  von  den  Wurzeln  der  OleichuDgen 

C!-«)0-x'). ■■(1-0=0, 
a-ar+Oa-a^+'J—CI— «"+0  =  0 
abh&ngen.  Der  hierbei  auftreteBde  Aasdnick  kann  aber  aacb 
symboliscb  als  Coeffioient  in  der  Entwiokelung  einer  p**"  Potenz 
aufgeffuwt  werden,  and  wenn  man  von  dem  Umstände  Qebrauob 
maeht,  daaa  der  CoefGoient  der  p'*"  Potenz  in  der  Entwickelang 
von  ^(_a>)  nacb  Potenzen  von  x  gleich  dem  entsprechenden  in  der 
Entwiekelong  von 

ist,  falte  d*  durch  i\  ersetzt  wird,  so  erhält  man  aU  Schlassresaltat, 
dasB  Cf  gleich  dem  Coefficienten  der  p""  Potenz  in  der  Ent- 
wickelang des  AoBdrucks 

wird.  Aehnliche  Formeln  ergeben  sich  fBr  die  Anzahl  der 
ganzzahligen  LSsungeo  von 

Ol»!  +  ozxi  + . . .  +  a^x,  =  p. 

No. 


G.  Halpbbn.     Sur  diverses  formules  räcnrrentes   con- 
cemant  les  diviseurs  des  uombres  entiers.  Boll.  S.  H.  F. 

Tl.  17S-188. 
G.  Halphen.     Bar  les  sommes  des  divisears  des  nombres 
les  d^ompositioDB  en  deax  carr^a. 
P.  VI.  119-120. 

■leichong  a—af  =  ±{b—ce)$  seien  o,  b  positiv;  y  po- 
rade;  x  liege  zwischen  +ifa  nnd  — t^'a;  x,  y  seien 
tiven,  x*,  y*  die  znm  negativen  Zeichen  gehörigen 
gegebeneu  o,  b;  dann  folgt  ans  einer  Untersuobong 
gmenz  der  z,  x*  und  y,  y*  (mod.  2),  dass 
-ly-K.-l)''  =  0  tat  a-6'^O 

=  (-i)*+'6  fllr  o-6'  =  0i 


■^^ 
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und,  wenD  P{(a)  die  Summe  der  positiven  und  graden  Divisoren 
von  w  bezeichnet,  dass 

2('-'\yy  +  S{''iyyr  =  {-iy>+^P{a^b^)  fttr  a-6^^0 

=  (-1)6+16^  flir  a-6^  =  0. 

Ist  nun  fQsi)  eine  ungrade  Function,  und  bildet  man  die  Summe 

der  Ausdrficke  (— l)*f(^""^  +x)  ffir  alle  zwischen  +^a  und 

— /a  liegenden  x  und  alle  ungraden  Theiler  von  a—a^  flbr  y, 
so  folgte  indem  man  zuerst  sftmmtliche  zu    den    Argumenten 

|.x  =  +6  gehörigen  Summanden  zusammenfSasst,  aus  dem 

ersten  Theile  des  obigen  Satzes,  dass  jene  Summe  gleich  0 
wird,  falls  a  kein  Quadrat  ist,  im  entgegengesetzten  Falle  da- 
gegen gldeh  (— l)"+*>^f(/a).  Wird  f{%)  =s  s  angenommen,  so 
folgt,  wenn  wir  mit  C(ßo)  die  Summe  deijenigen  Divisoren  von  ca 
bezeichnen,  deren  Complemente  ungrade  sind,  dass 

C(a)--2C(a-l)+2C(a-4)-2C(a-9)+-  =  0, 
falls  a  kein  Quadrat  ist,  und 

=  (-l)«+*.a, 
falls  a  ein  Quadrat  ist 

Aus  diesen  Beductionsformeln  kann  man  dann  unmittelbar 
die  Sätze  ableiten,  dass  jede  Primzahl  der  Form  4iit4- 1  als  Summe 
zweier,  jede  Primzahl  der  Form  8m  4-3  als  Summe  dreier  Qua- 
drate darstellbar  ist.  Durch  andere  Formen  der  Function  f(«), 
durch  die  Anwendung  des  zweiten  Theils  des  obigen  Satzes,  so- 
wie endlich  durch  Zugrundelegung  von  allgemeineren  Gleichungen 
als  o — x^  =  +  (6— «)y  werden  in  ähnlicher  Weise  neue  Reduc- 
tionsformeln  hergeleitet  Schliesslich  wird  gezeigt,  wie  die  merk- 
würdige Euler-Jacobi'sche  Identität,  welche  im  Allgemeinen  zur 
Ableitung  solcher  Formeln  ftlr  die  Divisoren  verwendet  wird, 
umgekehrt  aus  den  gefundenen  Sätzen  hergeleitet  werden  kann. 

No. 


V.   BoüNiAKOWSKY.      Nouvcau    cas    de    divisibilit^    des 
nombres  de  la  forme  2'"+!,  trouv6  gar  le  r^v^rend 

p^re  J.   Pervouchine.    Bali,  de  st.  Petereb.  XXIV. 


1 


'^ 
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V.  B0UNIAKOW8KY.      Eiicore   un   nouveau  cas  de  divisi- 
bilitö  des  nombres  de  la  forme  2^+1.  BdIL  de  St  Peterab. 

XXV. 

Herr  J.  Pervoucbine  aandte  der  Akademie  zwei  MittbeiluDgen 
aber  die  Theilbarkeit  der  Zahlen  voo  der  Form  2^"-{-l  zu.  In 
der  ersten,  die  vom  18.  (30.)  November  1877  datirt,  wird  be- 
wiesen, daas 

g'^+IsO  (Med.  114689). 
In   der  zweiteD   kommt   eioe   noch    grossere   Zahl  in   Betracht, 
n&mlich 

2*"+l, 
welche  die  Primzahl  167772161  zum  Divisor  hat 

Die  Theilbarkeit  der  Zahl  2'"-]-l  ist  auch  tod  Herrn  Lucas 
(Atti  della  Reale  Academie  di  Torino  Vol.  XUI)  bemerkt  wor- 
den,  die  Note  des  Herrn  Lucas  ist  aber  zwei  Monate  später 
(27.  Januar  1878)  als  die  Mittheiloog  des  Herrn  Pervoucbine  be- 
kannt geworden;  im  Uebrigen  ist  es  unzweifelbafl,  dass  die  beiden 
Mathematiker  unabhängig  von  einander  das  fragliche  Resultat 
aufgefunden  haben. 

Soviel  bekannt,  sind  die  oben  aufgefthrten  Zahlen  und 
die  noch  von  Euler  angeführte  Zahl  2'*-|-l  die  einigen  von 
der  Form  2^"+!,  deren  Theilbarkeit  bis  jetzt  bemerkt  wor- 
den ist 

Die  VeriGcadon  der  angefahrten  Resultate  wurde  von  den 
Herren  Akademikern  Bonniakowsky  und  Zolotareff  unternommen 
und  zeigte  deren  vollkommene  Kchtigkeit  P. 

HoBTA.      Sobre  divisibilidade  dos  aome- 

math.  a  utr.  L  57-63. 


8HBB.     Od  factor  tables  with  an  account 
e.  of  formation  of  the  fector  table  for  the 

On.    Proc.  of  Cambr.  III.  99-108. 
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Die  Arbeit  enthält  1)  einen  historischen  Bericht  flber  Factoren- 
tafeln,  2)  einen  Bericht  über  die  Herstellung  der  Factorentafel 
fbr  die  vierte  Million. 

Der  grössere  Theil  des  historischen  Theils  ist  den  Tafeln 
FelkeVs  (1776),  der  Beziehung  Lamberfs  zu  solchen  Tafeln  und 
den  Tafeln  von  Ghernac,  Burckhardt  und  Dase  gewidmet.  Der 
Inhalt  der  21  Paragraphen,  in  welche  die  Arbeit  getbeilt  ist,  ist: 
§§  1—2)  Gebrauch  einer  Factorentafel,  3)  Liste  früherer  Tafeln  bis 
1811,  4)  Beschreibung  von  FelkeFs  Tafel,  5)  Felkel  und  Lambert, 

6)  Lambert's  Publikationen,  die  sich  auf  Factorentafeln  beziehen, 

7)  Correspondenz  zwischen  Lambert  und  von  Stamford  und  Rosen- 
thal, 8)  zwischen  Lambert  und  Felkel,  9)  zwischen  Lambert  und 
Hindenburg,  10)  FelkeVs  wieder  erschienene  Tafeln,  11)  FelkePs 
eigner  Bericht  über  seine  Arbeit,  12)  Schicksal  seiner  Tafeln, 
13)  Harcfs  und  Vega's  Tafeln,  14)  Chernac's  cribrum,  15—16) 
Burckhardt's  Tafeln,  1-7)  Gauss,  Dase  und  Rosenberg  (siebente, 
achte  und  neunte  Million),  18)  die  zehnte  Million ,  19)  das  Ber- 
liner Manuscript  der  vierten,  fünften  und  sechsten  Million,  20) 
Bericht  über  die  Berechnung  der  vierten  Million,  21)  Beispiel, 
um  die  Anwendung  einer  Factorentafel  zur  Berechnung  von  Loga- 
rithmen zu  zeigen.  §  20  enthält  einen  genauen  Bericht  über  die 
Berechnungsart  der  Factorentafel  für  die  vierte  Million  nach  der 
Constrnction  von  Herrn  James  Glaisher,  dem  Bruder  des  Ver- 
fassers, der  es  übernommen  hatte,  die  Lücke  von  3  Millionen 
zwischen  Burckhardfs  und  Dase's  Tafeln  auszuftlUen.  Die  an- 
gewandte Methode  ist  der  von  Burckhardt  benutzten  ähnlich.  Die 
Factorentafel  selbst  ist  1879  veröffentlicht  und  enthält  in  der  Ein- 
leitung zu  dem  Bande  einen  vollständigen  Bericht  über  ihre  Con- 
struction.  Ein  Nachtrag  zu  der  Arbeit  findet  sich  in  den  Proc. 
of  Cambr.  111.  228—229  (1879).  Glr.  (0.) 


G.  ToRKLLi.     Sopra  alcune  proprietk  numeriche. 

BattagUoi  G.  XYI.  152-166. 

In  der  vorliegenden  Abhandlung  werden   mit  Hilfe  von  be- 
kannten Jacobi'schen  und  Eisenstein'schen  Sätzen  zwölf  zahlen- 

Fortschr.  d.  Math.  X.   1.  9 


X 
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theoretische  Theoreme  bewiesen,  welche  grösstentheils  den  merk- 
wflrdigen  Zusammenhang  betreffen,  der  zwischen  der  Samme  der 
Divisoren  einer  ungraden  Zahl  und  der  Anzahl  der  möglichen 
Zerlegungen  eines  bestimmten  Vielfachen  derselben  Zahl  in  die 
Summe  von  vier  resp.  drei  Quadraten  besteht  Drei  dieser  ^tze 
sind  bereits  von  E.  Fergola  im  X.  Bande  des  Bsttaglini'schea 
Journals  p.  54  mitgetheilt  worden;  sie  ergeben  sich  als  specielle 
Fälle.  Wir  heben  folgenden  Satz  hervor:  Wenn  2n — 1  eine 
durch  3  nicht  theilbare  ungrade  Zahl  ist^  und  p  und  q  bezüglich 
angeben,  auf  wie  viele  verschiedene  Arten  die  Zahl  4.3*^'(2n-- 1) 
in  die  Summe  der  drei  Quadrate  22;*-{'y'  +  ^N  bezüglich  in  die 
Summe  von  vier  Quadraten  ir"4-y'+*'  +  ''  zerlegbar  ist,  wobei 
jedoch  fUr  x,  y,  js,  i  nur  ungleiche  und  ungrade  Zahlen  gesetzt 
werden  dürfen,  welche  nicht  sämmtlich  durch  3  theilbar  sind,  so 
ist,  wenn  mit  9(2n— 1)  die  Summe  der  Divisoren  der  Zahl  (2ii— 1) 
bezeichnet  wird,  p4-2g  =  3*^2ii— 1).  Schi. 


L.  Lorenz.     Om  Primtalrokken.   Zenthen  Tideskr.  (4)  ii.  i-3. 
Bezeichnet  n^  die  periodische  Function 
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wo  m  eine  ungrade,  n  eine  grade  Zahl  bedeutet,  dann  vrird 
immer  itm  =  n — 2mr  sein,  wenn  r  die  Anzahl  der  ganzen  Zahlen 
in  der  Reihe  1,  3,  5,  ...  n — 1  bezeichnet»  welche  durch  m  theil- 
bar sind.  Dies  lässt  sich  zur  Bestimmung  eines  exacten  Aus- 
drucks ftlr  die  Anzahl  der  ganzen  Zahlen  bis  n  inclusive,  welche 
durch  die  Primzahlen  2,  3,  5,  . . .  p  nicht  theilbaf  sind ,  an- 
wenden. 

Femer   zeigt   der  Verfasser,    dass   es  möglich  ist   ftlr  die 
Function  if(p)  (die  Anzahl  der  Primzahlen  ^p),  eine  Näherungs- 
formel mittelst  einer  Differentialgleichung  zu  erhalten,  indem  man 
sie  durch  eine  continuirliche  Function  ersetzt,   und  p  einen  so 
^  Werth  beilegt,   dass   die  Differenz  zwischen  p  und  der 
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nächsten  Primzahl  als  verschwindend  in  Vergleich  mit  p  betrachtet 
werden  kann.    Er  findet  die  Differentialgleichung 


d 


i(y(p«)-y(p))  =  l=lM, 


äp    ^^^  '     ^^"^'^  P 

die  als  erste  Annäherung  auf  die  bekannte  Gauss'sche  Formel 
fthrt  m  Gm. 


J.  W.  L.  Glaishkr.      Generalisation   of  Prof.  Cayley's 

theorem  On  partition.     Messenger  (2)  VIII.  83-84. 

Prof.  Cayley's  Satz  erschien  Messenger  (2)  V.  p.  188  (siehe 
F.  d.  M.  YIII.  p.  85).  Die  Verallgemeinerung  geht  dahin  ^  dass 
wenn  iir  die  Zahl  der  Theilungen  von  n  bezeichnet,  deren  keine 
kleiner  als  r  und  die  der  Reihe  nach  geordnet  sind,  dann 

d.  h.  jedes  Glied  ist  gleich  dem  unmittelbar  vorhergehenden  -f 
dem  r**^"  vorhergehenden.  Wenn  r  =  1 ,  so  dass  alle  Zahlen  in 
den  Theilungen  vorkommen  können,  so  hat  man  n^==2  (n— 1), , 
wo,  wie  bekannt,  n^  =  2"~^  Glr.  (0.) 


H.  PosTüLA,  E.  Catalan.      Sur    un  problfeme   d*arith- 
mdtique.    N.  c.  M.  IV.  204-209. 

Es  sei  a(N)  die  Summe  der  Zahlen,  prim  und  kleiner  als  N, 
Postula  findet  2a{N)  =  Nq>(N)  mittelst  eines  Weges ,  der  dem 
analog  ist,  durch  den  man  q>{N)  bestimmt  (siehe  Dirichlet-Dede- 
kind,  Zahlentheorie  §  11).  Catalan  gelangt  auf  folgende  Weise 
dazu:  Eine  Zahl  A,  prim  zu  Ny  entspricht  einer  Zahl  JV— ^,  eben- 
falls prim  zu  N.  Die  Summe  beider  ist  JV.  Die  Summe  a(iV) 
der  q>(N)  Zahlen  l  plus  der  der  y(iV)  Zahlen  JV — A,  die  noth- 
wendig  identisch  sind,  ist  also  Nq>{N).  Mn.  (0.) 


P.  Mansion.     Sur  la  th^orie  des  nombres.    Gand.  Hoste. 
E.  Catalan.     Th6orfeme  de  MM.  Smith  et  Mansion. 

N.  0.  M.  IV.  103-111. 

9* 
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C.  LE  Paige.     Sur  un  th^orfeme  de  M.  Mansion.    N,  c.  M. 

IV.  176-177. 

Die  Brochtlre  enthält  5  Artikel,  von  denen  3  bereits  in 
diesem  Jahrbuch  besprochen  sind :  1 )  Sur  un  principe  ölömentaire 
d*arithniötique.  Berichtigung  eines  Fehlers  in  Poinsot's:  K^flexion 
nur  les  principes  fondamentaux  de  la  th^orie  des  nombres. 
2)  (lönöralisation  du  th^oröme  de  Nicomaque,  siehe  F.  d.  M.  YII. 
p.  DO.  8)  Gönäralisation  d'un  th^oröme  de  M.  H.  J.  S.  Smith. 
Hiebe  diesen  Band  p.  111.  4)  Sur  le  thöoröme  de  Fermat«  N.  C. 
M.  IV.  72-76  [(siehe  F.  d.  M.  VII.  p.  88)],  nebst  historischen  No- 
tizen über  diesen  Satz.  5)  Loi  de  räciprocit6  des  rteidus  qnadra- 
tl(jues.  Siebe  F.  d.  M.  VIII.  p.  93.  Die  Arbeit  über  den  Satz 
von  Smith  enthält  einen  Beweis  der  Formel  (p(fib)=^q>(fi).(p(b\ 
wo  a  und  b  relativ  prim  sind.  Der  Weg  des  in  der  letzten 
Arbeit  angegebenen  Beweises  findet  sich  unter  den  Examinations- 
arbciten  der  Universität  Cambridge  für  1878  angegeben. 

Mn.  (0.) 

VjW.  Ladi),  H.  L.  Orchard.    Solution  of  aquestion  (5631). 

Kduo.  Times  XXIX.  23-24. 

Beweis,  dass  keine  Potenz  von  3  von  der  Form  ISn— 1  ist, 
iiud  dass  die  14**"  Potenz  von  3  die  kleinste  von  der  Form 
20» --1  ist.  0. 

ß.  Rbalis.     ScoHes  pour  un  th^orfeme  de  Fermat. 

Nonv.  Ann.  (2)  XVII.  381. 

Der  Satz,  um  den  es  sich  handelt,  heisst:  Jede  ganze  Zahl 
ist  die  Summe  von  3  dreieckigen  Zahlen.  0. 


Correspondance.   Nouv.  Ann.  (2)  xvii.  462-464. 

Es  ist  wegen 

9„,  ^    (3ii'+  l)(3ii'+  2)       (3ii'- 2)(.^ii'-  1) 

2  2 

^cb  3  theilbare  Quadrat  die  Differenz  zweier  zu  3  theiler- 
Viati^Milarzahlen.  No. 
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H.  W.  L.  Tanner.     Arithmetical  note.    MesseDger  (2)  vii. 

157-158. 

Bezieht  sich  auf  den  Beweis,   dass  n!  nicht  Potenz  einer 
ganzen  Zahl  sein  kann.  Glr.  (0.) 


J.  W.  L.  Glaishb|i.     On  certain  sums  of  Squares. 

MesseDger  (2)  VIII.  48. 

Die  4n(n— 1)  Quadrate  ^(ajo;)*,  gebildet  durch  Addition 
der  Quadrate  aller  Paare  der  Grössen  a^,  a,,...  a»,  kann,  wenn 
n  ungrade  ist,  ausgedrückt  werden  als  Summe  von  n  Quadraten 
in  der  Form: 

wo  Cr  gleich  cos und  5»  gleich  sin .  Der  entsprechende 

Satz  fbr  ein  grades  n  wird  ebenfalls  gegeben. 

Glr.  (0.) 


E.  Cesaro.     Thöorfeme  d  arithm^tique.    N.  c.  M.  iv.  329. 

Bezeichnet  Sn  die  Summe  der  Reste  der  ganzen  Zahl  n  bei 
der  Division  durch  jede  der  vorhergehenden  ganzen  Zahlen,  so 
hat  man: 

wo  /h  die  Summe  der  Theiler  von  k  ist.  Mn.  (0.) 


A.  Z.  Candido.     Theorema  da  theoria  dos  numeros. 

Jörn.  8C.  math.  e  astr.  I.  171-172. 


Pkpin.     Memoire  sur  las  lois  de  r^ciprocit^  relatives  aux 
r^sidus  de  puissances.    Acc.  f.  d.  N.  L.  xxxi.  uo-149. 


134  ni*  Abschnitt    Zahlentheorie. 

W.  Mantel.     Prijsvraag  No.  12.   Nieuw.  Arch.  iv.  57-59. 

G.  A.  OSKAMP.      Prijsvraag  No.  12.    Nieuw.  Arch.  IV.  83-94. 

Zwei  Lösangeo  der  Aufgabe:  Man  soll  beweisen,  dass  der 
Werth  der  CoefScienteo,  welche  man  bei  der  Untersuchung  nach 
der  Theilbarkeit  durch  eine  Primzahl  in  jedem  Zahlsystem  be- 
ntttzen  muss,  um  mittelst  Abziehong  ein,  zwei,  drei  etc.  Ziffern 
zu  eliminiren,  periodisch  ist  Und  zweitens,  dass  die  Zahl  von 
Gliedern  der  Periode  der  Zahl  von  Ziffern  der  Wiederholung, 
welche  bei  der  Theilung  durch  dieselbe  Primzahl  nöthig  ist, 
gleich  ist  O. 


E.  Lucas.      Sur    la    thöorie    des    fonctions  num^riques 
simplement  pdriodiques.  N.  c.  M.  lil.  369-376,  401-407,  IV.  1-8, 

33-40,  65-71,  97-105,  129-134,  225-228. 

.G.    DE    LoNGCHAMPS.        8ur    las    formules    »„,   r,    de 
M.  E.  Lucas.  N.  o.  m.  rv.  83-84. 

Der  zweite  Artikel  enthält  die  Verallgemeinerung  einiger 
Formeln,  die  aus  der  Theorie  von  Lucas  abgeleitet  sind.  Die 
Abhandlung  des  Herrn  Lucas  ist  in  20  Paragraphen  getheilt, 
und  diese  sind  fast  identisch  mit  den  17  ersten  der  unten  be- 
sprochenen aus  dem  Am.  J.,  während  die  No.  18  bis  30  des  letz- 
teren Ergänzungen  dazu  enthalten.    Siehe  das  folgende  Referat 

Mn.  (0.) 

E.  Lucas.    Theorie  des  fonctions  num^riques  simplement 

p^riodiques.    Am.  J.  I.  184-251,  289-321. 

Die  vorliegende  Arbeit  liefert  eine  Zusammenfassung,  Ent- 
Wickelung  und  Erweiterung  der  Untersuchungen  des  Herrn  Ver- 
fassers, ttber  die  bereits  F.  d.  M.  VU.  88,  Vffl.  81,  82,  IX.  111 
referirt  ist  —  In  x^  =zpx  —  q  seien  beide  Coeflficienten  ganze 
Zahlen;   aus   den   Wurzeln  a  und  6  werden   die   numerischen 

ictionen  fi«  =  — zrr-?  r„  =  a*+6"  gebildet    Sind  a  und  6 


Capitel  1.     Allgemeioes.  135 

reell  und  ganz,  so  heissen  die  Reihen  solcbe  erster  Art;  sind  a 
und  b  reell,  aber  irrational,  zweiter;  sind  a  und  b  imaginär,  dritter 
Art.  Beispiele  für  die  «-Reihen  der  drei  Arten  liefern  die  Fermaf- 
sche:  0,  1,  3,  7,  ..  ,  für  welche  Mn+i  =  2m„4-  1 ;  die  von  Fibonacci: 
0,  1,  1,  2,  3,  5,  . . .,  für  welche  Un^i  =  Wh  +  w»-i;  die  Peirsche: 
0,  1,  2,  5,  12,  . . . ,  für  welche  tin+i  =  2iin  +  Wii-i  ist.  Die  grosse 
Fülle  der  Beziehungen  dieser  Reihen  zu  den  goniometrischen  Func- 
tionen, den  Kettenbrttchen,  Theil bruchreihen  u.  s.  w.  bietet  nichts, 
was  im  Referate  angegeben  werden  könnte. 

Im  zweiten  Abschnitte  wird  das  Auftreten  der  Primzahlen  in 
den  Reihen  besprochen  und  der  Fundameutalsatz  aufgestellt: 
^Ist  m  =  p^i.j!;^)...  eine  zu  a,b  theilerfremde  Zahl,  und  bedeutet 
J  die  Discriminante  der  Gleichung  x*  =  px  —  q  mit  den  Wurzeln 
a,  b;  ist  ferner 

^W  =  P7--'.K--'...[p.-(^)]  t-(^)]-, 

80  wird  11^,(^)^0  (mod.  m);  und  wenn  umgekehrt  m^^O  (mod.  m). 
ist,  dann  wird  n  ein  Vielfaches  von  i//(m)  sein.^  Hieraus  folgt 
dann,  dass,  wenn  tin+i  durch  n  theilbar  wird,  aber  kein  früheres 
u,  dessen  Index  ein  Theiler  von  n+l  ist,  n  eine  Primzahl  sein 
muss.  Diese  Bedingung  ist  hinreichend  aber  nicht  noth wendig; 
der  Herr  Verfasser  scheint  dies  auch  gesehen  zu  haben  (S.  313), 
aber  doch  nicht  scharf  genug.  Wenigstens  giebt  er  auf  Grund 
jenes  Satzes  mittelst  unzulänglicher  Beweise  eine  Reihe  von 
Theoremen,  über  deren  Richtigkeit  Referent  kein  Urtheil  wagt 
Theorem  II,  S.  305  freilich  ergiebt  sich  schon  für  die  Beispiele 
g  =  0,  g  =  1  als  falsch.  (Nebenbei  mag  bemerkt  werden ,  dass 
auch  an  anderen  Stellen  die  Strenge  der  Beweise  nicht  über 
allem  Zweifel  erhaben  ist;  so  wird  S.  309  geschlossen:  Weil  je- 
des Glied  einer  unendlichen  Reihe  eine  Primzahl  von  der  Form 
59  +  2  enthält,  deshalb  giebt  es  unendlich  viele  Primzahlen  dieser 
Form.  Der  Schluss  S.  291,  Theorem  IV  ist  noch  etwas  gewagter.) 
Ans  diesen  Resultaten  zieht  der  Herr  Verfasser  die  „einzige  di- 
recte  und  praktische  Methode^  für  die  Untersuchung  grosser 
Zahlen  hinsichtlich  ihres  Primzahlcharakters.  Für  gewisse  Zahl- 
formen, wie  z.  B.  2^*'4-ly  2*'—l  u.  s.  w.  liefert  die  Methode  in 
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der  Tbat  bei  verhältnissmässig  geringem  ZeilaafwaDd  die  Eint- 
Scheidung.  No. 

E.  Lucas.    Th6orfemes  d'arithmdtique.    Atü  di  Torino  Xin. 

271-285. 
Ans  dem  Gauss'schen  Theorem 

^^  =  ''--(^)'^--- 

wird  ein  Sbalichea: 

"'^  =  «--(^)p''''- 

hergeleitet  und  auf  die  Functionen  u,,  u,  angewendet.     (Siehe 
die  vorige  Arbeit)    .I^ei-^  — E^  werden  zerlegt,  und  Bobald  p 
eine  Primzahl  von  äßr  Form  4^+1  ist,  findet  man: 
^E-=Y*-pQ^Z\    ^^  =  r+pQ'-JZ*; 

da  unter  gewissen  umständen  die  zweiten  Sumroanden  der 
rechten  Seiten  Quadrate  werden,  so  hat  man  in  diesem  Falle 
eine  Factorenzerlegung  der  Quotienten  auf  der  linken  Seite  und 
kann  dies  zur  Erforschung  des  Primzabicbaracters  gewisser  Zahlen 
von  der  Form  2"-l-l  benutzen.  Siehe  auch  die  Arbeit  von 
Bouniakowsky  p.  127-128-  No. 


E.  DE  JoNQUiERBS.      Etudc  8ur  les  d^compositioDs   en 

sommes  de  deux  carrds,  du  carr^  d'un  nombre  entier 

compos^  de  facteurs  premiers  de  la  forme  4ii+l»  et 

36  nombre  Iui-m€me.     Formules  et  application  h 

Isolation  complfete,  eo  uombres  entiers,  des  ^ua- 

I  indÄtermio^es,  simultan^es, 

y  =  x''  +  {x+iy    et    ff'  =  a'+{a+l)'. 

ADD.  (2)  XVII.  241-247,  289-310. 

die  Zahl  JV  das  Frodnct  von  n  Factoren  fi  der  Form 

wo  fi=ia\-\-bl   gesetzt    werden  kann,    so    giebt   es 
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2*~*  DarstelluDgen  von  N  als  Summe  zweier  Quadrate  und 
j^(3"-~l)  von  N\  Die  letzteren  zerfallen  in  n  Unterabtheilungen, 
je  nachdem  bei  iV  =  «'  +  y"  die  drei  Zahlen  x,  y,  JV  eine  An- 
zahl von  n— 1,  it— 2,...l,  0  Factoren  fi  gemeinsam  haben.  Die 
Anzahl  der  Darstellungen  ist  bezüglich 

«,  2(;),,2V;),...2-^(;_0,  2--S 

and  f&r  die  erste  der  Abtheilungen  wird 

2V  N 

X  =  (o?— 6?)  -p- ,  y  =  2a,6< 


werden.  Zu  diesen  von  Volpicelli  (Nouv.  Ann.  1850  (1)  IX.)  ge- 
gebenen Resultaten  fUgt  der  Herr  Verfasser  als  Vervollständigung 
die  Angabe  der  Formen  fUr  x  und  y  auch  bei  den  übrigen  Unter- 
abtbeilungen  hinzu.  Von  Wichtigkeit  sind  besonders  die  Dar- 
stellungen der  letzten  Abtheilung,  weil  diese  mit  den  Zerlegun- 
gen von  N  selbst  in  Beziehung  stehen.    Setzen  wir  nämlich 

80  wird 

und  aus  dieser  einen  Darstellung  gehen  die  übrigen  dadurch  her- 
vor, dass  man  die  Vorzeichen  der  bj,6„...bo+i  in  gewisser  Weise 
ändert;  ist  femer 

N  =  Lf  +  Pf=^Ll  +  Pi, 
so  wird 

iV'=(L?-i7)«+(2L|P0"  oder    =(LiL,+PiP,y  +  (LiP,±L,Piy 
werden,  und  zwar  liefert  die  erste  dieser  beiden  Darstellungen 
von  iV*  alle  zur  letzten  Abtheilung  gehörige  und  nur  diese. 
Ist  femer 

y  =  x'  +  (x  +  \y',  y«  =  5'  +  (s+ir, 
80  wird  die  Zerlegung  von  j/'zur  letzten  Abtheilung  geliören^  also 
mu88  für  y  =  L^-^-P*  werden: 

y' =  (!•-?')•  + (2LPy, 
wobei 

(L'-P0-2LP  =  ±1 

werden    mttsste.    Wenn    nun    L  =  P'\-a   ist ,    so    ergiebt   sich 
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«'  —  2P*  =  ±  1 ,  d.  h.  es  müssen  a,  P  Zähler   und  Nenner  der 

Näherongswertbe  in  der  Kettenbruchentwicklong  von  }^2  sein.  Setzt 
man  nun  voraus,  wie  der  Herr  Verfasser  es  unbewiesen  und  un- 
gerechtfertigt Ihut,  dass  die  Zerlegung  von  y*  ==  (j5  +  1)'  +  *'  äub 
der  von  y  =  (a;+ 0' 4-^'  entstanden  ist,  dass  also  L  =  j;+1, 
P  =  x  ist,  dann  kann  man  a  =  1  anne)imen  und  erkennt  sofort 
aus  den  Näberungswerthen,  dass  P  =  x=  l,y  =  L  =  2die  einzige 
Lösung  des  Systems  ist.  Darüber,  dass 
y  =  L]+P]==Lli-Pl,  L-P.  =±1,  (LJ-PJ)-L.P,=±1 

sein  könnte,  ist  Nichts  gesagt;  richtig  ist  das  Resultat  nur,  wenn 
y  eine  Primzahl  ist.  No. 


E.  DE  JoNQUiERES.  D^composltion  du  carr6  d'un  nombre 
N  et  de  ce  nombre  lui-mSme  en  sommes  quadratiques 
de  la  forme  a:^+/y^  t  6tant  un  nombre  rationnel  positif 
ou  n^gatif ;  r^solution  en  nombres  entiers  du  Systeme 
des  ^quations  ind^termiuöes 

y  =  x'  +  t{x  +  a)\  y'=^z'+t{z+ßy. 

Noov.  Add.  (2)  XVIL  419-425,  433-446. 

Mittels  einer  geringen  Aenderung  der  eben  besprochenen 
Zerlegungsformeln  für  iV'  =  a?* + y '  erhält  der  Herr  Verfasser  die 
für  A'  =  x'4-'y',  wenn  N  nur  Factoren  von  der  Form  aj  +  IfcJ 
besitzt.  Bei  den  Anwendungen  auf  die  unbestimmten  Gleichun- 
gen tritt  der  oben  angegebene  Mangel  wieder  auf,  wie  bei  diesen 
allgemeinen  Gleichungen  bereits  sehr  einfache  Beispiele  zeigen. 

No. 


E.  DE  JoNQüiERES.  MAhode  nouvelle  pour  la  d^com- 
position  des  nombres  en  sommes  quadratiques  binaires ; 
application    k    l'analyse   ind^termin^e.     0.  R.  LXXXVIL 

399-402. 

Mittheilung  der  Resultate  der  beiden  oben  besprochenen  Ar- 
jiten.  No. 
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L,  H.  BiE.      Kongruenser   og   deren  Anvendelse   i  den 
abestemte  Analyse.   Zeuthen  Tidsskr.  (4)  ii.  161-170. 

Elementare  Darstellung  der  Lehre  von  den  Zahlcongruenzen 
des  ersten  Grades  nnd  ihrer  Anwendung  zur  Lösung  von  unbe- 
stimmten Gleichungen.  *       Gm. 


Ch.  Ladd.  Note  on  the  Solution  of  a  congruence  of 
the  first  degree    when    the   modulus   is   a  composite 

namber.    Edoc.  Times  XXX.  41-42. 

Die  Lösung  von  aX'{-b^O  (mod.  M),  wo  üf  =  Jlf ^ . Äf , . üf, . . .**, 
wird,  statt  wie  bei  Serret  (Alg.  Sup.  4°*«  6d.  Art.  289)  auf  die 
Lösung  von 

oa  +  6^0  (mod.  ilf,),  aa^+b^  ^0  (mod.  Jlf,)..., 
zurückgeführt  auf 

aa+ 1  =  0  (mod.  ilf,),  ajs,  +  1  ^ 0  (mod.  üf,). . . 

0. 

H.  W.  L.  Tanner.     Arithmetical  note.   Meseenger  (2)  viii. 

13-17. 

Die  Notiz  bezieht  sich  auf  Zahlen,  welche  Vielfache  von  der 
Form  100... Ol  haben.  Ist  r  die  Wurzel  der  Bezeichnungsscala 
(radice  of  the  scale  of  notation)  und  N  eine  gegebene  Zahl,  so 
bestimmt  der  Verfasser  die  Werthe  von  r  und  m,  welche  der 
Gongruenz  r^+ 1  =  0  (mod.  JV)  genügen.  Z.  B.  ftlr  iV  =  13,  ist 
r»+ 1  oder  1000001  ein  Vielfaches  in  jeder  der  Scalen  2, 6, 6, 7, 8, 1 1; 
r'+l  oder  1001  ist  ein  Vielfaches  in  den  Scalen  4,  10, 12;  r'+l 
oder  101  in  den  Scalen  5,  8,  und  r-f-l  in  der  Scale  von  12.  Li 
den  Scalen  1,  3,  9  giebt  es  kein  Vielfaches  der  geforderten  Form. 

Glr.  (0.) 

E.  Lucas.  Sur  les  congruences  des  nombres  eul^riens 
et  les  coef fielen ts  diffdreutiels  des  fonctions  trigono- 
m^triques  suivant  un  module  premier.   Bull.  s.  M.  F.  Vi. 

49-54. 
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Die  Enler'sehen  Zahlen,  (tlr  welche  die  symbolische  Gleichung 

(E+iy+(E-iy  =  o 

besteht,  haben  die  Eigenschaften 

E^,  +  E,_,+E^+..-+E.  +  E.=0  (iDod.p) 
Bim^ Eim+kif-i)  (mod.p). 

No. 


VON  SchAwen.  Die  diophantischen  Gleichungen  ersten 
Grades.  Hoffinaoii z.  ix.  106II0. 
Der  Verfasser  bespricht  zunächst  die  zwei  Ldsungsmethoden 
der  i'iophantiscben  Gleichungen  ersten  Grades,  welche  in  den 
arithmetischen  LehrbDchero  gewöhnlich  auseinandergesetzt  wer- 
den, die  Euler'ache  und  die  Lagrange'sche  Methode.  Gegen  die 
Eoler'sche  Reducdons-  oder  Divialonsmetbode  erklArt  er  sich  in 
AnsdrDcken,  die  dem  Referenten  etwas  abertrieben  erscheinen. 
Von  der  Lagrange'schen  Methode  giebt  er  eine  Darstellung, 
welche  besser  sein  soll,  als  die  in  dem  Mehler'schen  Lehrbach 
enthaltene  *in  folgender  Weise:  Die  Wuizeln  der  Gleichung 
ax  +  bg  =  c,  worin  a  und  6  theilerfremd  sein  mflssen,  sind  die 
Losungen  des  Systems  ax-\-by  =  c  und  ax  +  ßy  =x  m,  wo  m  eine 
willkflriiche  ganze  Zahl  ist,  a  und  ß  Zshier  und  Nenner  des  letz- 


•"■w  6  und  ß.  Darauf  wendet  sich  der  Verfasser  zd 
en  mit  mehr  als  zwei  Unbekannten  und  behandelt 
irlieh  die  Aufgabe,  diejenigen  Zahlen  zu  bestimmen, 
a, ,  a, ,  ...  o,  dividirt  der  Reihe  nach  die  Reste 
geben.  Schi. 


iNAC.     Repräsentation   graphique  de  la  rä- 
n  nombres  entiers  de  l'^uatioD  indätermin^ 

r.     Boll  S.  M.  F.  VI.  158-163. 

ing  zweier  Systeme  aequidistanter  Geraden  von  der 
zn  der  Auflösung  der  numerischen  Gleichung 
ax-]  by  =  c.  No. 
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A.  Genocchi.     Sur  une  formule  de  Libri.    N.  c.  M.  iv. 

319-323. 

Vereinfacbang  der  von  Libri  (M^m.  des  Sav.  ätr.  de  Paris  V 
und  ÄDo.  deGergoDne  XVI)  gegebenen  Lösungen  der  unbestimm- 
ten Gleichung  by — ax  —  c.  Mn.  (0.) 


S.  Tkbay,  Lloyd  Tanner  a.  o.     Solutions  of  a  question 

(5540).    Educ.  Times  XXIX.  94-95. 

Die  Zahlen  M  und  JV  zu  finden,  welche  der  Proportion 

iV+ lO-üf :  üf  +  10»iV  =  a :  6 
für  gegebene  n,  a,  b  genügen.  M. 


F.  TiRELLi.     Soluzione  di  una  quistione  sui  mimeri  fratti. 

Battaglini  O.  XYI.  88-91. 

Betrifil  die  Zerlegung  eines  gegebenen  Bruches  in  die  Summe 
oder  Differenz  zweier  anderen  Brüche,  von  welchen  die  Nenner 
gegeben  sind.  Schi. 

F.   G.  Teixeira.      Sur    la    d^composition    des   fractions 

rationnels.   Jom.  sc.  math.  e  astr.  I.  1-12,  17-24,  33-37,  49-56,  97-101, 
113-120. 


A.  KüNKRTH.  Praktische  Methode  zur  numerischen  Auf- 
lösung unbestimmter  quadratischer  Gleichungen  in 
rationalen  Zahlen.   Wieo.  Her.  1878. 

Die  Gleichung  y'  =  aaj'+^^  +  c  läö8t  sich  auf  beliebig  viele 
Arten  in  einen  Ausdruck  von  der  Form 

verwandeln  und  eine  jede  Transformation  liefert  zwei  Werthe 
fttr  Xj  aus  denen  sich  andere  finden  lassen.  Zur  Bestimmung 
der  CoefBcienten  a,  ß  u.  s.  w.  giebt  der  Verfasser  geeignete  Hilfs- 
mittel an  und  erläutert  sein  Verfahren  an  mehreren  Zahlenbei- 
spielen. Schi. 
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S.  Roberts.     On  the  decomposition  of  certain  numbers 
into  sums  of  two  Square  integers  by  continued  frac- 

tioDS.    Proc.  L.  M.  8.  IX.  187. 

Ist  />  =  («•+/)(]*'+*•)>  ad''ßy  =  ±l  und  bedeutet  E(x) 
die  grösste  in  x  enthaltene  ganze  Zahl,  so  findet  ftlr 


''=<^^»'^)+i 


die  Gleichung  statt 

wenn  D  nicht  von  der  Form  <*+!  i^^  sonst 

i>  =  ?«+((?_  1)«. 

Es  schliessen  sich  an  diese  Ableitung  weitere  Entwickelnngen 
Aber  die  Form;  welche  D  gemäss  der  obigen  Bedingung  haben 
muss.  No. 


A.  Sykora.      Zerlegung    einer   Zahl    in    die    Differenz 

zweier  Quadrate.    Qrunert  Arcb.  LXI.  446-447. 

Es  ist 

/  m  +  n  V     /^  m  —  n  V 

No. 


E.  Lucas.     Sur  le  Systeme  des  ^uations  ind^termin^es 

Nou7.  Ann.  (2)  XVII.  446-454. 

Es  wird  gezeigt,  dass  das  angegebene  von  Herrn  Lucas 
schon  mehrfach  behandelte  System  dann  und  nur  dann  lösbar 
ist,  wenn  man  hat 

A  =  Aiua+iu)(A-/u). 
Ausserdem  werden  Formeln  angegeben,  welche  von  einer  Ldsuag 
des  Systems  auf  eine  andere  führen.  No. 
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D.  8.  Hart.     Solution  of  an  indeterminate  problem. 

Analyst  V.  118-119. 

Enthält  bekannte  Lösungen  von  x*^Ay*  =  +\y  nebst  Bei- 
spielen. Glr.  (0.) 

H.  Brocard.    Notes  öl^mentaires  sur  le  probl^me  de  PelL 

N.  C.  M.  IV.  161-169,  193-200,  228-232. 

Auseinandersetzang  der  Lagrange'schen  Lösung  und  Anwen- 
dung seiner  Methode  zur  algebraischen  Lösung  der  unbestimmten 
Gleichung 

^•  =  ±(1-»"). 
Den  Schluss  bilden  bibliographische  Notizen.  Mn.  (0.) 


H.  S.  MoNCK.     Solution  of  a  question  (4253).   Ednc.  Times 

XXIX.  23. 

lieber  pythagoräische  Dreiecke;   siehe  question  4102,  F.  d. 
M.  VI.  107.  M. 


H.  S.  MoNCK.     Solution  of  a  question  (5573).  Edac.  Times 

XXIX.  74-75. 

Ueber  rechtwinklige  Parallelepipede  mit  rationalen  Kanten 
und  Diagonalen.  H. 


E.  Lucas.    Th^orfeme  sur  la  gdomArie  des  quinconces. 

Nou7.  Ann.  (2)  XVIL  129-180. 

Der  Satz  y,Die  Mittelpunkte  der  Felder  eines  Schachbrettes 
können  niemals yso  zu  Tripeln  vereinigt  werden,  dass  dieselben 
den  Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks  entsprechen^,  wird  aus 
der  Relation 

3(a'+b*)  =  (a+cy+(b  +  d)' 

apagogisch  hergeleitet,  welch  letztere  eine  zahlentheoretische  Un- 
möglicbkeit  ist.  Dabei  sind  a,  b  und  c,  d  die  Coordinaten  zweier 
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solcher  Mittelpunkte,  während  der  dritte  im  Ursprung  des  Systems 
liegt.  CrT. 

E.  Lucas.     Thdor^me  sur  la  g^omötrie  des  qainconces. 

Bnll.  8.  M.  F.  VL  9-10. 

Der  Satz  ist  der  gleiche,  wie  oben,  nur  wird  er  noch  dahin 
erweitert,  dass  an  Stelle  eines  regulären  Dreiecks  auch  nie  ein 
ebensolches  Sechseck  treten  kann.     Die  simultanen  Gleichungen 

x*+y'  =  «•+€?•  =  2(ux+t9) 
lassen  derogemäss  keine  rationalen  Lösungen  zu.   Auch  wird  eine 
stereometrische  Generalisirung  dieses  Lehrsatzes  angedeutet,  welche 
sich  auf  ein  sogenanntes  Raumgitter  bezieht  6r. 


M.  Laisant.     Note  sur  la  göom^trie  des  quinconces. 

Bull.  S.  M.  F.  VI.  166-158. 

Der  oben  erwähnte  Lehrsatz  von  Lucas  wird  hier  in  elemen- 
tarer WeisC;  ohne  Zuziehung  eines  zahlentheoretischen  Hfilfssatzes, 
erwiesen.  Durch  eine  höchst  einfache  Coordinatenbetraehtnng 
erhellt  nämlich ,  dass  die  Mittelpunkte  dreier  beliebiger  Felder 
ein  Dreieck  bilden,  für  dessen  Winkel  die  Tangenten  rationale 

Zahlen  sind,  wogegen  tang  60^  =  }'3  ist.   Verf.  macht  auch  noch 
darauf  aufmerksam ,  in  wie  naher  Beziehung  die  „g^om^trie  des    , 
quinconces^  zu  der  bekannten  graphischen  Darstellung  der  com- 
plexen  Zahlen  und  zur  Aequipollenzenlehre  steht.  6r. 


8.  Realis.     Questions  271,  272,  273.    N.  c.  M.  iv.  2730. 

Jede  ganze  Zahl  ist  die  Summe  von  4  Zahlen,  enthalten  in 
einer  der  Formeln  4(3ä'+ä),  2»' +5.  Mn.  (0.) 


Note  sur  la  r^solution   en   nombres  entiers   et  positifs 
des  deux  ^quations  ind^termiudes 

Nouv.  Ann.  (2)  XVII.  521-523. 

Auf  Grund  des  Legeudre'schen  Satzes ,  dass  ausser  1  keine 
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Triangnlarzahl  eine  vierte  Potenz  sein  kann,  folgt,  dass  x  =  b 
die  einzige  Lösung  des  obigen  Systems  ist  No. 


Gerono.      B^solntion    en    nombres   entiers    positifs    du 
syst&me  des  trois  ^quations 

x  =  u\  a?+l  =  2^?^   2x+l=Sw\ 

Nouv.  Ann.  (2)  XVH.  381-383. 

Herr  Lucas  hat  gezeigt,  dass 

a?  =  fi  =  «  =  ip  =  l 

die  einzige  Lösung  ist;  dasselbe  wird  hier  mit  HtUfe  der  oben 

besprochenen  Gleichungen 

x  =  4y'  +  h  x>  =  »-  +  (»  +  l)' 
nachgewiesen.  No. 

L.  W.  Jones,    C.  Vincenzo,    C.  Leüdesdorf,   Evans 
Solutions  of  a  question  (5484).    Edao.  Times  xxix.  90-91. 

Es  werden  3  positive  ganze  Zahlen  gesucht,  die  so  be- 
schaffen sind,  dass  das  Product  zweier  von  ihnen,  vermindert  um 
die  Summe  derselben  zwei,  ein  Quadrat  ist.  Solche  Zahlen  sind 
z.  B.:  2,  3,  6;  3,  6,  14;  etc.  0. 


E.  DE  JoNQUiERES.  Determination  de  certains  cas  gd- 
D^raux  oü  r&juation  x^±a  =  y^  n'admet  pas  de  Solution 
en  nombres  entiers.   Nonv.  Ann.  (2)  xvii.  374-381. 

E,  DE  JoNQüiEREs.  Au  sujet  dcs  cas  d'impossibilite  d'une. 
Solution  en  nombres  entiers  de  T^quation  x^±a  =^  y\ 

Nouv.  Ann.  (2)  XVH.  514-516. 

Für 

a  =  (86+l)'-4;  (86+5)»-4';  (46  +  2)*-l 
ist  a?'±  a  =  y*  nicht  lösbar.  No. 


E.  Lucas.     Sur  FÄjuation  inddtermin^e  a^+y^  =  a«' 

Nouv.  Ann.  (2)  XVH.  425-426. 

Fortachr.  d.  Matii.  X.  1.  IQ 
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Au  der  Identitit 

folgty  daf0  ^'+f*  =  ^i^'  dann  nnd  nnr  dann  befriedigt  werden 
kann,  wenn  0,  abgesehen  ron  enbischen  Faetoren,  die  Form 
ji(#  +  0  hat  No. 

De8B0VE8.  Sur  Temploi  des  identit^  algdbriques  dans 
1a  r^lution ,  en  nombres  entiers,  des  ^quations  d'Qn 
degr^  flup^eur  au  second.  C.  B.  lxxxvil  159-16I,  321-322. 

Aehnlicb  wie  die  obige  Identititt  wend^  Herr  Desboves  die 
folgende 

(#•  -  2Mt'-iy  +  (2* + tyt{2i + 20* 

an,  nm  die  Möglichkeit  der  Liösnng  von  x*  -{-  ay*  =  s*  zn  zeigen, 
wenn  a  die  Form  (2s  -f  i)i*i  hat  Aendert  man  $  and  i  in  «*,  t* 
nm,  80  hat  a  die  Form  2$*-\-t*;  ändert  man  s  in  s-^ij  dann  in 
der  nenen  Identität  i  in  s*  +  t^  nnd  endlich  /'  in  2<2«<— «*+0 
uro,  80  findet  sich  flElr  a  die  Form 

-2<«'-0[(«'-0'-4«*l'J. 
Aehnliche  Identitäten  liefern  die  Lösung  ftlr 

No. 


Dksboves.     Deuxi^me  note  sur  la  rdsolution  en  nombres 
entiers  de  r^uation  ax*+by*  =  cä'.  CR.  Lxxxvii. 598-Goo. 

Falls  a+b  ein  Qaadrat  ist,  lassen  sich  Formeln  angeben, 
die  aus  einer  Lösung  von  ax*  +  by*  =  c%*  acht  neue,  die  aber 
nicht  nothwendig  alle  von  einander  verschieden  sind,  liefern. 

No. 


Desbovbs.      Sur    la   r^solution   en   nombres   entiers  de 
rdquation  ax*  +  by^  =  c»^   0.  R.  Lxxxvnr.  522-523. 
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Beweis  folgenden  Satzes:  Sind  a  und  c  gleich  1  und  6  von 
der  Form  t*V(2ii  + 1?)  oder  einer  der  derivirten  Formen 
(r*+2ii>,  (2ii  +  tJ>«,  v*±2u\  (r'-ii>', 

so  kann  man  mit  HQlfe  einer  Identität  stets  eine  erste  Lösung 
der  Gleichung  erhalten.  Man  findet  dann  andere  Lösungen  mit 
Hälfe  der  Formeln 

oder 

Z,  =Ä(c*ÄH24a6(c'Ä*-2a6a:*y*))- 

0. 

E.    Lucas.      Sur   Fanalyse    ind^termin^e    du    troisi^me 
degr^  et  sur  la  question  802.  Noav.  Ann.  (2)  xvii.  507-514. 

Ableitung  neuer  ganzzahliger  Lösungen  fttr  unbestimmte  Glei- 
ebuDgen  dritten  Grades  mit  drei  Unbekannten  aus  bereits  vor- 
handenen. Beweis  des  Sylvester'schen  Satzes:  x*-\-y*  =  m  ist 
in  rationalen  Zahlen  nicht  lösbar,  wenn  m  eine  der  Formen 
p,  2py  4p';  9*,  2^%  4q  hat,  wobei  p  eine  Primzahl  der  Form 
18n  +  5,  q  eine  solche  der  Form  ISn-fll  bedeutet 

No. 

S.    Realis.      Sur  quelques  ^uations   ind^termin^es  du 

troisi^me  degr^.      Nouv.  Ann.  (2)  XVII.  454-457. 

Bekannt  war,  dass  aus  einer  Lösung  a,  ß,  y  der  Gleichung 
x'4-y*  =  9*'  andere  mittels  der  Formeln 

abgeleitet  werden  können;  ein  neues  System  von  Lösungen  er- 
hält man  durch 

X  =  2a*— 4a/?  +  9iffy— V;  y  =  2ß^—aß+9ay—l8y^; 

Für  die  Gleichung  x^+y*  =^  7z^  wird  ein  ähnliches  System  an- 
gegeben, um  von  bekannten  Lösungen,  z.  B.  a;  =  2,  y  =  — 1,  2=1 
auf  neue  zu  kommen.  No. 

10* 
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A.  H.  Frost.     Description  of  plates  3  to  9.     Qurt  J.  xv. 

366-368. 

Erklärang  der  EigenthOmlichkeiten  yon  7  zusainnieiigehdrigeii, 
magischen  WOrfelo,  die  in  den  Fignrentafeln  angegeben  sind. 

No. 


S.  Rbalis.     Note  sur  quelques  ^uations  ind^tennin^es. 

N.  0.  M.  IV.  325-828,  346-392,  369-371. 

Qoadratisehey  cabische  nnd  biqnadratisehe  Oleichangen,  unter 
denen  x'-f  y'  +  ^'-f  <''  =  ^'  ^uie  der  wichtigsten  ist 

Mn.  (O.) 

E.  Catalan.     D^composition  d'un  cube  en  quatre  cubes. 

N.  C.  M.  IV.  352-364,  371-373. 

Zahlreiche  Folgerungen  aus  einer  algebraischen  Identität,  die 
zu  complicirt  ist,  um  hier  wiedergegeben  werden  zn  können. 

Mn.  (0.) 

Th.  Pepin.     Sur  les  ^uations  biquadratiques  et  ind^ter- 

minies.  Acc.  P.  d.  L.  XXXI.  397-427. 


S.  Rbalis.     Note  sur  un  th^r^me  d'arithm^tique. 

N.  0.  M.  IV.  209-210. 

E.  Lucas.     Sur  la  d^omposition  des  nombres  en   bi- 

Carrds.    N.  0.  M.  IV.  323-325. 

Jede  Zahl   ist   die  Summe  von  53  Biquadraten  (Liouville), 
6  wenigstens  sind  Null  (Rtelis);  8  wenigstens  sind  1000  (Lucas). 

Mn.  (0.) 

£.  Lucas.     Sur  un  th^rfeme  de  M.  Liouville  concemant 
la  ddcomposition  des  nombres  en  bicarrds.    Noa?.  Ann. 

(2)  XVII.  586-537. 

Der  Verfasser  zeigt,  dass  man  die  Anzahl  von  53  Biquadra- 
1  auf  41  erniedrigen  kann. 
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F.    P.    RuFFiNi.     Di  un  problema  di  analisi  indetermi- 

nata.   Rend.  di  Bol.  1877.  12M25;   Mein,  di  Bol.  VUl.  199-215. 


L.  PoRFiRio  DA  MoTTA  Pegado.     Su  ud  problema  de 
analyse  indeterminada.   Jörn.  sc.  math.  e  astr.  i.  150-1&5. 


Losungen  weiterer  Aufgaben  aus  der  Zahlen theorie  von 
C.  Leüdesdorf,  S.  Roberts,  Evans,  H.  L.  Orchard 

finden  sich    Edac  Times  XXX.  37,  38. 

0. 


A,  Cayley.      Formulae  involving  the    seventh  root  of 

unity.   Metsenger  (2)  VII.  177-182. 

Die  imaginären  siebenten  Wurzeln  der  Einheit  werden  dar- 
gestellt als  lineare  Fanctionen  von  a,  ß  mit^Coefficienten,  welche 
Functionen  von  oi,  X  sind,  wo 

w  =  i(-l  +  V7),  a'  =  -7(l  +  3ai),  X  =  i;(- 1  + 1/7). 

Herr  Cayley  giebt  dabei  auch  eine  Uebersicht  über  den  Inhalt 
der  Arbeit  von  Jacobi:  ^lieber  die  Kreistheilung  und  ihre  An- 
wendung auf  die  Zahlentheorie.^  (Berl.  Honatsber«  1837  und 
Grelle  J.  XXX.  166—182).  Als  Beispiel  werden  die  Methoden 
von  Jacobi  und  Gauss  auf  die  fünften  Wurzeln  der  Einheit  an- 
gewandt und  völlig  durohgefllhrt,  um  daran  den  Unterschied 
zwischen  den  Methoden  zu  zeigen.  61r.  (0.) 


E.  Lucas.     Sur  les  suites  de  Farey.  Bull.  s.  M.  p.  vi.  118-119. 

Die  Reihe  entsteht,  indem  man  in  1,  1  die  Summe  beider 
aufeinanderfolgender  Tenne  einschaltet,  und  mit  der  so  erhalte- 
nen Folge  1,  2,  1  in  gleicher  Weise  fortfährt;  man  kommt  also 
zu  den  Folgen  1,  3,  2,  3,  1;  1,  4,  3,  5,  2;  5,  3,  4>  1  u.  s.  w. 
Von  diesen  Reihen  werden  einige  Eigenschaften  abgeleitet. 

No. 
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Capitel  2. 

Theorie  der  Formen. 

G.  Oltraharb.     Sur  1a  transformation  des  formes  lin^ 
aires  des  uombres  premiers  en  formes  quadratiqaes. 

C.  R.  LXSXVII.  734-736. 
Wenn    eine   Primzahl  p   tod    einer    der    linearen   Formen 
2am-\-l    oder  4om-|-l    in   die   quadrattscbe  Form   x'+ay*  ge- 
bracht werden  kann,  so  iet 

X  =  +iÄ'".g)(my' . 9)(2ra)^ . ^(3m)'> ...  g)(amy''     (mod.  p), 
wobei  A  eine  algebruscbe  Function  von  m  bedeutet,  e,,  c,, ...  c„ 


wird.      FUr  eine  Reihe  von  linearen  Formen  werden  die  Werthe 
von  X  gegeben.  No. 


Capitel  3. 

Kettenbrüche. 

Oti    the   tabulation    of  all   fractioos   having 
>I"p    betweeu    two   prescribed   liinits.     Tram,  of 
III.  II.  287-29S. 


}n  kleinsten  Zahlen  geschrieben,   sind,    so  dass 
,  80  ist  ein  Bruch  von  zwiachenliegeadem  Wertfa 


M  +  yC 
pa  +  qy' 
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WO  p  und  g  positive  ganze  Zahlen  sind.  Aach  dieser  Bruch  ist 
in  kleinsten  Zahlen  geschrieben,  wenn  p  nnd  q  relativ  prim  zu 
einander  sind.  Als  Beispiel  wird  eine  Tafel  auf  6  Decimalstellen 
der  Werthe  all'  der  Brüche,  deren  Zähler  und  Nenner  nicht  grösser 
als  20  sind,  gegeben.  Cly.  (0.) 


8.  Günther.     Nuovo  metodo  per  sommare  direttamente 
le  frazioni  continue  periodiche.    Battaglini  6.  xvi.  234-243. 

Uebersetzung  der  Arbeit  des  Herrn  Günther  (vgl.  F.  d.  M.  IX. 
p.  144)  dnrch  Herrn  6.  Oarbieri.  No. 


P.  Appell.     Sur  les  fractions  continues  p^riodiques. 

Qranert  Arch.  LXIL  183-188. 

Ans  dem  Kettenbmche  von  p-gliedriger  Periode 

,1 


•«1  + 


soll  ein  willkttrlicher  n^*'  Näherungswerth  in  der  Form  /(m,«,,^  ) 

hergeleitet  werden.  Nach  Erledigung  des  Specialfalles  ;?  =  2, 
dessen  Behandlung  die  allgemeine  nachgebildet  ist,  betrachtet 
Verfasser  die  trinomische  Gleichung 

nnd  findet  hieraus,  unter  a^...ap  die  Wurzeln  der  binomischen 
Gleichung  af—l  =0  verstanden, 

wo 

MM.9   ••  •  jUmy      J^M    •  •  •  Dp 

Constante,  a  und  6  dagegen  die  p^^^  Wurzeln  aus  den  beiden,  die 
Gleichung 
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befriedigenden  Werthen  vorstellen.    Die  Conetanten  werden,  je 

nachdem  X»  in  den  Zähler  oder  Nenner  des  gesachten  Nfthenings- 

p 

braches  ^  sich  verwandeln  solly  resp.  darch  eines  der  beiden 

Gleichangssysteme 


J,    =p, 


^        =(?o» 


bestimmt. 


Xip— 1  =  fti 


ip^i 


^2p-l  =  Qlp^l 


Gr. 


K.  E.  Hoffmann.     Die  geschlossene  Form  der  periodi- 
schen  Kettenbrttche.    Gnmert  Arch.  LXII.  310-317. 

Der  Verfasser  behandelt  das  nämliche  Problem,  wie  Appell 
(s.  p.  151),  doch  erhält  sein  Resaltat  zafolge  des  von  ihm  einge- 
schlagenen Weges  eine  andere  Gestalt.  Indem  er,  vom  Ketten- 
brach 

1 


»,+ 


1 


^,+ 


+ 


*,+ 


1 


*i  + 


ansgehend,  die  Determinante 


». 

1     0     . 

.  .    0 

—  1 

».  1   . 

.  .    0 

0 

-1  ».  . 

.  .    0 

0 

0     0.. 

ün 

=  1>I,. 


setzt  and  damit  auch  ftlr  die  Determinante  A^  die  Bedeatang 
festlegt,  ergiebt  sich  ihm  für  einen  beliebigen  r*^  Nähemngs- 
werth  folgender  Aasdrack: 
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21fe,.L2I^„H-l)"      (/>,,..I>,„_, ^ ,/(D,, ^D,„  )V4(- D-^X 

-  (/>!,«  +  />2,,.~1  -  y(/>,,n  +  D2.,-l)  V  4(-  l>-»y        J' 

Beiden  Autoren  scheint  es  vollständig  entgangen  zu  sein,  dass 
diese  Frage  Seitens  des  Berichterstatters  bereits  im  22.  Bande 
der  „Zeitschr.  f.  Math.  n.  Phys.^  in  einem  Aufsatze  erledigt  wor- 
den istf  den  Herr  Garbieri  für  das  Battaglini'scbe  Journal  über- 
setzt und  mit  Noten  bereichert  hat  (s.  p.  151).  6r. 


Ei).   Wbyr,      üeber    die    Kettenbruchentwickelung    der 
Wurzelgrössen  zweiten  Grades.    Prag.  Her.  1877.  65-73. 

Während  man  früher  der  Meinung  war^  dass  die  Richtigkeit 
der  bekannten  Relation 

h 


i^T^  =  a- 


2a-* 


2a- 


an  die  Ungleichung  2a^6-f  1  gebunden  sei,  zeigten  1869  und 
und  1872  Emil  Weyr  und  Schlömilch,  dass  a^>h  die  noth- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  ftlr  die  Convergenz  obigen 
Kettenbmches  sei.  Ftlr  diese  Thatsache  erhalten  wir  hier  einen 
neuen  Beweis,  dessen  Eigenthümlichkeit  im  Ausschluss  aller  der 
Kettenbmchlehre  selbst  eigenthümlichen  Hülfssätze  liegt.  Ohne 
jede  Zuziehung  construktiver  oder  rechnerischer  Betrachtungen 
hat  früher  Referent  (Darstellung  der  Näherungswerthe  von  Ketten- 
brttchen  in  independenter  Form,  Erlangen  1873,  S.  90)  die  Noth- 
wendigkeit  fraglicher  Convergenzbedingung  dargethan. 

Gr. 


J.  8.  E.  DicKSON.     Continued  roots.    Analyst  v.  20-21. 
Der  Ausdruck 


\ 
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wird  eine  Kettenwurzel  genannt,  analog  dem  Eettenbmch, 

9 


P  + 


dem  er  gleich  ist,  indem  beide  eine  Wurzel  der  Gleichung 
x^+px  =  q  darstellen.  Bemerkt  wird,  dass  ein  ähnlicher  Aus* 
druck  fQr  eine  Wurzel  der  Gleichung  a;^-fpa?  =  q  existirt  Eigen- 
schaften dieser  Kettenwurzeln  werden  nicht  abgeleitet. 

Glr.  (0.) 


f 

i 


Vierter  Abschnitt. 

Wahrscheinlichkeitsrechnung  und  Com- 

binationslehre. 

F.  J.  Brockmann.  Kleinigkeiten  aus  dem  Gebiete  d6r 
combinatorischen  Operationen,  der  Binomialcoefficien- 
ten,  der  figurirten  Zahlen  und  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung.   Pr.  Cleve. 

Der  Inhalt  der  Yorliegenden  Abhandlung  ist  aus  dem  Titel 
ersichtlich.  Verfasser  stellt  in  derselben  die  Combinationslehre 
mit  ihren  Anhängen  in  derjenigen  Abgrenzung  dar,  in  welcher 
sie  nach  seinem  auf  Erfahrung  gestützten  Urtbeile,  dem  Zwecke 
der  Schule  entsprechend  und  mit  Erfolg  in  der  Prima  behandelt 
werden  könne.  Schi. 


Thu  von  Oppolzer.  Ueber  einige  Relationen  zwischen 
den  Combinationssummen  der  Quadrate  der  graden 
und  ungraden  Zahlen.    Giebsch  Add.  xiii.  405-4ii. 

Wir  heben  von  den  in  der  Abhandlung  entwickelten  zahl- 
reichen Formeln  eine  der  wichtigsten  hervor: 

=  (H+d-1)  ^/-l)«^  ^"^S"'  ^-'  |l',3V..(2d-3)»|. 
In  dieser  Formel  bedeutet  n  eine  beiiebige,  d  eine  positire  ganze 


^ 
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Zahl,  und  C~^  die  Summe  der  Combinationen  ohne  Wieder- 
holung der  in  der  Klammer  stehenden  Elemente  zur  Klasse 
(d— p).  Schi. 


D.  Andre.  Sur  le  nombre  des  arrangements  complets 
oü  les  ^^ments  cons^utifs  satisfont  k  des  conditions 
donn^es.  c.  B.  Lxxxvn.  838-840. 

Verfasser  stellt  eine  allgemeine  Regel  f&r  die  Behandlung 
der  Probleme  der  combinatorischen  Analysis  auf. 

Schi. 


W.  A.  Whitworth.  Arrangements  of  m  things  of  one 
sort  and  n  things  of  another  sort,  ander  certain  con- 
ditions of  priority.    Meßsenger  (2)  VIII.  105-114. 

Die  Bedingungen  der  Voranstellung  sind  so  beschaffeui  dass 
sie  Grenzen  für  das  Verhältniss  der  beiden  Klassen  von  Gegen- 
ständen in  einem  Theil  der  Anordnung  aufstellen;  z.  B.  wenn 
eine  Urne  schwarze  und  weisse  Kugeln  enthält,  welche  nach  ein- 
ander herausgezogen  werden  sollen,  kann  die  Reihenfolge,  in 
der  dies  geschehen  soll,  durch  die  Bedingung  begrenzt  werden, 
dass  die  Zahl  der  gezogenen  weissen  Kugeln  nie  die  der  schwar- 
zen überschreiten  darf,  oder  durch  die  Bedingung,  dass  der  Ueber- 
schuss  der  schwarzen  Kugeln  über  die  weissen  immer  grösser 
sein  musfl,  als  eine  gegebene  Zahl.  Im  Weiteren  folgt. eine  all- 
gemeine Untersuchung  ttber  die  Anzahl  der  Wege,  auf  denen  der 
Punkt  P  erreicht  wird  von  dem  Punkt  0,  dadurch  dass  er  m 
Felder  parallel  OX  und  n  Felder  parallel  OY  (OX  und  OY  recht- 
winklige Axen)  bertlhrt  unter  der  Bedingung:  1)  dass  das  Feld 
nicht  die  den  Winkel  XO  Y  halbirende  Diagonale  kreuzt,  2)  dass 
es  die  Diagonale  in  der  Entfernung  h  von  dieser  Diagonale 
nicht  kreuzt. 

Die  allgemein  erhaltenen  Resultate  werden  angewandt  auf 
die  Lösung  von  9  Fragen,  wie:  1)  Auf  wie  viel  Arten  kann  man 
m  Spiele  gewinnen,  n  verlieren,  so  dass  man  zu  keiner  Zeit  mehr 
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verloren  als  gewonnen  hat  2)  Auf  wie  viel  Arten  kann  Jemand, 
der  h  Pfhnd  besitzt,  m  Wetten  gewinnen  und  n  verlieren,  jede 
von  1  Pfund,  ohne  minirt  zu  sein?  3)  In  wie  viel  Arten  können 
m  grade  und  n  ungrade  Potenzen  von  x  angeordnet  werden,  so 
das8,  wenn  x  gleich  —1,  die  Summe  bis  zu  einer  gewissen  Zahl 
niemals  negativ  wird?  61r.  (0.) 


W.  A.  Whitworth.     A  theorem  in  combinations. 

MesteDger  (2)  VIII.  82-83. 

Beweis  des  Satzes,  dass  die  Anzahl  der  Combinationen  der 
r*^  Klasse  von  n  Elementen,  wenn  jedes  Element  irgend  eine 
Anzahl  von  Malen  wiederholt  werden  kann,  gleich 

n(n+  l)(n  +  2)...(fi  +  r— 1) 

r!         ' 
Dieser  Beweis,  wenn  auch  nicht  so  kurz,  wie  der  vom  Verfasser 
in  seinem  Werke  „Choice  und  Chance^    gegebene,   ist  leichter 
und  beruht  nur  auf  den  ersten  Principien.  Glr.  (0.) 


Sylvester  and  S.  Tebay.    On  the  mathematical  question : 

What  is  a  tree?    Edac.  Times  XXX.  52,  81-85. 

Definition  eines  Baumes  und  Sätze  über  Anzahl  der  Zweige 
desselben.  M. 


A.  CaYLEY.    A  problem  in  partitions.  Meseenger  (2)  VII.  187-188 

Das  Theilungsproblem,  welches  vorgelegt  (aber  nicht  gelöst) 
wird,  hängt  zusammen  mit  dem  Problem  der  15  Schulkinder,  welches 
es  als  speciellen  Fall  enthält.  Folgender  Satz  findet  sich  in  der 
Note:  Zwei  nicht  commutative  Symbole  a,  ßj  die  so  beschaffen 
sind,  dass  ßa  =  a'/?*,  können  nicht  zu  einer  Gruppe  von  Symbolen 
der  Form  a^ß^  verwandt  werden.  Glr.  (0.) 


D.  BiBRBNS  DE  Haan.     lets  over  dobbelen.    Verei.  en  Me- 

dedeeL  Xu.  371-400. 
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Die  Arbeit  handelt  von  der  Wabrecfaeinlichkeit  des  Werfens 
einer  bestimmtea  Zabt  von  Augen  mit  einer  gegebenen  Zahl  von 
Würfeln.  Nachdem  der  Verfasser  zuerst  einige  besondere  Fille 
uDtersnebt  bat,  bestimmt  er  allgemein  das  Gesetz,  welches  an- 
giebt,  wie  gross  die  Zahl  günstiger  Fälle  »(^A)  ist,  wenn  mit  k 
WUrfeln  g  Augen  geworfen  werden  sollen. 

Es  ergiebt  sich  dafDr  die  Formel: 

'<»»)=ö:;)-0(r!)+c/*-f)+- 

Im  Weiteren  werden  diese  Werthe  berechnet  und  in  eine  Tafel 
gebracht.  Mittels  dieser  werden  die  Vortheile  und  Nacbtheile 
einiger  Würfelspiele  untersucht  G. 


J.  Hammond,    f.  Wsbtsch.      Solutions    of  a   qoestiou 

(5723).    Ednc.  Timea  XXX.  61-62. 
Wirft   man   eine   Münze   n   Mal   in   die  Höhe,   so   ist   die 
WahrBcheinlichkeit,  dass  der  Kopf  nicht  2  Mal  hinter  einander 
nach  oben  fällt, 

(i+Vfi)-+'-(i->^)-'+' 

0. 


H.  G.  Day.     Solution  of  a  question  (5S24).    Ednc.  Tim«« 

XXIX.  34. 
Die  Aufgabe  ist  folgende:  Auf  jedem  von  n  Pfeilern,  deren 
:n  in  aufsteigender  Reihe  C,,  Cj,...Q„  sind,  sind  nach  Zufall 
:te  angenommen.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass 
luf  dem  r"*"  Pfeiler  genommener  Punkt  der  höchste  ist?  Es 
bt  sich  für  dieselbe  der  Ausdruck 

1^  +  -^  +  ...+    •■'    . 
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gesetzt  ist.  H. 

E.  Catalan.     Sur  le  problfeme  des  partis.  N.  0.  m.  iv.  8-11. 
E.  Ghtsens.     Bemarque  sur  cet  article.  N.  C.  iL  iv.  85. 

Die  Wahrscheinlichkeit,  dass  A,  der  noch  a  Points  zu  machen 
hat,  in  a+b— 1  Malen  gewinnen  wird,  ist  gleich  der  Wahrschein- 
Uehkeity  dass  B  6  Points  gewinnen  wird,  in  einer  Anzahl  von 
Würfen,  die  gleich  oder  grösser  als  a-^-h  ist.  (Siehe:  „Poisson, 
^Probabilitö  des  jugements,  No.  16  u.  73,  und  P.  Mansion,  „Sur  \e 
problöme  des  partis^.   M^m.  in  8*  de  Belg.  XXI.)         Mn.  (0.) 


O.  Z.  BiANCo.     Sopra  un  problema  di  probabilitä. 

BfttUglini  G.  XVI.  169-173. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Aufgabe:  Welches  ist  die 
Wahrscheinlichkeit  ans  einer  Urne,  in  welcher  sich  n  Kugeln 
befinden,  eine  grade  oder  ungrade  Anzahl  derselben  herauszu- 
ziehen,  und  zeigt,  dass  die  Lösung  derselben  von  Laurent  in 
seinem  ,,traitö  du  calcul  des  probabilit^^  eine  irrige  ist.  Er 
dehnt  sodann  seine  Betrachtungen  auf  die,  auch  von  Laplace  be- 
handelte Aufgabe  aus,  bei  welcher  angenommen  wird,  dass  die 
Anzahl  der  Kugeln,  welche  sich  in  der  Urne  befinden,  unbekannt 
ist,  dass  diese  Anzahl  jedoch  die  Zahl  p  nicht  überschreitet,  und 
dass  die  Anzahl  p  und  jede  kleinere  Anzahl  die  gleiche  Wahr- 
scheinlichkeit haben.  Ls. 


A.  Stebn.      Some    formulae   respecting    the    game    of 

mousetrap.    Quart.  J.  XV.  230-242. 

Ueber  das  Wesen  dieses  Spieles  ist  nach  einem  Aufsatze 
Ton  Cayley  bereits  im  vorigen  Jahrgang  berichtet  worden;  in 
Frankreich  kennt  man  ein  ähnliches,  aber  verwickelteres,  unter 
dem  Namen  ^^treize^.  Verfasser  legt  dar,  dass  die  mathematische 
Theorie   des   Spieles  sich   mit   der   Discussion   der  Functional- 
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gleichnng 

decke,   and  lehrt  aus  derselben  o»^  durch  Ausdrücke  von  der 
Form  Oip  darstellen.  Gr. 


Fernere  Aufgaben  über  Combinationen ,  Wahrschein- 
lichkeit und  mittlere  Werthe,  mit  Lösungen  von 
D.  Thomas,  Huqh  Mc  Coll,  S,  Tebay,  W.  J.  C.  Millbr, 
W.  S.  B.  WooLHOUSE,  J.  Hammond,  F,  Wkrtsch,  J.  L. 

KlTCHIN   U.  a.,  finden  sich   Educ.  Times  XXIX.  25-26,  66-68; 
XXX.  58-59,  60,  61,  62,  89-90,  101. 

M. 


E.  Catalan.     Remarques  sur    la  th^rie  des  nombres 

Carr^S.    M^m.  de  Belg.  XLIII. 

F.  Folie.     Rapport  sur  ce  memoire.  Bull,  de  Beig.  (2)  XLV 

156-158. 

Mehrere  Vereinfachungen  der  Methode  von  Gauss  zur  Bil- 
dung normaler  Gleichungen.  Die  hauptsächlichste  Bemerkung 
des  Verfassers  ist  folgende:  Wenn  man  aus  m  linearen  Glei- 
chungen zwischen  n  Unbekannten  (m  =  n)  n  lineare  Gleichungen 

nach  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  herleitet,  indem  man 
zwischen  der  ersten  dieser  Gleichungen  und  den  andern  eine 
der  Unbekannten  eliminirt,  so  erhält  man  immer  dasselbe  Resul- 
tat, wie  wenn  man  diese  Unbekannte  auf  alle  möglichen  Arten 
zwischen  den  m  ursprünglichen  Gleichungen  eliminirt»  wenn  man 
von  den  ^m(w  — 1)  resnltirenden  Gleichungen  («— 1)  lineare 
Gleichungen  zwischen  den  andern  Unbekannten  nach  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  bildet.  Mn.  (0.) 


J.  Jevnewitsch.      üeber    den    Ersatz   des    Ausdruckes 
^X*+  F*  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  aX+ßY. 

Nachr.  des  St  Petersb.  Techn.  lost  1878.  (Rassisch.) 

Die  Coefficienten  a  und  ß  werden   nach   der  Methode  der 
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kleinsten  Quadrate  bestimmt  und  diese  Bestimmung  mit  der  be- 
kannten Poncelet'schen  verglichen.  (Siebe  Poncelet,  Cours  de 
Möcanique,  appliqu^e  aux  machines  p.  409).  P. 


T.  N.  Thiele.     Bemärkninger  om  skjäve  Fejlkurver. 

Zeathen  Tidskr.  (4)  IL  54-57. 

Wenn  eine  Reibe  Beobachtungen  zur  Bestimmung  einer  un- 
bekannten Grösse  sich  nach  einem  nichtsymmetrischen  Fehlergesetze 
vertheilt,  so  entsteht  die  Frage,  wie  man  dann  den  wahrscheinlich- 
sten Werth  der  Unbekannten  bestimmt.  In  vielen  Fällen  wird  der 
Mangel  an  Symmetrie  davon  herrühren,  dass  man  recht  eigent- 
lich nicht  die  Unbekannten  selbst,  sondern  eine  Function  der- 
selben beobachtet.  Ist  das  Fehlergesetz  für  die  Grösse  x  das 
exponentiale ,  so  wird  das,  welches  einer  Function  y  von  x  ent- 
spricht, von  der  Form 

1      dx 

Liegt  also  eine  'unsymmetrische  Fehlerfunction  vor,  so  kann 
man  diese  als  entsprechend  einer  Function  y  von  x  auffassen 
und  dadurch  das  gegebene  Fehlergesetz  auf  eine  symmetrische 
Function  zurückführen.  Bei  der  Annahme  y  =  a  +  ßx  -{-  yx* 
lässt  sich  dies  leicht  ausführen  mit  Benutzung  der  Summen 
'^ff^  2y\  ^y*s  2y\  wo  die  y  die  verschiedenen  Resultate  der 
Beobachtungen  bezeichnen.  Gm. 


E.  L.  DE  Forest.     On   the  gi-ouping  of  signs  of  resi- 

daals.    Analyst  V.  1-6. 

Wenn  eine  Reihe  von  äquidistanten  Gliedern,  mit  Beob- 
achtangsfehlem  behaftet,  ausgeglichen  wird  mit  Hülfe  von  solchen 
Formeln,  wie 

80  kann  die  Ausdehnung,  bis  zu  der  das  Ausgleichungsverfahren 
getrieben  werden  kann,  oft  bestimmt  werden  durch  Beobachtung 

PorUchr.  d.  Math.   X.  1.  {{ 
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der  zufälligen  Vertheilung  der  Zeichen  der  Beste,  die  aus  der  Sub- 
traction  jedes  ansgeglichenen  Gliedes  von  dem  entsprechenden 
beobachteten  Gliede  entstehen.  Diese  Methode  der  Prüfung  einer 
Ausgleichung  setzt  voraus,  dass  die  Fehler  aufeinander  folgender 
Glieder  ganz  unabhängig  von  einander  sind,  so  dass  die  That- 
sache,  dass  ein  specielles  beobachtetes  Glied  nicht  mit  dem  nor- 
malen Werthe  übereinstimmt,  keinen  Grund  zu  der  Annahme  giebt, 
dass  das  nächste  Glied  sich  ebenso  verhalten  wird,  und  umge- 
kehrt. Die  Methode  kann  z.  B.  nicht  angewandt  werden  in  einem 
Fall,  wie  die  Bestimmung  der  normalen  Curve  der  jährlichen 
Temperatur  aus  einer  Beihe  von  Tagesmitteln  bei  nur  einem 
Jahr,  aber  sie  kann  bei  manchen  Arten  physikalischer  und 
statistischer  Beihen  Anwendung  finden,  so  z.  B.  bei  Herstellang 
einer  Sterblichkeitstafel.  In  einer  früheren  Arbeit  hat  der  Ver- 
fasser die  wahrscheinliche  Vertheilung  der  Zeichen  bestimmt 
unter  der  Annahme,  dass  die  ausgeglichene  Beihe  die  allein 
richtige  sei.  Die  Zeichenvertheilung  im  Allgemeinen  hängt  manch- 
mal ab  von  dem  Verhältniss  zwischen  den  wahrscheinlichen 
Fehlem  b*  und  b  der  ausgeglichenen  und  der  beobachteten  Glieder. 
In  der  vorliegenden  Arbeit  will  nun  der  Verfasser  als  wahr- 
scheinlich feststellen,  was  aus  der  wahrscheinlichen  Vertheilung 

b" 
der  Zeichen  ftir  einen  gegebenen  Werth  von  —  wird,  der 

Am  Schlüsse  der  Arbeit  finden  sich  einige  allgemeiue  Bemer- 
kungen über  die  Verfahrungsarten  zu  einer  guten  Ausgleichung. 

Glr.  (0.) 

E.  L.   DE  Forest.      On    repeated   adjustment ,    and   on 
signs  of  residnals.    Analyst  y.  65-72. 

Der  Verfasser  betrachtet  die  Wirkung  der  Ausgleichung  der 
Glieder  einer  Beihe  durch  eine  Formel,  wie 

und  der  weiteren  Ausgleichung  der  Glieder  der  so  ausgeglichenen 
Beihe  durch  eine  andere  Formel,  wie: 


IV.  Absoboitt.  WahrscheinlicbkeitsrecbuaDg  u.  CorobiuatioDslebre.       Ig3 
u'^  =  L^u^  +  L,(u,  +  u-,)  +  L,(u,+U-2), 

und  bemerkt,  dass  das  Resultat  dasselbe  ist,  wie  wenn  eine 
gewisse  einzelne  Ansgleicbungsfonnel  benutzt  wäre,  sowie  dass 
das  Resultat  unabhängig  ist  von  der  Reibenfolge,  in  der  die 
beiden  ersten  Formeln  angewandt  werden.  Er  betrachtet  sodann 
die  Wirkung  einer  mehrmaligen  Anwendung  derselben  Formel 
und  giebt  eine  Tafel  f&r  die  Coefßeienten  einer  einzelnen  Formel, 
die  äquivalent  ist  einer  2-,  3-,  . .  .  6-^  8-,  12-,  16-  und  32fachen 
Anwendung  der  Formel 

<  =  uVl  17**«+ 12(11,  +  II-,)  -  3(ti,  +  tt.2)}, 
sowie  fär  die  Verhältnisse  der  Fehler  und  Unregelmässigkeiten 
in  der  ursprünglichen  und  in  der  ausgeglichenen  Reihe.  Die 
Coeflicienten  in  der  letzten  Colonne  dieser  Tafel  sind  die  einer 
Ausgleichungsformel,  die  so  beschaffen  ist,  dass,  wenn  eine  ge- 
gebene Reihe  auf  einmal  ausgeglichen  ist,  das  Resultat  dasselbe 
ist ,  wie  wenn  die  Ausgleichung  durch  die  obige  Formel  32  Mal 
wiederholt  wäre.  Die  32fache  Formel  würde,  wenn  genau,  129 
Glieder  enthalten  mit  65  verschiedenen  Coeffieienten,  aber  schon 
12  Coeffieienten  reichen  aus  für  die  dritte  Decimalstelle  (soviel 
Stellen  enthält  die  Tafel)  und  für  die  vierte  Stelle  wären  nur  4 
weitere  nöthig.  Der  Verfasser  giebt  ähnlich,  aber  in  kürzerer 
Weise,  Tafehi,  welche  sich  auf  die  Wiederholung  der  Formeln 
«'o  =  Tir  { 1 1 1^0  +  56(11,  +  fi-O  -  14(11,  +  ti_2) }, 

<  =    A   {4(t*o  +  «,  +  tl-i)~(ll,+  M_2)} 

bezieben,  und  er  findet,  dass  eine  Formel,  welche,  wenn  die 
vorausgesetzten  Bedingungen  erftlllt  sind,  eine  genauere  Ausglei- 
chung als  eine  andere  Formel  giebt,  nicht  nothwendig  grade  die 
isty  welche  die  grösste  Genauigkeit  giebt,  wenn  die  Ausgleichung 
mehrere  Male  oder  wenn  sie  nur  einmal  wiederholt  wird. 

Es  finden   sich  auch  Bemerkungen  über   die  Zeichen   der 
Reiiiduen  als  Fortsetzung  der  obigen  Arbeit.  Glr.  (0.) 


E.  L.  DB  Forest.     On  the   limits  of   repeated   adjust- 

ment.    Analyst  V.  129-140. 

Durch  die  Untersuchungen  der  obigen  Arbeit  ist  der  Ver- 

11* 
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fasser  dazu  geführt^  die  Curve  zu  untersuchen,  die  aus  unendlich 
oft  wiederholter  Anwendung  einer  Ausgleichungsformel  entsteht 
In  dem  Fall,  wo  die  Ausgleichungsformel  das  arithmetische 
Mittel  von  2m  +  \  Gliedern  der  ursprünglichen  Reihe  ist,  findet 
er  die  Curve  als  die  Fehler-Curve 

Im  Allgemeinen  genügt  die  Curve  der  DiflFerentialgleichung 

wo  ft  eine  ungrade  Zahl  ist  und  die  Werthe  \,  3,  5,...  hat,  je 
nachdem  die  ursprüngliche  Ausgleichungsformel  genau  ist  für 
den  Fall  von  Reihen  der  ersten,  dritten,  fünften . . .  Ordnung.  Die 
Fälle  w  =  3  und  n  =  5  werden  speciell  besprochen. 

Glr.  (0.) 


W.  Lazarus.     Die  Bestimmung  und  Ausgleichung  der 
aus  Beobachtungen  abgeleiteten  Wahrscheinlichkeiten. 

Hamb.  math.  Ges.  1878.  7-27. 

In  der  Einleitung  dieses  interessanten  Aufsatzes  wird  zu- 
nächst betont,  dass  es  unzulässig  sei,  die  Unregelmässigkeiten 
statistischer  Ergebnisse  ohne  weiteres  als  Beobachtungsfehler  an- 
zusehen und  demgemäss  nach  den  für  letztere  geltenden  Methoden 
auszugleichen.  Sodann  wird  nach  Vorausschickung  der  erforder- 
lichen Hülfssätze  aus  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung  eine  strenge 
Behandlung  der  folgenden  Aufgabe  entwickelt:  Gegeben  sind 
die  beobachteten  Häufigkeiten  des  Eintretens  gewisser  Ereignisse; 
die  entsprechenden  Wahrscheinlichkeiten  des  Eintretens  sind  von 
einander  in  der  Weise  abhängig,  dass  sie  sich  als  eine  bekannte 
oder  hypothetisch  gegebene  Function  einer  Variabein  darstellen 
lassen,  die  correspondirenden  Werthe  dieser  Variabein  sind  eben- 
falls gegeben:  gesucht  werden  diejenigen  Werthe  der  in  der 
Function  auftretenden  Parameter,  für  welche  die  Beobachtungen 
am  besten  dargestellt  werden.  Die  sich  ergebenden  Bedingungs- 
gleichungen sind  im  Allgemeinen  der  Art,  dass  sie  eine  directe 


f 
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Auflösung  nicht  zulassen;  ihre  Auflösung  mittelst  successiver  An- 
näherung wird  durch  Zurtlckführung  auf  das  Schema  der  Methode 
der  kleinsten  Quadrate  erledigt.  Zugleich  ergiebt  sich  dabei  ein 
Kriterium  zur  Beurtheilung  der  Brauchbarkeit  jener  zu  Grunde 
gelegten  Function  für  die  Darstellung  der  Wahrscheinlichkeiten. 
Die  Bedeutung  der  behandelten  Aufgabe  wird  durch  das  Beispiel 
der  Sterblichkeitstafeln  erläutert,  und  am  Schlüsse  eine  Kritik 
mehrerer  der  bisher  zur  Ausgleichung  benutzten  Methoden  ge- 
geben. B. 


Bartl.     Beitrag  zum  Interpolationsproblem.   QmnertArch. 

LXII.  202-211. 

Der  Verfasser  zeigt  an  einem  der  Ingenieurwissenschaft  ent- 
lehnten Beispiele,  dass  die  Lagrange'sche  Interpolationsformel, 
wenigstens  in  der  Gestalt,  wie  sie  gewöhnlich  angewandt  wird, 
zuweilen  zu  einer  Lösung  führt,  welche  unbrauchbar  ist,  weil  sie 
anderweitigen,  von  der  zu  interpolirenden  Curve  zu  erfüllenden 
Bedingungen  widerspricht.  Das  Verfahren  des  Verfassers  besteht 
nun  darin,  dass  er  den  gesuchten  Curvenzug  aus  Kegelschnitt- 
segmenten zusammensetzt,  bei  deren  Auswahl  die  anderweitigen 
Bedingungen  der  Aufgabe  mit  berücksichtigt  werden. 

B. 


Th.  V.  Oppolzer.     Methoden  zur  Bestimmung  der  Bahn- 
elemente gleicher  Wahrscheinlichkeit  bei  den  kleinen 

Planeten.    Berl.  MonaUber.  1878.  583-602. 

Siehe  Abschn.  XII.  Cap.  2. 


Charlys  S.  Peirce.     Esposizione  del  metodo  dei  minimi 
quadrati.     Per  Annibale  Ferrero.    Am.  J.  i.  59-64. 

Beferat  ttber  das  im  Titel  genannte  Ferrero'sche  Werk. 

B. 
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E.  CzuBER.      Vergleicbung   zweier    Annahmen   über  die 
moralische  Bedeutung  von  Geldsummen.    Gmnert  Arch- 

LXII.  267-285. 

Ausgehend  von  der  Forderung:  Die  moralische  Bedeutung 
einer  Summe  muss  sich  kleiner  ergeben,  wenn  sie  Gewinn,  als 
wenn  sie  Verlust  bedeutet,  und  sie  muss  um  so  kleiner  ausfallen, 
je  höher  der  Betrag  des  physischen  Vermögens  der  Person  ist, 
macht  der  Verfasser  die  Annahme,  dass  man  die  moralische  Be- 
deutung einer  Vermögensänderung  proportional  setzen  kann 
dem  Verhältniss  ihres  absoluten  Betrages  zu  dem  durch  sie  ge- 
änderten ursprünglichen  Vermögen.  Diese  Annahme  wird  ver> 
glichen  mit  der  bekannten  Bemoulli'schen  Annahme,  der  sich 
auch  Laplace  angeschlossen  hat,  und  es  wird  an  einer  grösseren 
Zahl  von  Anwendungen  gezeigt,  dass  die  beiden  Annahmen,  zwar 
in  den  numerischen  Ergebnissen  von  einander  abweichend,  doch 
hinsichtlich  aller  allgemeinen  Resultate,  welche  aus  dem  Begriffe 
der  moralischen  Bedeutung  einer  Geldsumme  und  der  moralischen 
Hoffnung  abgeleitet  werden  können,  vollkommen  mit  einander 
übereinstimmen,  so  dass  diese  allgemeinen  Resultate  auch  ans 
der  hier  gemachten  Annahme,  für  welche  der  Verfasser  den 
Vorzug  des  einfacheren  Rechnungsmechanismus  in  Anspruch 
nimmt,  zu  entwickeln  sind.  Diese  allgemeinen  Resultate  hält 
der  Verfasser,  und  wohl  nicht  mit  Unrecht,  für  die  Hauptsache, 
auch  weist  er  darauf  hin,  dass  seine  Annahme  bei  der  plötzlichen 
Vermögensänderung  die  Verhältnisse  strenger  beurtheilt,  den 
Gewinn  weniger  wichtig,  dagegen  den  Verlust  bedeutender  er- 
scheinen lässt,  als  BernouUi's  Hypothese,  welche  sich  auf  die 
continuirlichen  Vermögensänderungen  gründet.  Ls. 


E.  DoRMOY.     Theorie  mathdmatique   des  assurances  sur 
la  vie.    2  Bände.    Paris. 

Das  vorliegende  Werk  bildet  einen  besonderen  Abdruck  der 
in  den  vorhergehenden  Jahrgängen  des  Journal  des  actuaires 
fran^ais  veröffentlichten  Arbeit  des  Herrn  Emil  Dormoy.  Das- 
selbe  enthält    eine  ziemlich   vollständige  Sammlung   derjenigen 


f 
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Formeln,  die  der  LebeDsversicherungstecbniker  anzuwenden  hat, 
und  eine  Reihe  nützlicher  Tai'eln.  Zu  bedauern  ist  es,  dass  der 
Verfasser,  der  in  den  einleitenden  Gapiteln  zeigt,  dass  ihm  die 
höheren  Rechnungsarten  vollständig  geläufig  sind,  später,  wenn 
er  die  eigentliche  Lebensversicherungstechnik  bebandelt,  von 
denselben  keinen  weiteren  Gebrauch  macht.  Dadurch  wird  er 
verhindert,  die  Sätze,  welche  er  vorträgt,  von  einem  allgemeine- 
ren Gresichtspunkt  zu  betrachten.  Die  elementare  Entwickelung 
der  Formeln  zwingt  ihn  von  Voraussetzungen  auszugehen,  welche 
nur  annähernd  richtig  sind,  während  eine  theoretisch-mathema- 
tische Betrachtung  ihn  auf  allgemeinere  und  strengere  Formeln 
geführt  haben  würde.  Eine  näherungsweise  Auswerthung  dieser 
Formeln  würde  dann  die  einfachen,  auch  elementar  abzuleiten- 
den Formeln  ergeben  haben,  jedoch  nicht  ohne  die  jetzt  fehlen- 
den Correctionen,  welche  durch  die  strengere  Grundlage  bedingt 
sind.  Wenn  die  beiden  ersten  Gapitel  gewissermassen  als  eine  Art 
von  Einleitung  einige  der  Hauptsätze  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung erläutern  sollen,  so  dürfte  doch  die  Zweckmässigkeit  dieser 
freilich  sehr  häufig  vorkommenden  Behandlung  der  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung sehr  zu  bezweifeln  sein.  Die  Theorie  der  Lebensver- 
sicberungstechnik  muss  die  Theorie  der  Wahrscheinlichkeitsrech- 
nung, und  zwar  im  ganzen  Umfange,  als  bekannt  voraussetzen; 
man  kann  die  letztere  nicht  auf  wenigen  Seiten  behandeln,  und 
es  muss  daher  wenig  rathsam  erscheinen,  derselben  einige  kurze 
Sätze  zu  widmen.  Kann  und  will  man  sich  nicht  auf  eine  ein- 
gehende Darstellung  auch  der  Theorie  der  Wahrscheinlichkeit 
einlassen,  so  sollte  man  davon  ausgehen,  dass  derjenige,  der  ein 
wissenschaftliches  Lehrbuch  der  Lebensversicherungstechnik  be- 
nutzen will,  sich  mit  der  Wahrscheinlichkeitstheorie  bereits  ver- 
traut gemacht  hat  und  sich  damit  begnügen  ^  die  specielleren 
Anwendungen  derselben  auf  die  Lebensversicherungstechnik  zu 
zeigen.  Dies  geschieht  in  einer  bestimmten  Richtung  im  dritten 
Gapitel,  in  welchem  der  Verfasser  die  Abweichungen  von  dem 
wahrscheinlichsten  Fall  des  Eintretens  der  Ereignisse  bei  einer 
grösseren  Reihe  von  Versuchen  ableitet.  Die  Gapitel  IV.  bis  VII. 
beschäftigen  sich  mit  den  Sterblichkeitstafeln,  der  Art  und  Weise 
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ihrer  Herstellung,  mit  der  Aasgleichungsmethode  von  Woolhouse 
and  den  Sterblichkeitsformeln  von  Gompertz,  Edmonds  and 
Makebam.  Im  Gapitel  VIII.  zeigt  der  Verfasser,  dass  die  For- 
meln, welche  man  für  die  Berechnung  amortisirbarer  Obligationen 
benutzt,  gewisse  Aehnliehkeiten  haben  mit  denjenigen,  die  in  der 
Populationistik  vorkommen. 

Mit  dem  Gapitel  IX.>  Berechnung  der  Prämien,  kommt  der 
Verfasser  zur  eigentlichen  Lebensyersicheningstechnik.  Er  theilt 
diesen  sehr  umfangreichen  Abschnitt  in  yier  Theile,  L  Theorie 
der  Leibrenten,  IL  Berechnung  der  einmaligen  Prämien  ftlr  die 
hauptsächlichsten  Arten  der  Lebensversicherung,  IIL  Umwandlang 
der  einmaligen  in  jährlich  zahlbare  Prämien,  IV.  Berechnong 
der  Prämien  für  verschiedene  Lebensversicherungen. 

Der  zweite  Band  behandelt  in  dem  Gapitel  X.  die  Berechnung 
der  Reserven,  Gapitel  XL  die  Rückkäufe,  Gapitel  Xll.  das  Rech- 
nungswesen der  Lebensversicherungsanstalten,  Gapitel  XIII.  die 
Gewinnbetheiligung  der  Versicherten,  und  es  folgen  dann  Seite 
139  bis  327  Mortalitäts-,  Gommutations-,  Renten-,  Tarif-  and  Re- 
servetafeln. 

Sollen  wir  unser  Urtheil  über  das  Buch  zusammenfassen,  so 
würden  wir  dasselbe  als  eine  gute  und  fieissige  Arbeit  be- 
zeichnen; dasselbe  enthält  viel  Material  und  eignet  sich  daher 
gut  zum  Nachschlagen.  Als  Lehrbuch  würden  wir  es  weniger 
empfehlen,  weil  es  zu  sehr  in  die  Breite  geht,  anstatt  aus 
wenigen  Sätzen  das  ganze  Gebäude  der  Formeln  übersichtlich  zu 
entwickeln.    Die  Bezeichnungsweise  ist  zu  loben.  Ls. 


J.  DiENGBR.     Zur  Berechnung  des  Deckungskapitals  bei 
der  Lebensversicherung.    Roodsch.  d.  Vera,  xxviü.  74.  I3i. 

Es  werden  Formeln  abgeleitet  ftlr  das  Deckungskapital  (die 
Reserve)  von  Lebensversicherungen  auf  den  Todesfall  unter  der 
Voraussetzung,  dass  die  Zahlung  der  versicherten  Summe  er- 
folgen soll  1)  sofort  nach  erfolgtem  Tode,  2)  am  Ende  des  Ver- 
sicherungsjahres, in  welchem  der  Tod  erfolgte.  Auch  werden 
Zahlenbeispiele  gegeben.  Ls. 
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J.  DiENGBR.     Berechnung  des  Deckungskapitals  bei  der 

Lebensversicherung.     Oesterr.  Vera.  Ztg.  1Ö78   No.  17  u.  18. 

Der  Verfasser  gebt  von  der  ÄDnahme  aus,  dass  das  Absterben 
nicht  stetig  erfolge,  sondern  nur  gleichmässig  im  Laufe  eines 
Jahres.  Sterben  im  Laufe  eines  Jahres  n  Personen,  so  wird  das 
Jahr  in  n  gleiche  Theile  getheilt  und  angenommen,  dass  je  eine 
Person  in  der  Mitte  eines  solchen  Zeitintervalls  sterbe.  Die  An- 
wendung der  Differentialrechnung  bleibt  selbstverständlich  bei  der 
Ableitung  der  Formeln  ausgeschlossen.  Ls. 


J.  DiBNGER.     Zur  Zillraer'schen  Methode  bei  der  Lebens- 
versicherung.   RuDdach  d.  Vera.  XXVIII.  255. 

Die  Zillmer'sche  Methode  der  Reserveberechnung  bei  Lebens- 
versicherungs-Anstalten wird  einer  Kritik  unterzogen.       Ls. 


J.  DiENGER.     Aenderung  des  Zinsfusses  bei  der  Lebens- 
versicherung.   Rundacb.  d.  Vera.  XXVIII.  455. 

Es  wird  gezeigt,  dass  durch  die  Annahme  eines  höheren  Zins- 
fusses bei  der  Berechnung  der  Beserven  einer  Lebensversicherungs- 
Gesellschaft  die  Reserve  herabgedrückt  wird,  und  dass  auch  die 
Nettoprämien  mit  dem  wachsenden  Zinsfuss  kleiner  werden. 

Ls. 


T.  B.  Sprague.     How  does  an  increased  mortality  aflFect 
policy  values.   Jouro.  of  Act.  xxi.  il. 

Der  Verfasser  erinnert  daran,  dass  es  eine  sehr  verbreitete 
Ansicht  sei,  dass  die  Reserve,  welche  eine  Lebensversicherungs- 
Anstalt  zur  Deckung  ihrer  im  Laufe  befindlichen  Versicherungen 
bestellen  muss,  um  so  höher  ausfallen  werde,  je  grösser  die 
Sterblichkeit  der  Mortalitätstafel  ist,  deren  sie  sich  bei  der  Be- 
rechnung ihrer  Reserven  bedient.  Dies  sei  aber  ein  Irrthum,  und 
es  sei  auch  schon  von  verschiedenen  Autoren  auf  denselben  hin- 
gewiesen  worden.    Es  fehle  aber  an  einer  eingehenden  Unter- 
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suchung  über  die  BedingongeD,  anter  welchen  die  Zunahme  der 
angenommenen  Sterblichkeit  eine  Zunahme  der  Reserve  nach 
sich  ziehe. 

Der  Reservewerth  Res  einer  Todesfall versichernng ,   welche 

seit  n  Jahren  bestanden  hat,  stellt  sich  auf  1 p/\  ^  ,    wo 

K{x) 

R(x)  der  Werlh  der  vorschussweisen  Leibrente  ftlr  das  Alter  o?  ist 

Ist  nun  Äe«'  =  1 p.A.  ^   der  Reservewerth  nach  einer  an- 

ti{x) 

dem  Sterblichkeitstafely  so  ist 


Äe^gÄ«,    je  nachdem  -^  =  -^^^. 

Diese  Formeln  werden  nach  verschiedenen  Richtungen  unter- 
sucht und  an  Beispielen  erläutert  Insbesondere  geht  der  Ver- 
fasser näher  auf  den  Fall  it  =  1  ein.  Zwei  verschiedene  Morta- 
litätstafeln geben  gleiche  Reservewerthe,  wenn       ^ 

WQc)   ^  R'(x  +  1) 
Ä(;r)    ~  Ä(x+1)  ' 

Setzt  man  diesen  Werth  =  c,  und  bezeichnet  man  die  Wahr- 
scheinlichkeit, ein  Jahr  zu  leben,  ftlr  das  Alter  x  in  den  beiden 
Mortalitätstafeln  mit 

den  Discontirungsfactor  mit  q  und  q\  so  folgt,  da 

«'(*)  =  i  +  e'^^^^^^Ä'C^+O, 


also 


1  .LX^-t-1)  _         1  L(x4-1) 


,L'(ir+l)         Ux^\) 
^     LXx)        ^    L(x) 


1  1  /.INI 


Ä(x+1)       fi'(x+l)       V  c/fi(«+l) 


=(-^) 
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Schliesslich  wird  an  Beispielen  gezeigt,  wie  man  zu  jeder 
gegebenen  Mortalitätstafel  hypothetisch  andere  Mortalitätstafeln 
constrairen  kann,  welche,  eine  grössere  Sterblichkeit  Zeigend, 
geringere  Reservewerthe  ergeben  und  umgekehrt  Der  Verfasser 
zieht  aus  seiner  Untersuchung  die  wohlberechtigte  Schlussfolgerung, 
das8  keineswegs  die  absolute  Höhe  der  Sterblichkeitsverhältnisse 
über  die  Grösse  der  Reservewerthe  in  erster  Reihe  entscheidet, 
sondern  I  dass  diese  vielmehr  abhängen  von  dem  Grade  der  mit 
dem  Älter  zunehmenden  Sterblichkeit;  je  rascher  und  plötzlicher 
diese  Zunahme,  um  so  grösser  müssen  die  Reservewerthe  sein. 

Ls. 

J.  Dienger.     Kapitalversicherung  auf  den  Erlebungsfall, 
mit   Rückgewähr   der  Nettoprämien    bei   erfolgendem 

Tode.     Oesterr.  Vers.  Ztg.  1878.  No.  49. 

Der  Verfasser  leitet  die  Formeln  ab  für  die  Berechnung  der 
einmaligen  und  jährlichen  Prämie,  sowie  des  Deckungskapitals. 

Ls. 

A.  Panek.      Ueber   die  mathematische   und   moralische 

Hoffnung.     Caaopia  VII.  78-91.  (Böhmisch). 

Enthält  den  zweiten  Theil  dieser  gelungenen  Publikation, 
welcher  dem  ersten,  ttber  welchen  im  Jahrbuch  IX.  pag.  150  re- 
ferirt  wurde,  an  Gediegenheit  gleichkommt.  Dabei  werde  be- 
merkt,  dass  die  ganze  verdienstliche  Arbeit  auch  in  Separat- 
abdrücken  erschienen  ist.  Std. 


Theorie  deö  Operations  financi^res  et  viagferes.   J.  d.  act.  fr. 

VlI.  31-107,  109-180. 


W.  J.  C.  Miller.     Notes   on  random  chords.    Bdoc.  Times 

XXIX.  17-20,  40,  62-63. 

Bemerkungen  zu  der  Lösung  der  Question  5461  (siehe  F.  d.  M. 
IX.  164)    von  Col.  Clarke,    Prof.  Crofton,  Miss  Black wood  und 
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W.  S.  B.  Woolbouse.  Letzterer  beantwortet  die  Frage  dahin: 
^Die  Wahrscheinliehkeit,  dass  zwei  in  einem  Kreise  willkflrlich 
gezogene  Sehnen  sich  sehneiden,  ist  =^  i;  aber  die  Wahrschein- 
lichkeit, dass  zwei  willkürlich  gezogene  Linien  sich  in  einem 
Kreise  schneiden  ,  ist  =  i^.  Miss  Blackwood  und  Miss  Helen 
Thomson  lassen  sich  in  Versen  über  den  Begriff  „random  chord^ 
aus.  M. 


H.  S.  MoNCK,    W.  S.  B.  WooLHOüsE,    E.  Black  WOOD, 
Art.  Martin.     Solution  of  the  question  5502. 

Educ.  Times  XXIX.  58-62,  106;    XXX.  46-48,  60,  63-64. 

Es  handelt  sich  um  die  Wahrscheinlichkeit  dafür,  dass  zwei 
in  einem  Kreise  sich  schneidende  oder  nicht  schneidende  Sehnen 
von  einer  dritten  Sehne  geschnitten  werden.  M. 


L.  Lalannb.     De  Temploi  de  la  g6om6tne  pour  r^oudre 
certaines  questions  de  moyeiines  et  de  probabilit^. 

C.  R.  LXXXVII.  355-358. 

M. 

R.  Hoppe.    Eine  Wahrscheinlichkeitsaufgabe.  Grunert  Arch. 

LXI.  410-417. 

Die  Aufgabe  lautet:  Auf  einer  begrenzten  Linie  liegen 
n  Punkte.  Wie  gross  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  ein  Stück 
der  Linie  von  gegebener  Länge  frei  von  Punkten  ist.  Dieselbe 
wird  hier  nach  drei  verschiedenen  Methoden,  für  welche  die  be- 
treffenden Hülfssätze  der  Behandlung  der  Aufgabe  vorangestellt 
V^i^rden,  gelöst.  Es  wird  vorausgesetzt,  dass  das  leere  Intervall 
nicht  iLileiner  als  die  Hälfte  der  ganzen  Linie  sei.  Die  Länge 
derselben  wi-rd  =1,  die  leere  Strecke  =  1 — x  gesetzt,  und  der 
Verfasser  findet  die  gesuchte  Wahrscheinlichkeit  nach  jeder  der 
drei  Methoden  =^«  +  J)aj\ 

Auch  wird  darauf  mit  Recht  hingewiesen,  dass  die  Aufgabe 
Anwendungen  in  sehy  mannigfaltiger  Form  zulasse.  Ls. 

)  
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E.  B.  Skitz.     Solution  of  a  question  (5466).    Edac.  Times 

XXIX.  85-37. 

Zwei  Punkte  werden  willkürlich  1)  auf  den  Bogen  oder 
2)  in  den  Flächen  der  beiden  Halbkreise  eines  ganzen  Kreises 
gewählt  Es  wird  in  beiden  Fällen  gesucht,  o)  die  mittlere  Ent- 
fernung zwischen  den  beiden  Punkten,  ß)  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  diese  kleiner  ist  als  der  Radius  des  Kreises.  Es  er- 
giebt  sfch  durch  Auswerthung  der  Integrale: 

1:«)    =^y    y     2rsini(Ö+()p)rrfÖrf9)=-^; 


0  0 

n 


^^  =;^y  (i^- ^) '•'''<'  =  *; 


u 

1472r 


2:«)    =  '^fff^f   (1^+*)' Binddddxdydz 


135rf 

0       — r     ü        0 


«  > 


n 


16    r^  f^  /**'»  /*'■• 

^^    "^l^J     J    J    J        r(y+z)d6G0Bg>dg>dydz 

U  0         0  0  _ 

1^3 


. 1  


0. 


E.  B.  Seitz.     Solution  of  a  problera  (198).  Analyst  v.  89. 

Die  mittlere  Entfernung  zwischen  zwei  Punkten,  die  willkür- 
lieb  in  der  Fläche  eines  Rechtecks  mit  den  Seiten  a  und  b  an- 
genommen sind,  ist 

1    4  a'      6*       /^     a'      6'\     5a'         ft+c-     56'         a+c 


6 
Glr.  (0.) 


E.  B.  Seitz,  A.  Martin.     Solutions  of  a  question  (5648). 

Bdac.  Times  XXIX.  97-98. 

Bezeichnet  man  mit  p,  g,  r  die  Entfernungen  dreier  willkür- 
lich in  einem  Kreise  angenommenen  Punkte  P,  Q^  R  vom  Mittel- 


174     ^^*  Abschnitt.  WahrscheinlichkeitsiechDung  o.  CombinatioDslehre. 

punkte  desselben,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit  reeller  Wurzeln 
für  die  Gleichung  px*  —  qx-\-r  =  0  gleich 

O. 

E.  ß.  Seitz.     Solution  of  a  question  (5496).    Bdnc.  Times 

XXIX.  54. 

Der  mittlere  Werth  des  reciproken  Werthes  der  Entfernung 
zweier  beliebiger  Punkte  in  einem^  Kreise  mit  dem  Radius  r  ist 

E.  B.  Seitz.     Solution  of  a  question  (5263).   Educ.  Times 

XXIX.  84. 

In  der  Fläche  eines  Kreises  mit  dem  Radius  2r  sind  zwei 
gleiche  Kreise  mit  dem  Radius  r  gezogen.  Der  Mittelwerth  des 
beiden  gemeinsamen  Theiles  derselben  ist  gleich 

O. 


E.  B.  Elliott.     Solution  of  a  question  (5478). 

Edac.  Times  XXIX.  54-55. 

Drei  gerade  Linien  werden  willkdrlich  mitten  durch  ein 
Dreieck  mit  den  Seiten  a,  b,  c  und  dem  Flächeninhalt  J  gezogen. 
Dann  ist  die  Wahrscheinlichkeit,   dass  jede   dieser   Linien    ein 

16  J* 


anderes  Seitenpaar  schneidet,  gleich 


(a  +  b  +  cr 

o. 


E.  B.  Seitz  and  H.  Heaton.      Solution  of  a  problem 

(207).     Analyst  V.  123. 

Wenn  IT,  JV,  P,  0  4  willkürlich  in  der  Fläche  eines  Kreises 
angenommene  Punkte  sind,  so  ist  die  Wahrscheinlichkeit,  dass  £, 


i 
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der  Schnitt  der  Geraden  dorch   If,  N  und  P,  Q  zwischen  MN 

35 
und  PQ  liegt,  gleich  i  —  -^^ . 

Glr.  (0.) 


H.  J.  L.  LüDwiCK,     Solution  of  a  problem  (192). 

Analyst  V.  60. 

Der  Mittelwerth  der  Flächen  aller  Kreise,  die  einem  Halb- 
kreis von  Radius  a  eingeschrieben  sind^  ist 

na^  /  39log(l+y^)-6T^2    \ 
96   V      log(|-t-|/2)  +  |^      ^' 

Glr.  (0.) 

W.  W.  Johnson,  J.  E.  Hendricks«   Solutions  of  a  problem 

(226.)     Analyst  V.  158-159. 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  in  der  Fläche  eines  Kreises 
wird  willkQrlich  eine  Sehne  gezogen.  Zieht  man  nun  eine  andere 
Sehne  rechtwinklig  dazu,  welches  ist  dann  die  Wahrscheinlich- 
keit, dass  die  beiden  Sehnen  einander  schneiden. 

Glr.  (0.) 

Lösungen  weiterer  Aufgaben  über  Gegenstände  der 
geometrischen  Wahrscheinlichkeit  von  A.  Martin, 
E-  Blackwood,    G.  8.  Carr,    Monck,    E,  B.  Seitz, 

A.  R.  ClaRKE   finden    sich  Bdao.  Times  XXIX.  39,  45,  85,  106, 
111;   XXX.  20,  27,  32,  50,  95.  99. 


Fünfter  Abschnitt 

K  e  i  h  e  n. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

M.  Labronico.      Teoria    delle    serie  esposta  secondo   i 
metodi  piü  recenti.   Napoii.  Voglio. 


A.  MiNiME.     Ueber  numerische  Reihen.    (Kussisch.) 

Mosk.  Math.  Samml.  IX. 

P. 

K.  Zahradnik.    Ueber  den  Zusammenhang  der  Kriterien 
der  Convergenz  unendlicher  Reihen.   Caaopie  vn.  91-102. 

(Böhmisch.) 

Aasgehend   von  Cauchj's  Kriterien  stellt  der  Verfasser  die 
fundamentale  Bedingung 

fest  und  leitet  aus  derselben  die  Kriterien  von  Raabe,  Gauss, 
Scblömilch,  Stern  und  Olivier  ab.  Std. 


A.  Harnack.     Ueber  eine  Eigenschaft  der  Coefficienten 
der  Taylor'schen  Reihe.    Clebsch  Ann.  xiii.  555-559. 

Anlässlicb  eines  Aufsatzes  des  Herrn  Toepler  über  die  pe- 
riodischen Reihen  (Wien.  Anz.  1876  p.  20.'>  und  Königsberger  Rep. 
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L  p.  402,  siehe  F.  d.  M.  VIII.  133)  stellt  sich  der  Verfasser  die 
Aufgabe,  eine  Function  f{z),  welche  innerhalb  eines  mit  dem 
Uadias  R  um  den  Punkt  a  beschriebenen  Kreises  eindeutig  und 
stetig  ist,  mit  grösstmöglicher  Annäherung  durch  eine  nach  ganzen 
positiven  Potenzen  von  z — a  fortschreitende  Reihe  von  n-\-l  Glie- 
dern darzustellen,  derart,  dass  die  Summe  der  Quadrate  der  ab- 
soluten Beträge  von 

für  alle  Werthe  von  is,  welche  sich  auf  einem  Kreise  mit  einem 
Radius  r<,R  befinden,  ein  Minimum  werde.    Setzt  man 
»--a  =  rey*,  /(ä)  =  ii  +  tt?,  und  ak=^ak+ibkj 

so  soll  hiemach 

fttr  jedes  r  ein  Minimum  werden.  Man  findet  ftlr  den  Werth 
von  aij  unabhängig  von  n  und  dem  Modul  r,  den  Goefficienten 
der  Taylor'schen  Entwickelung 

Das  allgemeinere  Problem  f{z)  mit  möglichst  grosser  Annäherung 
durch  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  tp{z)  fortschrei- 
tende Reihe  von  it-|-l  Gliedern  darzustellen,  ergiebt  für  den 
Goefficienten  von  t//(z)',  ebenfalls  den  von  n  unabhängigen  Werth 

und  führt  zu  der  Verallgemeinerung  der  Taylor'schen  Reihe. 

Hr. 


P.    Mansion.     Elementary    deraonstration     of   Taylor's 
theorem  to  functions  of  an  imaginary  variable. 

Messeoger  (2)  YIII.  17-20. 

Elementarer  Beweis  des  Taylor'schen  Satzes  ftlr  den  Fall 
einer  complexen  Variablen  von  der  Form  x-^-iy.  Es  ergeben 
sich  zwei  Formen  für  den  Rest,  von  denen  die  eine  von  Darboux 

FortMhr.  d.  Math.  X.  1.  12 
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und  die  andere  von  Falk  herrtthrt.  Eine  besondere  Herleitung 
wird  für  die  letztere  gegeben.  Es  wird  femer  gezeigt,  dass 
die  vollständige  Theorie  der  elementaren  Functionen,  (Functionen, 
die  sich  durch  Wurzeln,  einfach  periodische  transcendente  Func- 
tionen und  ihre  Inversen  ausdrücken  lassen)  auch,  wenn  die  Va- 
riable reell  oder  imaginair  ist,  herleiten  l&sst  aus  dem  geometri- 
schen Lemma:  „Wenn  eine  ebene  Curve  AJB  zwischen  den  Punk- 
ten A  und  B  continuirlich  ist,  und  deren  Tangenten  sich  conti- 
nuirlich  zwischen  diesen  beiden  Punkten  verändern,  von  der 
Secante  AB  geschnitten  wird,  so  giebt  es  einen  Punkt  /  zwischen 
ÄnndBj  in  dem  die  Tangente  iUB  parallel  ist^ 

Glr.  (0.) 

O.  Callandreau.     Sur  la  formule  sommatoire  de  Mac- 

laurin.    CR.  LXXXVI.  589-592. 

Es  wird  gezeigt,  wie  man  die  Maclaurin'sche  Formel  aus  der 
Formel  für  die  theilweise  Integration  herleiten  kann,  indeih  man 
in  der  Gleichung 

setzt,  wo  die  Hi  mit  den  Bemoulli'schen  Zahlen  in  einfacher 
Weise  zusammenhängen,  und  die  Integration  von  0  bis  h  erstreckt; 
die  hierzu  erforderlichen  Eigenschaften  der  Bemoulli^schen  Zahlen 
und  der  Function  V  werden  in  einfacher  Weise  abgeleitet  i 

T. 


A.  Gbnocchi.     Sur  lo.  formule  sommatoire  de  Maclaurin 
et  las  fonctions  inteipolaires.  c. R  Lxxxvi.  466469. 

Der  Verfasser  reproducirf,  folgende  Ableitung  der  Maclaurin'- 
schen  Formel  und  des  Malmaten'schen  Theorems,  die  er  schon 
im  Jahre  1855  (Ann.  di  Tortolini)  gegeben  hat  Nach  dem 
Taylor'schen  Satze  ist  j 


■ 


t 
t 
/ 
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Kx+ah)  =  f(x)+  S^f>(x)  +  ^f"(x)  + ... 

0 

sommirt  man  auf  beiden  Seiten  über  a,  so  findet  man,  da  für 
f(x)=zF(x+h)-F(x)  sich  Zf(p+aK)  von  F{x  +  ah)  nur  um 

a 

einen  von  a  unabhängigen  Theil  unterscheidet, 
wo  Am  der  Coefficient  von  a  in 


"  0 


ist   Hieraus  geht  die  Maclaurin'sche  Formel  hervor,  wenn  man  f{x) 

durch   I  f(x)dx  ersetzt.  Nimmt  man  auf  beiden  Seiten  der  letzten 

Gleichung  die  Differenz  bezOglich  x  (Jx  =  A),  so  erhält  man  die 
von  Malmsten  benutzte  Form;  die  beiden  letzten  Terme  der 
rechten  Seite  liefern  einen  Ausdruck,  den  man  als  den  Coefficienten 
von  a  in 

-y    L-?-^ n\ \f^^'(x  +  z)dz 

ü 

erkennt,  so  dass  die  Malmsten'sche  Function  q>(z)  sich  als  Coef- 
ficient von  a  in 

^  ^ ! — ^ IBr  n  =  2m 

ergiebt.  Es  wird  gezeigt,  wie  man  hieraus  in  einfacher  Weise 
die  von  Herrn  Malmsten  angegebenen  Eigenschaften  von  g>(si) 
herleiten  kann. 

Femer  bemerkt  Herr  Genocchi,  veranlasst  durch  den  Aufsatz 
Ton  Herrn  Hermite:  Sur  la  formule  dinterpolation  de  Lagrange 
(Borchardt  J.  LXXXIV.  p.  70  ff.  cf.  F.  d.  M.  IX.  p.  312  ff.),  dass 
er.  nachdem  er  schon  in  Grunert  Arch.  t  IL.  3.  H.  zu  der  Formel 
gelangt  war: 

12* 
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ü  0 

(A,A,, ...,  An.i  die  saccessiven  Zunahmen  von  x)  weiter  zu  folgen- 
der Darstellung  dev  Amp^re-Cauchy'sehen  interpolatorischen  Func- 
tionen durch  vielfache  Integrale  gelangt  ist: 

u 


(JJ       0 


u      u  u 

(ha  =  öa-1  —  öa)- 

Diese  vielfachen  Integrale  sind  denen  ganz  ähnlich  ^  welche 
Herr  Hermite  betrachtet  hat.  T. 


J.  C.  Glashan.     An  extension  of  Taylor's  theorem. 

Am.  J.  I.  287-288. 

Der  Verfasser  leitet  die  Formel  ab 

+  r  da  r(«+c+e+  ".)  +rdar^^  d(a+fr)  r(^+«+  -) 
u  u  u 

dal       dia+b)/  d(a+6+c)p(«+..0H— -, 

U  0  u 

welche  er  auch  auf  die  Form  bringt: 

fix)  =  f(x^a)+Cf{x^a-h)+^f%x^a^h^c) 

Die  C  werden  durch  recurrirende  Formeln  bestimmt,  und  zwar  ist 

C,  =  a,    C,  =  a'+2a&,    C,  =  a»-f  3a'(6+c)+3ö(6'+26c>... 
"">  6  =  c  =  d ...  =  0  erhält  man  das  Taylor'sche  Theorem  fttr 
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6  =  c  =  d  =  einer  von  Null  verschiedenen  Grösse  die  Abersehe 
Reihe  (Bertrand,  Traitö  de  calcul  diffi^rentiel  p.  324.) 

Hr. 


D.  Andre.     Sur  la  sommation  des  söries.    c.  B.  Lxxxvii. 

973-975. 

Es  bezeichne  Un  das  allgemeine  Glied  einer  recurrenten  Reibe, 
welches  durch  die  Form 

Un  =  2q>a(n)a'' 

dargestellt  werden  kann,  wo  a  eine  Wurzel  der  erzeugenden 
Gleichung  ftlr  Un,  a  der  Grad  ihrer  Vielfachheit  ist,  q>a{n)  ein 
ganzes  Polynom  in  n  vom  Grade  a—1  bedeutet,  und  die  Summe 
sich  über  alle  Wurzeln  a  erstreckt  Es  handelt  sich  nun  um  die 
Summirung  einer  convergenten  Reihe,  deren  allgemeines  Glied 

^-  -    „(n+l)...(«+p-l)  ^ 
ist,  unter  der  Voraussetzung,  dass  ti»  weder  durch 

noch  durch  n,  noch  durch  n+p^l  theilbar  ist.  Das  ohne  Her- 
leitimg mitgetheilte  Resultat  lautet: 

T  1     (p-l-')!''      a,x,    \   l    ^     2      ^     ^      l     J 

Hr. 


D.  Andre.     Terme  g^ndral  d'une  sdrie  quelconque  d^ter- 
min^e  k  la  fa9on  des  s^ries  r^currentes.    Add.  de  l'Ec.  N. 

(2)  VII.  375-409. 

Die  Arbeit  enthält  die  Ausführung  der  in  Darb.  Bull.  (2)  I. 
360 ff.  erschienenen  Note  des  Verfassers,  worüber  in  den  Fort- 
sehrittto  IX.  p.  170  berichtet  ist.  Die  in  der  Note  ohne  Beweis 
mitgetheilte  Formel  für  das  allgemeine  Glied  einer  Reihe,  in 
welcher  jedes  Glied  mit  den  vorhergehenden  durch  eine  lineare 
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Relation  verbunden  ist,  wird  hier  entwickelt,  und  flir  jede  der 
dabei  unterschiedenen  8  Formen,  die  das  Gesetz  der  Reihe  an- 
nehmen kann  (s.  das  erwähnte  Referat)  an  einem  Beispiele  die 
Rechnung  ausgeführt.  Hr. 


D.  Andre.     Sommation  de  certaines  s^ries.   o.  R.  LXXXVL 

1017-1019. 

Summation  der  Reihen,  deren  allgemeines  Glied  Vn  durch 
die  Formel 

*""  ""  ^"^  (an+ß)\ 
gegeben  ist,  wo  a  und  ß  ganze  Zahlen  vorstellen,  a  >  0,  0  ^  /9  <  or, 
und  Vn  das  allgemeine  Glied  einer  recurrenten  Reihe  bedeutet. 
Zu  diesen  Reihen  gehören  u.  A.  die  CoefGcienten,  die  man  erhält, 
wenn  man  die  Weierstrass'schen  Functionen  nach  Potenzen  des 
Modul  entwickelt.  Sie  haben  alle  die  merkwürdige  Eigenschaft  in 
endlicher  Form  summirbar  zu  sein.  Der  hier  nicht  wiederza- 
gebende  Ausdruck  der  Summe,  den  der  Verfasser  ohne  Beweis 
mittheilt,  ist  eine  ganze  Function  von  x  und  von  Exponential- 
grossen  von  der  Form  e^.  Hr. 


D.  Andrk.     Sur   las    ^quations  g^n^ratrices  des  s^ries 
r^currentes.   Bull.  s.  m.  f.  vi.  166-17o. 
Siehe  oben  p.  181.  M. 

Laguerre.     Sur  le  d^veloppement  de   (x— ä)*"   suivant 
les    puissances    croissantes    de   ä^— 1.     CR.  LXXXVL 

956-959. 

[.    Ist    y^^   der  !!»•  Näherungsversuch  von  (     _.  Yy  »o 

ist  der  Coefficient  von  ä(»'—  1)*  in  der  Entwi^kelung  von  («—»)*» 
nach  steigenden  Potenzen  von  »'—1  gleich  der  n**^"  Ableitung 
von 


I. 
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II.  Der  Coefficient  von  js"*F"(js)  in  der  Entwickelung  von 
log(fi— s)  nach  steigenden  Potenzen  von  F(s)  {F(z)  ein  Polynom 
vom  Grade  m+l)  ist  gleich  der  n*«*"  Ableitung  des  Ausdmcks 

''.'»«(^)+''.'»»(^)+-+''-'»'(Ie:?-)-'. 

WO  P,  P, ,  P^...Pm  ganze  Polynome  vom  Orade  n  sind,  welche 
bewirken  y  dass  der  vorstehende  Aosdrack  von  der  höchstmög- 
lichen Ordnung  in  —  d.  h.  von  der  Ordnung  — -— r —  ist. 

Hr. 


L.  Kronecker.     Ueber  Potenzreihen.   Beri.  Monauber.  187ö. 

63-58. 

Es  sei 

u 

ftr  ^  =  ^  4-  ^  bei  positivem  |  (und  ^  =  0)  eine  convergente 
Reihe,  in  welcher  die  reellen  Exponenten  In  niit  n  beständig  und 
in's  Unendliche  wachsen.    Ist  dieselbe  auf  dem  Wege  (lo) 

(x  positiv  und  fest)  von  y  =  — oo  bis  -f^  gliedweise  integrabel, 
so  folgt 

wenn  to  zwischen  Xn  nnd  iU+i  liegt.  Dieses  Integral  stellt  dem- 
nach eine  Function  des  reellen  to  dar,  welche  für  «?  <  Au  ver- 
schwindet und  in  den  einzelnen  Intervallen  zwischen  je  zwei  auf 
einanderfolgenden  Werthen  von  l  constant  bleibt.  Aus  (B)  er- 
giebt  sich  die  bemerkenswerthe  Gleichung 

2m  J  J      % 


» 


s 


worin  die  untere  Grenze  «7^X9  zu  nehmen  ist.   Setzt  man  o?  <  ^ 
voraus,  so  hat  auch  das  Integral 
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1^  fM.  da  r  e'i'-Odtc 


2n%  J      » 


den  Werth  /(0:C- 

Durch  das  analoge  Verfahren  ergiebt  sich  die  Fourier'sche 
Formel 

wenn  die  Reihe 

U  0 

im  Intervalle  c  =  —  00—  +  00  gliedweise  integrirbar,  die  /u«,  Vn  in's 
Unendliche  wachsen  und  /(O)  =  0  ist. 

Bei  der  Ableitung  der  Formel  (B)  giebt  der  Herr  Verfasser 
die  noth  wendige  und  hinreichende  Bedingung  an,  damit  eine  un- 
endliche Reihe  von  der  Art,  dass  der  Rest  derselben  im  Inte- 
grationsintervalle seinem  absoluten  Werthe  nach  unter  einer  be- 
stimmten Zahl  bleibt,  gliedweise  integrirbar  sei.  St. 


Appell.     Sur  certaines  sdries  ordonn^es  par  rapport  aux 
puissances  d'une  variable.    C.  R.  LXXXVIL  690-692. 

Die  Betrachtung  bezieht  sich  auf  eine  Potenzreihe 

deren   Coefficienten   von    einem    bestimmten   Oliede   an   positiv 
bleiben  und  der  Bedingung  genügen: 

lim«^-Pu„  =  4    (jt?>0,  il>0  und  endlich). 


ns=oo 


Dieselbe  convergirt  fttr  a?  <  1 ,  divergirt  aber  für  a?  =  1.  Dann 
nähert  sich,  wie  gezeigt  wird,  die  durch  die  Reihe  dargestellte 
Function  m\i{\—xy  multiplicirt,  wenn  sich  a;  wachsend  der  Eins 
nähert,  dem  Werthe  Ar(p).    Ist  p  =  0  d.  h. 

lim  nUn  =  A^ 

1l-=00 

so  nähert  sich  ebenso  — ,   ,;^  .    dem  Werthe  A. 

lg(l-a?) 
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Diese  Regel   auf  die   hypergeometrische  Reihe  F(a,ß,y,x) 
und  die  Reihe 

X  X*  x^ 

angewendet,  ergiebt 

lim(l-x)«+/»-rF(a,Ay,x)=  ^^Ö^^^p^,  wenn  a+/?-y  positiv, 

und 

lim(l— a?)*^a:)  =  y^. 

T. 


Y.  ViLLARCEAU.     Sur   le  d^veloppement  an   s^ries   des 
racines  reelles  des  ^quations.  Liouville  J.  (3)  IV.  119-125. 

Der  Verfasser  giebt  eine  einfache  Herleitang  der  Formel, 
dnrch  welche  die  Wurzel  x  der  Gleichung  f{pc)  =  0  nach  steigen- 
den Potenzen  von  f\a)  entwickelt  werden  kann,  wo  a  eine  be- 
liebige innerhalb  der  Grenzen  des  Convergenzbereiches  der  Ent- 
wickelung  befindliche  Grösse  bedeutet.    Setzt  man 

X  =  a— ii,/(a)+il, -j-^ j^  2.3    "^'**' 

Am  

80  muss  —1—  =  0  sein  wegen  der  Unabhängigkeit  der  Wurzel  x 

von  a.     Dies  f^hrt  auf  die  zur  Bestimmung  der  Coefficienten  A 
dienenden  Gleichungen 

"•'  da  ~    '       '  da  "     da    '       '  da  ~     da    '•' 
woraus   man  nach   einer  leichten  Rechnung  die  A  direkt  durch 
die  Derivirten  von  f  allein  ausgedrückt  erhält.    Ftthrt  man  ein 

—  \  JL        -  £L  JIL        -  JlL  ml 

"'  ~  ^ '  rfa  '     '''~  da*  '  da*  '     "•  ~   do«  '  da*  '  *  *  *' 
80  lautet  die  Reihe  bis  zu  den  4  ersten  Qliedem  fortgefQbrt 

Es  folgen  einige  numerische  Anwendungen  dieser  Formel. 

Hr. 
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F.  Büchwald.     Sumraation  af  Räkker.   Zenthen  Tidsskr.  (4) 

II.  76-93. 

Die  Aufgabe  ist,  eine  Annäherungsformel   zur  Berechnung 

yrraO 

der  Snmme    2;  tfr   zu   ermitteln,   wenn  y^  =  f(x)  eine  solche 


r=* 


Function  ist,  dass  nicht  nur  tfy,  sondern  auch  yCp)  =      ^     fbr 

wachsende  v  stetig  abnimmt.  Um  dies  zu  erreichen,  vergleicht  der 
Verfasser  die  Fläche  der  Cunre  f(x)  =  0  mit  denjenigen  Flächen, 
welche  durch  verschiedene  gebrochene  Linien  begrenzt  werden. 
Diese  ergeben  sich,  theils  indem  man  die  Endpunkte  der 
den  Gliedern  der  Reihe  entsprechenden  Ordinaten  yy  durch  Ge- 
rade verbindet,  theils  indem  man  wieder  die  Mittelpunkte  der 
soeben  erhaltenen  Polygone  verbindet  und  auf  gleiche  Weise 
fortfährt.  Aus  einer  einfachen  geometrischen  Betrachtung  geht 
dann  die  folgende  Ungleichheit  hervor:  (y^"^)   bezeichnet  das 

Integral  I  ydx) 


y=oo 


yJr')-i»Jz{>-4y}-'^-iyJ+}>+iy.>  £  y,  >  yJr'^-yJ-'H4y.. 


yss»» 


Durch  Ueberlegungen,  welche  hier  nicht  wiedergegeben  werden 
können,  wird  hieraus  die  Formel  abgeleitet 


yssoo 


-S  y.  =  y<r"-4(yizl>+yJ-")-Ky^ -y;-iii.»<''+tri.yj*>±«, 

wo    * 

« <  -iri.(y?i+yÄ)+TAiF(«J?.+«J?i)- 

Diese  Summenformel  wird  insbesondere  bei  der  Berechnung 
gewisser  langsam  convergirender  Reihen  von  Nutzen  sein,  indem 
man  zuerst  eine  passende  Anzahl  der  ersten  Glieder  direct 
summirt  und  dann  die  Summe  der  übrigen  mittelst  der  Formel 
findet    So  wird  z.  B. 

log2  =  (l-|)+(i-j)+(j--i)... 

nach  directer  Summation  der  12  ersten  Glieder  und  Anwendung 
der  Formel  auf  7  Zifiern  richtig  bestimmt  Der  Verfasser  zeigt 
'^  ^er  die  Anwendbarkeit  seiner  Formel  zur  Summation  der  Reihen 
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2— —  and  endlich  zur  Berechnang  der  Function  /(a),  ftlr 

welche  er  die  Beihenentwickelung 

logl^a)  =  C+rioa+'l*-^-  "J'logCa+i^-l). 
benutzt  Gm. 


R.  LiPSCHiTz.     Sur  la  fonction  de  Jacob  Bernoulli  et 
ßur  rinterpolation.  C.  R  LXXXVL  119-121. 

In  seiner  Abhandlung  über  die  Maclaurin'sche  Formel 
(Borchardt  J.  LXXXIV.  64  ff.,  vgl.  F.  d.  M.  IX.  182  ff.)  hat  Herr 
Hermite  die  durch  die  Oleichung 

definirten  Bemoulli'schen  Functionen  S(x\  durch  die  Functionen 
X^  =  l-.a;^'»-(l-a;)'«    und    X;,  =  l-(2a;-l)'"» 

ausgedrückt.  Der  Herr  Verfasser  legt  sich  die  Frage  vor,  ob 
nicht  zwischen  diesen  beiden  Arten  von  Functionen  elementare 
Beziehungen  beständen.  Unter  Hinweis  auf  Staudt:  ^De  numeris 
Bemoullianis^  (Erlangen  1845  Universitätsschrift)  findet  er 


-4^m  =  (  ^r  )  S(^>«-1  +  (  ^D  «(^)^-3  + 


und 
ar-1 


^  _  (^'^^^)2'^s{xy,.,+  (^'^}^^^^ 


wo  die  einzelnen  Glieder  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung 
durch  2«— 1  theilbar  sind. 

Femer  giebt  der  Herr  Verfasser  eine  rein  algebraische  Quelle 
f&r  die  Beziehung  an,  in  welche  Herr  Hermite  (Borchardt  J. 
LXXXIV.  p.  70ff.  F.  d.  M.  IX.  p.  312  f.)  den  Taylor'schen  Satz 
zu  dem  Lagrange'schen  Interpolationstheorem  gesetzt  hat.  Das 
letztere  kann  —  unter  f{x)  eine  ganze  Function  vom  Grade  n—\ 
und  unter  a,  b,  c, ...  n  von  einander  verschiedene  Constanten  ver- 
standen —  durch  folgende  Formel  ersetzt  werden: 


188  ^'  AbschniU.    Reihen. 

Der  allgemeinere  Fall,  dass  mehrere  der  Ai^^omentwerthe  einander 
gleich  sind,  lässt  sich  dann  doreh  einen  Grenzfibergang  erledigen ; 
sind  etwa  von  den  Grössen  o,  6,  c,  . . .  o  gleich  a,  ß  gleich  6, 
n.  8.  w.y  so  erhält  man  eine  Darstellung  von  f(x\  geordnrt  nach 

(x-ay(x^b)\...,  (x-ay  (x-^ßy-\  (^-a>»(x-6y(i:-c)%..., 

(x-aYix^hy ...  (x-6y-s 

während  die  CoefBcienten  linear  in 

/(a),  r(a),  ...,  fC-^)(a);     /(&),  f(6),  ...,  /^^W;... 
sind^   und  diese  Darstellung  führt  in  dem  einfachsten  Falle  auf 
den  Taylor'schen  Satz.  T. 


Capitel  2. 
Besondere  Reihen. 

Rausch.  Die  wichtigsten  Beihen  nebst  einer  Einleitung 
über  das  Zahlengebiet  und  über  Functionen  für  die 
Prima  höherer  Lehranstalten.    Pr.  Giessen. 

Die  behandelten  Beihen  sind  die  Binomial-  und  die  Expo- 
nentialreihe,  die  Sinus-  und  Cosinus-  und  die  logarithmische 
Reihe.  Schi. 


F.  Stüdnickä.  üeber  die  Ableitung  neuer  Eigenschaften 
der  Binomialcoefficienten  aus  einem  verallgemeinerten 
Satze  der  Lehre  von  den  complexen  Zahlen. 

Prag.  Ber.  1877.  92-94. 

^on   den    in   der  Abhandlung   mitgetheilten  Eigenschaften 
nomialcoefficienten  heben  wir  als  die  wichtigste  folgende 
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hervor: 

[(n>L  =  i^C-D^+H^^-U^^+^- 


In  dieser  Fonnel  bedeutet  (n)k  den  fc*^"  BiDomialcoefficienten  der 
n'^"  Potenz.  Der  Verfasser  hat  seine  Resultate  aus  dem  be- 
kannten Satze  hergeleitet,  dass  die  n^^  Potenz  der  Norm  einer 
eomplexen  Zahl  gleich  der  Norm  der  n*"*"  Potenz  derselben 
Zahl  ist  Schi. 


G.  DE  LoNGCHAMPS.     Sur  Ic  blnömc  de  Newton. 

Nonv.  Ann.  (2)  XVIL  101-104. 

Beweis  des  binomischen  Lehrsatzes  für  ganzzahlige  Expo- 
nenten. Schi. 


V.  ScHLEGBL.     Zur  Lehre  von  den  Binomialcoefficienten. 

SchlömUch  Z.  XXIII.  263-264. 

Mit  HfUfe  der  Formel 

fllr  die  Summe  der  ersten  n  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe 
p**'  Ordnung  (s.  H.  Grassraann,  Lehrb.  d.  Math.  I.  1860.  No.  364) 
wird  f&r  jeden  ganzzahligen  Werth  von  k  {>  0)  die  Formel  her- 
geleitet: 

ft^— tKii(*+i)  +  (Ä-}-  l>^iiC»+2)_(fc-|.2)^.n(*+3)  +  ...  =  1. 

M. 


Al.  Zdrahal.     Beweis  einer  Relation  zwischen  Binomial- 
coefficienten  mit  Hilfe   der   Wahrscheinlichkeitsrech- 

nODg.     Casopis  VII.  175-176.  (Böhmisch.) 

Betrifft  die  Ableitung  von 

(°?')=ffiC)+a)G-.)+-+G")(5> 

Std. 


190  ^'  Abschnitt.    Reihen. 

Ch.  Ladd.     The  polynomial  theorem.    Analyst  V.  145-147. 
Beweis  des  Satzes.  Olr.  (0.) 

6.  MoRBNo.     Dimostrazione  di  un  teorema  di  Eisenstein. 

Battaglini  G.  XVI.  174-177. 

Ableitung  des  Goefficienten  von  a^  in  der  Entwickelung  von 

(1-f  «i^+öj^'H — )"* 
aus  den  Goefficienten  von  x*  in  den  Entwickelungen  der  n  ersten 

Potenzen  des  Polynoms  mit  Hülfe  von  Determinantenbeziehungen. 

No. 

J.  W.  L.  Glaisher.     Generalised  form  of  certain  series. 

Proc.  L.  M.  S.  IX.  197-202. 

Specielle  Fälle  und  Folgerungen  aus  der  Oleichnng: 

P^.    p(p  +  2)    x'        p(p  +  2)(p  +  4)    x' 
p(p  +  l)    2!    "^  p(p  +  l)(p  +  2)     a! 
1       a?'     .  1  aj* 


V^   D      ^  ,   -.     g.    -t-  „/o  .  iVo4-2^     H\    ^      J 


=  l  +  r-f-r-^  + 


p  +  1    2     •    (p  +  i)(p-|-3)   2V21 

1  «• 

■^  (P  +  i)(p+3)(p+ö)  ■2^3T  +  • 

Sohl. 


«    n 


W.  LiGOwsKi.     Zur  Summirung  der  Keihe  ^ — p- 

GninertArch.  LXIL  334-336. 

Diese  Reihe  ist  der  Coefficient  des  Gliedes  V^  in  der  Ent- 
wickelung von  c«'  nach  Potenzen  von  '•  Ihre  Summe  wird  fttr 
die  Werthe  m  =^  1  bis  m  =  8  angegeben.  SchL 


Genocchi.     Eclaircissements   sur  une  note  relative  k  la 

fonction   log  Tx     Gmnert  Arch.  LXI.  366-385. 

Detaillirte  Darstellung  der  Resultate  der  Arbeit,  welche  der 
Verfasser  1873  der  Akademie  zu  Brüssel  eingereicht,  und  Ent- 
gegnung auf  die  Einwürfe  von  de  Tilly  und  Ph.  Gilbert  (s-F.d.M. 
V.  167).  M. 
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EL  Lucas.     Sur  les  d^veloppements  en  s^ries.  BniL  s.  M.  F. 

VL  57^. 

Es  seien  die  Zahlen  Bp,  Pp^  Rp,  Ep  gegeben  dnreh 

^      X      y _   Bp.x     (    —2a;  Y—   'p-^ 
V  e*-!/  ~  *         •    W  +  1  )  ~  *        ' 


/      X      Y—  ^•^/'      ^      Y 


Ep.« 


e^  +  c 

dann  definirt  Herr  Lucas  Zahlen  £p,,,  Pp,,,  ...  derart,  dass  in 
d^  Entwickelung  der  rechten  Seiten  die  Potenzen  der  Bp,  Pp,  . . . 
als  zweite  Indices  geschrieben  werden;  die  fii,,,  Ei,,  stimmen 
mit  den  Bemonlli'schen,  bez.  Euler'schen  Zahlen  überein.  Man- 
nigfadie  Arten  der  Entwickelung  auf  den  linken  Seiten  liefern 
dann  symbolische  Beziehungen  und  Recursionsformeln.       No. 


K  Lucas.     On  enleiian  nnrnbera*  Messenger  (2)  vii.  i39-i4i. 

1)  Ausdruck  f)ir  die  vt^  Euler'sche  Zahl  als  Determinante 
und  als  bestimmtes  Integral.  2)  Beweise  dafür,  dass  die  Euler'- 
sehen  Zahlen  ungrade  Zahlen  sind  und  abwechselnd  mit  1  oder 
5  enden  (Scherk^s  Satz),  femer  dass  die  Reste  der  Euler'schen 
Zahlen  nach  einem  Primzahlmodul  die  Euler'schen  Zahlen  selbst 
in  derselben  Beihenfolge  periodisch  ebenso  wieder  ergeben,  wie 
die  Reste  der  Potenzen.  Olr.  (0.) 


J.  G.  Adams.  Note  on  the  value  of  Enler's  constant 
likewise  on  the  values  of  the  napierian  logarithms 
of  2)  3,  5,  7  and  10  and  of  the  modnlus  of  common 
logarithms,  all  carried  to  260  places  of  decimals. 

Proc.  of  London  X2TIL  88*91 

Der  Verfasser  berichtet  über  die  Resultate,  die  Herr  Glaisher 
und  Herr  Shanks  (Proc.  of  London  XIX.  und  XX.)  erhalten 
hatten,  und  bemerkt,  dass  in  Verbindung  mit  seiner  Berechnung 
der  Bemoulirschen  Zahlen  Byi  bis  ^64  er  die  Annäherung  auf 
eine  grössere  Ausdehnung  bringen  könne  als  vorher  möglich  ge- 
wesen. Cly.  (0.) 


192  V.  Abschoiit.    ReiheD. 

J.  C.  Adams.     Table  of  the  values  of  the  first  sixty-two 

numbers   of  Bernoulli.    Borchardt  J.  LXXXV.  269-272. 

In  Crelle's  J.  XX.  hat  Ohm  die  Werthe  der  31  ersten  Ber- 
noulli'schen  Zahlen  angegeben.  Mit  Hülfe  des  Staudfschen 
Theorems  hat  der  Verfasser  noch  die  folgenden  31  Zahlen  be- 
rechnet. Die  vorliegende  Note  enthält  nun  eine  Tafel  der  Werthe 
der  62  ersten  Bernonlli'schen  Zahlen.  Für  die  Rechnungsmethode, 
die  hier  nicht  angegeben  wird,  verweist  der  Verfasser  auf  einen 
demnächst  erscheinenden  Anhang  zum  22*^"  Bande  der  Cambridge 
Observations.  Hr. 


W.  Führmann.    Entwickelung  vonlog(l+aj).  GrunertArch. 

LXII.  230. 

Durch  ein  geschicktes  Verfahren  der  Coefficientenbestimmung 
findet  der  Verfasser  ohne  den  binomischen  Lehrsatz  zu  verwen- 
den, dass  in  der  Entwickelung  von 

sein  muss.  Schi. 


A.  CvAYLEY.     A   formula   by  Gauss  for  the  calculation 
of  log  2  and  certain  other  logarithms.   Mesaenger  (2)  Vlll. 

125-126. 

Bezieht  sich   auf  die  Formel  von  Gauss  (Werke  II.  501.), 
welche  heisst: 

"^      "  ^^   \  1024 /  V  1048575  /  V  6561  /  V 15625/  V 9800 /  * 

Diese  wird  verificirt,  und  die  Bemerkung  hinzugefügt,  dass,  der 
Werth  von  log2,  berechnet  aus  2'''  =  10"  gleich  0,301020  ist, 
also  eine  Orösse,  die  mit  einem  Fehler  von  einer  Einheit  in  der 
fünften  Stelle  behaftet  ist.  Ist  log 2  berechnet,  so  kann  man 
daraus  die  Logarithmen  von  41,  3,  V^,  11.31  und  7.31  her- 
leiten. Glr.  (0.) 
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O.  ScHLöMiLCH.     lieber  einige  unendliche  Reihen. 

Schlömilch  Z.  XXJIL  132-135. 

Abdruck  aus  Leipz.  Ber.  1877  (s.  F.  d.  M.  IX.  194).        M. 


B.  HopPB.     Summation  einiger  Reihen.  Gninert  Arob.  LXII. 

166-174. 

Sammation  einer  Doppelreihe  von  der  Form: 


H. 


A.  Sykora.     Summation  zweier  Reihen.  Gmoert  Arcb.  LXi. 

445-446. 

Die  Summe  von  Sk^m^rf-^ha)  und  ^Aeo8(a)4-Aa)  wird  be- 

ü  0 

rechnet  Schi. 


Q.  DoBiNSKi.     Producte  einiger  Factorenreihen. 

Graneri  Arch.  LXI.  434-438. 

Ausgehend  von  der  Oleicbung 


gelangt  der  Herr  Verfasser,  indem  er  ftlr  f(x)  den  Logarithmus 
der  Functionen 

setact,  zo  AasdrUcken  ftlr 

/70O82->o,    /ZcoB-^,    /Z(tg2«-»a)»'-' 

f&r  eine  endliche  und  unendliche  Anzahl  von  Factoren.  Speciell  ist 


ft  ft  7t  ft 

y  =  sec— .sec^.sec— ... 


T. 


A.  Stbbn.     Om  Beregning  of  Potenstallenes  Sum. 

Zeathen  Tidaskr.  (4)  II.  183-188. 

FoftMhr.  d.  Math.  X.  1.  13 


194  ^'  Abschuitt    Reihen. 

Um  die  Samme  der  Potenzzahlen  za  finden,  benutzt  der  Ver- 
fasser eine  Gleichung  von  der  Form 

«^  =  («)p  +  <»+l)p  +  K«+2)p  +  ...(ii+p-l)p, 
wo  die  {n)p,  {n+l)p  etc.  Binominalcoefficienten  bedeuten.    Die 
CoefGcienten  a,  6 . . .  bestimmt  er  durch  ein  recurrentes  Verfahren. 

6m. 


J.  W.  L.  GlAISHBR«      Value  of  a  series.     Measonger  (2)  VIIL 
127-128. 

Die  Reihe  heisst: 


1.2.3.4    '    5.6.7.8    '    9.10.11.12    '     13.14.15.16 
Ihr  Werth  ergiebt  sieh  gleich  i\og2—^n.    Auch  wird  ein  Be- 
weis fQr  die  Formel; 

1         I  1  I  ^  .       -  ^ 


1.3.6.7  ^  9.11.13.15    '    17.19.21.23    '  96(2+y2) 

gegeben.  •  GIr.  (0.) 

J.  J.  Walker,  R.  E.  Riley,  J.  Hammond,  G.  Battaglini, 
R.  Rawson,  A.  Mannheim  a.  o.  Solutions  of  two 
questions    (5492    and    5544).     Educ.  Times  xxix.  76-79, 

109-111. 

Beweis  des  von  Hermite  gegebenen  Satzes:  „Ist 

X  X*  X* 

n«)  =  1+  -;^  +   („4.ix„+2)  +  (nTlX«+2Xn+3)  +*"' 
so  ist 

n*  w*  "^  n(n+l)'(n+2) 


X* 


+  «(«-t-lX»-l-2)'(«+3Xn+4)  +•••" 
Wenn  ferner 

'^*'' ~  w       (n+l).l        («+2)1.2         (n+3)1.2.3    ~*" 
so  ist 

m    ~  M. 


r 
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D.  Tbowbridob.     Summation   of  two  series.    Analyst  Y. 

168-170. 

Der  Werbsser  erhält  die  Summe  der  Reiben 

(a-fr)"4-(a-f2r)"H \-(a+xry 

(a+r)"+(a+3r)»  H [-  (a+2aT— r)\ 

Glr.  (0). 


J.  W.  L.  Olaishbr.    Nnmerical  value  of  a  series. 

Messenger  (2)  TU.  192. 

Der  Werth  der  Reibe 

wo  die  Nenner  die  Quadrate  der  Primzahlen  sind,  ist  auf 
24  Stellen  berechnet 

0,452  247  420041  065  498506546 ..., 

wo  die  letzte  Stelle  unsicher  ist  Euler  giebt  in  der  Introd.  in 
Anal.  Inf.  I.  §  282  den  Werth  auf  15  Stellen,  von  denen  jedoch 
die  3  letzten  Stellen  falsch  sind.  Glr.  (0.) 


J.  L.  KiTCHiN  XL.  A.     Solutions  of  a  question  (5173). 

Educ.  Times  XXIX.  89. 

Summation  der  Reihen 


2+T+-r+-ir+^"^°^-' 


und 


X*         X*  x'  a?' 


+  -rr^ ^TTT  +   '^  ^°^' 


3.5    '    5.7        7.9 

M. 


J.  ScHEFFER.       Solution    of    a    problem    (199.)     Analyst  V. 
90-91. 

Es  wird  eine  unendliche  Reihe  bestimmt,  die  die  Eigenschaft 
bat,  dasB  ihre  Summe  ein  Quadrat  ist,  die  Summe  von  n  ihrer 

13* 


196  V.  AbschDitt.    Reihen. 

Glieder  ein  Quadrat  ist  and  die  Summe  der  übrigen,  auf  die  n 
folgenden  Glieder,  ebenfalls  ein  Quadrat  ist  Glr.  (0.) 


B.  BoNCOMPAGNi.     Soluzione    della  Question  391   della 
Nouvelle  Correspondance  Mathdmatique.  Boncompagoi  Ball. 

XI.  487. 

Beweis,  dass 

1  1 

ist.  Sehl. 


Sechster  Abschnitt 

DiflTerential.  und  Integralrechnung. 

Capitel  L 
Allgemeines  (Lehrbücher  etc.). 

J.  HoOEL.      Cours  de  Calcul  infinitesimal.   I.    Paris.  Oauthier- 
VlUars. 

Nene  Ausgabe  der  1871-1872  autograpbirt  erschienenen  Vor- 
lesungen (8.  F.  d.  M.  III.  115).  M. 


Ph.   Gilbert.      Coufs   d'analyse  infinitesimale.     Partie 

ei^mentaire.      2.    Edition.      Paris,  Gauthier-Villars.     Loavain, 
Peeters. 

Da  die  zweite  Auflage  sich  von  der  ersten  vornehmlich 
nur  durch  eine  Note  über  die  Existenz  der  Ableitung  bei  stetigen 
Functionen,  welche  einen  Auszug  von  Darboux'  Abhandlung  über 
die  unstetigen  Functionen  enthält,  unterscheidet,  so  genügt  es  auf 
das  Beferat  über  diese  (s.  F.  d.  M.  IV.  p.  118)  zu  verweisen. 
Bef.  erlaubt  sich  hierzu  die  Bemerkung,  dass  das  vorliegende 
Lehrbuch  die  Principien  der  Infinitesimalrechnung  nach  Cauchy 
und  Duhamel  vorträgt  und  demnach  die  Existenz  des  bestimmten 
Integrales  auf  den  geometrischen  Satz  gründet,  dass  jedes  begrenzte 
Flächenstück  eine  Zahl  sei.    Siehe  auch  Darboux  Bull.  (2)  IL 

St. 


i 


198  ^^  Abschiiitt    DifferoDtial-  und  iDtegralrechDODg. 

F.  J.  Stüdnicka.      Di£FerentialrechDung.    2'*  veränderte 

Auflage.    Prag.   (Böhmisch.) 

Ein  YorzogBweise  fbr  Lehramtskandidaten  zuBammengestelltes 
Compendium  y  das  sich  von  ähnlichen  durch  Anwendung  von 
Determinanten  unterscheidet.  Viele  vom  Verfasser  einzeln  ver- 
öffentlichte neue  Ableitungen,  wie  z.  B.  die  höheren  Differential- 
quotienten von  tg,  cot,  sec,  cosec  finden  hier  die  natürliche  Stel- 
lung. Std. 


J.  FiCKLiN.      To   find   the    di£Eerential    of  a   variable 
quantitj  without  the  use  of  infinitesimals  or  limits. 

Analyst  V.  177-178. 

Das  Differential  dx  wird  definirt  als  der  Tbeil,  um  den  x 
variirt  Glr.  (0.) 


Capitel  2. 

Differentialrechnimg  (Differentiale,  Functionen  von 
Differentialen,  Maxima  und  Minima). 

J.  J.  Thomson.     An  extension  of  Arbogast's  method  of 

derivations.    MesseDger  (2)  Vn.  142-148. 

1 

A.  Oayley.     Note  on  Arbogast's  method  of  derivation. 

Messenger  (2)  VII.  150. 

Ausdehnung  der  ersten  Arbogast'schen  Methode  zur  Entwicke- 
lung  von  g)(u)  auf  den  Fall,  wenn  u  eine  Reihe  mit  mehr  als 
einer  Variablen  ist  In  der  Note  bemerkt  Herr  Cayley,  dass  die 
allgemein  nach  Arbogast  benannte  Methode  seine  zweite  ist 

Glr.  (0.) 


=  II' 
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F.  J.  Stüdnicka.  lieber  die  independente  Darstellung 
der  «**"  Derivation  einer  Potenz,  deren  Badis  und 
Ebcpouent    verschiedene   Functionen    einer  Variabein 

bilden.    Prag.  Ber,  1877.  368-373. 

Die  Arbeit  bedarf  einer  Gorrection,  welche   die  Bedeatang 

des  Resultats  wesentlich  abändert  Es  wird  die  Formel  ent- 
wickelt: 

qf              —l  0               ..•  0 

iff'             i/f  --1           • . .  0 

ö^    --     ^"             29"  q^             ...0 

Setzt  man  hier  eff  ftlr  m<^,  so  hat  man  die  fllr  jede  Function  q> 
von  X  geltende  Entwickelung ,  welche  die  Derivationen  von  &p 
auf  die  von  q>  reducirt  Soll  nun  aber  die  vorliegende  Aufgabe 
gelöst  sein,  so  bedarf  es  der  Darstellung  von  ^("^  in  Derivationen 
von  II  und  0  für  9  =  1?  log  ti.  Diese  ist  hier  unrichtig  durch  eine 
einfache  Reihe  angegeben,  welche  nur  für  u  =  o;  gilt.  Wollte 
man  sie  nach  der  Methode  des  Verfassers  (s.  F.  d.  M.  VII.  140) 
herstellen  y  so  würden  die  Terme  jener  Reihe  theils  Determi- 
nanten theils  Logarithmen  werden,  und  die  Form  des  Resultats 
äusserst  complicirt  ausfallen.  H. 


F.  J.  Studni6ka.      Weitere   Beiträge    zur    DiflFerential- 

recbnung.    Prag.  Ber.  1877.  893-399. 

Der  Verfasser  hat  in  den  Prag.  Ber.  1875*  1—2  die  n*®  Deri- 


u 


vation  eines  Bruches  — ,  in  Derivationen  von  u  und  9,  durch 

eine  Determinante  dargestellt  mit  dem  Divisor  v"+^.  Aus  jener 
Formel  ergeben  sich  jetzt  speciell  die  n*""  Derivation  von  tgx, 
cotx,  sec;r,  coseco;  nach  a?,  und  bei  verschwindendem  x  die  Coef- 
fidenten  der  Reihenent  wickelung  derselben  Functionen.  Femer  wird 
darauf  hingewiesen,  dass  jene  Darstellung  bei  den  Kriterien  der 
Uaxima  und  Minima  in  Anwendung  komme  (s.  p.  198).  H. 
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* 

W.  Walton.      Two  demonstrations  of  a  theorem  due 

tO  Rodrigues.    Quart.  J.  XV.  835-338. 

Es  wird  die  Formel  bewiesen: 

rJLV 


i-n 


Zuerst  mit  speeieller  Anwendung  der  von  Lagrange  (Mim.  de 
Berlin  1772,  p.  213)  gegebenen  Entwickelang  von 

auf  den  Zähler  und  der  binomischen  Entwickelnng  des  Nenners 
der  Linken;  zweitens  durch  den  Schluss  von  n  auf  ft+L 

H. 


Ch.  Hermite.     Note  sur  une  formule  de  Jacobi.   M6m.  de 

Liöge  (2)  VI.  1877. 

Beweis  der  Formel 
Xn4-1)D"(1 -**)"+*  =  (- 1)".  1.3.5  ...  (2n4-l)8in[(ii+l)arcco8a?] 
vermittelst  der  elementaren  Theorie  der  algebraischen  Ketten- 
brüche. Glr.  (0.) 


J,  W.  L.  Glaishbr.     Theorem  of  an  exponential  sym- 

bolical  Operator.    Quart.  J.  XV.  266-272. 


J.  W.  L.  Glaishbr.      Theorems  involving  certain  ex- 
ponential sjmbolic  Operators.    Quart.  J.  XV.  335-338. 

Der  Verfasser  leitet  Analoga    und  Erweiterungen  des  be- 
kannten  Satzes 

**P(«-|?-)«»P(-*^')  =  (l+4«*)-texp(-  -j^), 

WO  expa?  =  e»,  nach  2  verschiedenen  Methoden  her.    Zwei  der- 
baIHau  findet  er  durch  Multiplication  aus  der  Urgleichung.    Die 
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andere  Methode,  hier  die  Grofton'sche  genannt,  welche  darin  be- 
steht, dass  man  durch  partielle  Differentiation  nach  a  und  k 
eine  Differentialgleichung  gewinnt  und  die  im  Integral  enthaltene 
wiUkllrliche  Function  durch  Specialbestimmung  von  a  ermittelt, 
liefert  ausser  dem  neuen  Beweise  der  gefundenen  Sätze  allge- 
meinere Besultate  und  eine  grössere  Zahl  ähnlicher.  Allgemeiner 
ist  z.  B. 

allgemeiner  als  das  erste  Resultat  der  ersten  Methode 

_-±£zL  ka* 


=  l— «'oÜE      "    exp 


l-n*ak  ' 
dn  allgemttneres  als  das  zweite  ist  enthalten  in 

«pjo-^-gr  +  ^-^jexpfcr- 

=  (l_n'a*)~  exp(^;^-g^)expfcr», 

wenn   man  die  Elntwickelungscoefficienten  nach  Potenzen  von  a 
identifidrt.    Analog  der  Urgleichung  ist  ferner 

"pCt-If/^^P*^'  =  (l-16a*r* exp  ^(i^^safc»)  ' 

H. 


J.  Hammond  a.  o.     Solution  of  a  question  (5686). 

Educ.  Times  XXX.  31-32. 

Wenn  y  =  cos^d?,  so  ist  ftlr  ein  grades  n: 

und  fOr  ein  ungrades  n: 

M. 
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O.  8TOI4Z.     üeber  die  Grenzwerthe  der  Quotienten. 

Clebseh  Ann.  XIV.  231-240. 

Es  werden  zoreicbende  BediDgungen  cur  Gültigkeit  des  Satzes 
lim..§^  =  lim -5^  (lim-«  =  a+0/  +  oo) 

aufgestellt.  Sie  ergeben  sich  mittelst  zweier  Sätze  über  die 
Existenz  eines  Grenzwertbes  ftlr  den  Quotienten  F(x) :  q>{x),  welche 
die  Verallgemeinerung  des  Satzes  von  Cauchy  (Cours  d' Analyse 
p.  48)  bilden.  St 


A.  S.  Hathaway.     A  problem  with  solntion.    Anaijst  v. 

86-87. 

Das  Problem  heisst:  „u'^'j...  v'j  v"^,..  seien  solche  Functionen 
von  0?,  dass  jede  ftlr  a;  =  a  verschwindet  und  auch  die  Derivirten 
jeder  von  ihnen  von  den  Ordnungen  s*,  «",...  fj  V*^ ...:  zu  finden 

die  Grenze  von     ,    '"  ,  wenn  sich  x  dem  a  n&hert** 

Glr.  (0.) 


A.  Lorsch.     Ueber  eine  Maximumaufgabe.    Schlömiioh  z. 
xxm.  Hl.  A.  120. 

Im  19.  Bande  derselben  Zeitschrift  hatte  M.  Gantor  aus  einem 
Briefe  Regiomontan's  eine  Problemstellung  mitgetheilt,  welcher 
zufolge  auf  einer  horizontalen  Geraden  eine  Distanz  CX  =  :r  so 
gefunden  werden  sollte,  dass  eine  in  ihrer  Verlängerung  durch  C 
hindurchgehende  vertikale  Strecke  AB  =  a  unter  einem  möglichst 
grossen  Winkel  erschiene.  Die  analytische  Fassung  wäre  sonach, 
wenn  noch  C^l  =  6  gesetzt  wird,  diese: 

arctang— i arctang —  =  Max. 


Verfasser  beweist  geometrisch,  dass  CX  =  ^b(a+b)  ist.  Seine 
Betrachtungsweise  ist  eine  so  einfache,  dass  wir  eine  ähnliche 
auch  beim  Problemsteller  selbst  voraussetzen  dürfen.       Gr. 


I 
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P.  Cassani.      Intomo    ad    an   modo   di  oonsiderare  la 
dotbdna  del  massimo    e   del   minimo   nelle  funzioni 

algebriche.    Atti  d.  Yen.  (S)  l.  54-61. 

Zwei,  dann  3  Variabele  werden  durch  eine  Gleichung 
2*"  Grades  in  Abhängigkeit  gebracht,  daraus  die  Gleichung  ab- 
geleitet, welche  die  Mazima  und  Minima  bestimmt,  und  discutirt. 

H. 


Capitel  3. 

Integralrechnung^ 

# 

J.  WoRPiTZKY.     üeber  die  Verallgemeinerung  der  par- 
tiellen Integration.    Schlomiloh  Z.  XXUI.  407-408. 

Indem  man  vorläufig  beliebige  variable  Bestandtheile  einer 
Fonction  als  constant  ansieht  und  die  Integration  partiell  auf  x 
bezieht,  ergiebt  sich  die  Verallgemeinerung  der  partiellen  Inte- 
gration in  der  Form: 

y/(«It    U^y".Un,x)dx  =:  Jf(u^j    «8,...!^,    x)dx 

M. 


Andreikwsky,     Sur  les  r^ductions  des  integrales  ind^- 

finies.    Darboaz  Ball.  (2)  II.  246-261. 

Die  Beduction  des  Integrals 

/Udx         -  fM.dx 

hat  Euler  in  der  Form  aufgestellt: 

M-^pRN'  =:NT;    Jtf,  =  Ä'+T 

R 
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Der  Verfasser  setzt  nun 

pR=-MA;    T=^MB; 
dann  bleibt  nnr  die  Gleichang 

BN'-AN'  =  1 
durch  A  and  B  zn  erftlllen,  deren  Werthe  sich  auf 

erweitem  lassen.  Er  zeigt  dann  an  vielen  Beispielen  die  Ver- 
wendung der  willkürlichen  Function  K  zur  Vereinfachung  der 
Reductionsformeln.  H. 


U.  Dainrlli.  Belazione  £ra  l'area  e  il  perimetro,  £ra 
il  volume  e  la  superficie,  £ra  i  momenti,  fra  le  coor- 
dinate  dei  Qcntri  di  gravitk  per  gli  spazi  limitati  da 
linee  e  superficie  che  hanno  requidistante  della  loro 

Stessa  natura«      Battaglinl  G.  XVL  279-29a 

Der  Aufsatz  besteht  aus  Beweis  und  specieller  Anwendung 
des  bekannten  Satzes,  dass  eine  ebene  Linie,  eine  Fläche  etc. 
der  Grenzwerth  ist  des  zwischen  der  Linie,  bezw.  der  Fläche 
und  einer  unendlich  nahen  äquidistanten .  enthaltenen  Baumes 
dividirt  durch  den  normalen  Abstand  —  mit  Einmischung  einer 
unklaren  Verkehrung.  Der  Verfasser  fUgt  die  räthselhafle  Be- 
dingung hinzu,  dass  die  Aequidistante  von  gleicher  Natur  sei. 
In  den  angef&hrten  Fällen,  wo  der  Satz  nicht  genau  zutreffen 
soll,  hat  er  nicht  die  Aequidistante  yon  verschiedener  Natur  an- 
gewandt, sondern  die  Linie  gleicher  Natur  untergeschoben,  welche 
nicht  äquidistant  ist.  H. 


Capitel  4. 
Bestimmte  Integrale. 

C.   F.  LiNDMAN.       Anteckningar    tili    Dr.    Bierens    de 
Haan's  Tables  d'int^grales  ddfinies.    Amsterdam  1858. 

Fortsättning.    öfv.  kngl.  Svenska  Vet.  Ak.    Forh.  1878.  No.  1. 


X 


Capitel4.    Bestimmte  Integrale.  205 

Entb&lt  Bemerkungen   und  Correctionen  zu   der   bekannten 
Arbeit  Bierens  de  Baan's  „Tables  dlntegrales  döfinies'^. 

M.  L. 


J.  W.  L.  Glaisher.     Note  on  certain  theorems  in  defi- 

nite  Integration.    MesBenger  (2)  vin.  63-74. 

Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  die  Abhandlung  von  Boole :  „On 
ihe  eomparison  of  transcendents''  (Phil.  Trans.  1857,  745--803) 
und  zwei  Arbeiten  des  Verfassers:  „On  a  theorem  in  delinite 
Integration«  (Quart  J.  X.  347—356,  s.  P.  d.  M.  IL  p.  151)  und 
„On  the  reduetion  of  fonctional  transcendents*^  (Messenger  (2) 
I  153—162.  s.  F.  d.  M.  IV.  p.  133)  und  enthält  Transformationen 
und  Beispiele,  die  sich  auf  den  Inhalt  dieser  Arbeiten  beziehen. 
Derartige  Transformationen  sind: 

—CO  —CO 


— 00 


WO  f  irgend  eine  Function  bezeichnet  und  in  der  letzten  Gleichung 

X  0 

Ein  specieller  Fall  dieses  Besultates  ist 


p     COS(cCOtgX)      ,     _  JL^-ccolhB 

J  x'+b'       ^ ""  26  "" 

wo  coth  B  die  hyperbolische  Cotangente       ^      _g   bezeichnet ; 
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J      a,«^.6*  «*  -  y   6«(e'+2o*)*+(a*-60* 

—  00 

Andere  Beispiele  derselben  Art  folgen.  Glr.  (0.) 

Appell.     Sur  quelques  applications  de  la  fonction  l\x) 
et  d'une   autre  fonction  transcendante.     c.  R  lxxxyl 

953-956. 

Ist  das  allgemeine  Glied  u^  einer  convergenten  Reihe 

eine  rationale  Function  seines  Index,  so  kann  man,  ausgehend  von 
der  Partialbruchzerlegnng  von  ti«,  ihre  Summe  darstellen  mit 
Hülfe  Yon  Functionen,  die  für  reelle  oder  complexe  Werthe  von 
X  mit  positivem  reellen  Theil  mit  den  Ableitungen  yon  logJXa;) 
identisch  sind.  Dies  vorausgeschickt,  betrachtet  der  Verfasser 
die  convergente  Reihe  V]+<'3+-*m  deren  allgemeines  Glied  eine 
rationale  Function  von  8in2an  und  cos2an  ist,  wo  man  den 
imaginären  Theil  von  a  positiv  annehmen  kann.  Ausgehend  von 
einer  Zerlegung  von  x>^  analog  der  Partialbruohzerlegung  der 
rationalen  Functionen  (cf.  Hermite  Analyse  p.  321),  zeigt  er,  dass 
man  ihre  Summe  vermittelst  einer  einzigen  Function 

C{x)  =  -^[cotga(n+x)4.|/=T] 
♦•=1 

und  ihrer  Ableitungen  nach  x  darstellen  kann.  Es  werden  einige 
Eigenschaften  dieser  Function  angegeben.    Die  Function 


%f''c(x)dx 


G(x)  =  e  « 

ist  dann  der  J-Function  analog,  und  man  kann  ebenso,  wie  jedes 
convergente  Product,  dessen  allgemeiner  Term  eine  rationale 
Function  von  n  ist,  mit  Hülfe  der  F-Function,  jedes  solches,  dessen 
allgemeiner  Term  eine  rationale  Function  von  sin2an  und  cos2an 
ist,  mit  Hülfe  der  Function  G  darstellen.  Ferner  wird  angeführt: 
Ist  g)(x)  eine  rationale  Function  von  Bm2ait  und  cos2€ki;,  so  kann 
man  durch  Anwendung  der  Functionen  C(^)  undG(a;)  die  Functional- 
«^leichungen  a)(a?)  =  a)(a;— 1)  +  9)(a?)  und  F(x)  ==  FXx'-l)  q)(x) 
sen.  T. 
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Appell,  l^valaation  d'une  int^rale  d^finie.  0.  B.  LXXXYn. 

874-876. 

Durch  Combinatioii  der  Differentialgleichangeii  2'^  Ordnung, 
welchen  die  bypergeometrische  Beihe  F  =  F{a,  ß^  y^  x)  und  die 
Function  F«  =  fl(a+fi,  /J— »,  y,  x)  genOgen,  gelangt  man  zu 
einer  ebensolchen  ftir  die  Function  FFl—F^F^^  durch  deren  glied- 
weise Integration  der  Verfasser  mit  HQlfe  einer  Formel,  die  er 
C.  B.  LXXXVn.  692  (siehe  diesen  Band  p.  184)  abgeleitet  hat, 
den  Werth  des  Integrals 

niß'-a-n)  n xT-^l'-xY^ß'rF.Fndx  fllr  y>0,  l>y-a— /»>0 

0 

_      nl\y).r(y)     r 1 

gin(y-a-/»>i  L  r(aH-n)/X/»-n)r(y-a)f1Cy-/») 

r(a)/X/J)r(y-a-n)rCy-/»-ii)  J 

ermittelt;  für  fi  kann  jede  beliebige  Zahl  genommen  werden. 
Für  fi  =  0  und  n  =  ß—a  ergiebt  sich  hieraus  der  Werth  des 
Integrals 

/*  xr-\\'-xy^ß-rF.Fdx 

u 

zunächst  in  der  Form  ^,  nach  der  tlblichen  Methode  aber  sofort 
der  wahre  Werth: 

1  nIlY)n7) 1 

/»-a   8in(y-a-/»>    na)r(ß)r(y-a)r(y^ß) 

rrp?)       r(a)       r\Y^ß)         rjy-^a)  1 

^  L  r{ß)      r^a)  "^  r(y-/»)        ny^a)  J  • 

Als  specielle  Fälle  enthält  die  obige  Formel  die  Beduction 
des  Euler'schen  Integrals  £(p,  9)  auf  JT-Functionen  und  die  von 
Jacobi  Borchardt  J.  LVI.  betrachteten  Formeln.  T. 


F.  J.  SiiELTjss.     £^  en  ander  over  de  integraal 

f  llXx  +  u)du. 


Nienw  Arch.  lY.  100-104. 
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Neue  BerleitQDg  des  bestimmten  Integrals 

u 

woran  sich  einige  Betrachtungen  über  damit  verwandte  Functionen 
knüpfen.  6m. 


S.  Spitzer.     Ermittelang  eines  bestimmten  Integrals. 

Gmnert  Arch.  LXII.  221-222. 

Das  Integral 

J  =  y    (u-a)^-»(ii-/»)«-»  y(ti)  du; 

a 

(der  Factor  (—1)*-*   ist  unnöthigerweise  darin),    wo  A  und  B 
positiv,  €f(u)  ganze  Function,  wird  nach  Substitution 

u  =  a-f-(/9— a)fti 
durch  Entwickelung  von  9>(ti)  nach  Potenzen  von  w  in  Euler'schen 
Integralen  dargestellt,   dann  als  ein  Product  ausgedrtlckt,   wo- 
von ein  Factor  dasselbe  Integral  /  für  fp{u)  =  1  ist 

H. 


D.  BiBRBNS  DE  Haan.  Bydragen  tot  de  theorie  der  be- 
paalde  integralen.  No.  XIV.  Over  integralen  van  den 
vorm 

/•*«  F{x)dx  r\^         xF(x)dx 

J       1  +p  sin  'a?  cos  ^x         J        l+p  sin'ajcos'o?  ' 

waarin  F  eene  goniometrische  functie  is.  Yersi.  en  Mededeei. 

XII.  325-370. 

D.  BiERBNs  DE  Haan.    Notice  sur  les  integrales 

/**^  Fjx)  dx  p^        xFQjo)  dx 

J        l-J-p  sin'a?  cos'a?         J        l+p  sin'a? cos'a?  ' 

oti  F  est  une  fonction  goniom^trique.    Arch.  N^rL  xm. 

Eine  lange  Reihe  bestimmter  Integrale,  zu  oben  genannten 
Formen  gehörend,  werden  abgeleitet  nach  der  Methode  des  Ver- 
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fassers,  welche  auseinandergesetzt  ist  in  seinem:  „Expose  de  la 
thöorie  des  propriitös  des  integrales  döfinies.^  0. 


E.  B.  Elliott,  Wolstenholme  a.  o.      Solutions    of  a 

question   (5692).  Ednc.  Times  XXX.  33-36. 

Es  werden  die  Zahlencoefiicienten  E.  in  den  Werthen    für 


n 
•2 


U 

ermittelt  M. 

J.  Hammond  a.  o.     Solution  of  a  question  (5598). 

Ednc.  Times  XXX.  43-44. 

Wenn  l-f-^sina  positiv  und  n  eine  ganze  Zahl  ist,  so  ist: 

/**  sin*~^^(fi~l— n  sin*;»— a? 8in^)d»    _    cos g. sin*-' g 
(l+aj8in^)"+^*  ""     (l+ajsina)" 

M. 


W.  H.  Russell.     On  certain  definite  integrals* 

Proc.  of  London  XXVIL  129-132. 

Fortsetzung  früherer  Arbeiten  (s.  F.  d.  M.  IX.  p.  214).  Die 
Integrale  (63—85),  welche  ohne  Herleitung  gegeben  werden, 
erfordern  grösstentheils  andere  Methoden,  als  dort  angewendet 
wurden.  Cly.  (0.) 


Auswerthung  specieller  bestimmter  Integrale,  von  Wol- 
stenholme, TucKER,  R.  Knowles,  J.  Hammond, 
R.  Rawson,  E.  B.  Elliott  u.  a.  finden  sich  Educ.  Times 

XXIX.  79-80;  XXX.  19,  40.  43,  74-75.  104,  107.  111-112. 

M. 


P.  6.  Tait.     On   some  definite  integrals.    Proc.  of  Edinb. 

IX.  594-595. 

Die  Integrale  treten  auf  in  Verbindung  mit  Anwendungen 
der  Methode  der  elektrischen   Bilder.     Es  sind  Doppelintegrale, 

Fortocbr.  d.  Math.  Z.  1.  X4 
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deren  Wertbe   sich   als  unabhängig  ergeben  von  dem   Werthe 
eines  Parameters  der  Functionen  unter  dem  Integralzeichen. 

Cly.  (0.) 

Anonymus.      Proof  of  the   theorem,    that  the  surface- 

integral   of  a   flux   is  equal   to  the  line-integral  of  a 

flow,   the  line-integi*al  being  taken  round  the  closed 

line  which  bounds  the  surface.    Bduc.  Tiroee  XXX.  51-52. 

Durch   Betrachtung   der  parallelen   Flächen    von   unendlich 

kleinem  Abstand  wird  die  Relation 

.//['(-^  -  ^) + "•  (-S— ^) + « (-S  -  ■^)] '''^ 

=  /  (udx  4-  edy  +  tcdz) 


erwiesen. 


M. 


J.  Thomae.     üeber  bestimmte  Integrale.  Schiömiich  z.  xxiii. 

*  G7-68. 

An  einem  Beispiel  wird  gezeigt,  dass  der  Satz:  „Wenn  zwei 
aufeinanderfolgende  Integrationen  in  vorgeschriebener  Reihenfolge 
ausfährbar  sind,  so  lässt  sich  die  Reihenfolge  vertauschen,  wenn 
die  Function  unter  dem  Integral  immer  positiv  ist^  (s.  Borchardt  J. 
LXIII.  364)  nicht  richtig  ist  Femer  wird  ein  Beispiel  gegeben 
zu  der  Bemerkung  von  Du  Bois  Reymond,  dass  es  keine  noth- 
wendige  Bedingung  für  die  Ausführbarkeit  der  Integration 


/ 


q>Qc)dx     ((f(od)  =  oo) 

sei,  dass  die  Function  q)(jt)  unendlich  oft  ihr  Zeichen  wechsle. 

M. 


C.  Leudesdorf.      On    certain    extensions   of   Fmllanrs 
theorem.    Proc.  l.m.  s.  ix.  118-122. 

Das  hier  behandelte  Theorem  lautet:  Bezeichnet  man  die 
Summen  der  homogenen  Producte  1'*%  2*", . . .  n'*'  Ordnung  der 
n  Grössen 

log—,    log  — ,.  ..log-^   durch  5, ,  ^,,...:?„ 
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und  die  der  n  Grössen 

^^S^y   ^^g-^'  •  •  •  ^^S^  durch  21,  22, . . .  X, 

Ol  02  ö« 

80  ist 

{-iy\[a,a,...an]—[a[a!,...a:]]=CSn-XdS(oo-0)^ 


—  CSn^t-X^O  [roo- 0»-«]  +  {Sn^2-  X-2)  [r'oo  - 0«-^] 


~etc..,.  +  (-l)-(2,~X)[r»-*(3o-0], 
wo  zur  Abkürzung 

ü  0         0  ^ 

i-*«! = /77"  •'t'"' ".  '•>^  •  ••«• 

0         0  0  ^ 

gesetzt  ist,  und  S(p, q,r,.. .)  eine  beliebige  symmetrische  Func- 
tion von  p,  9,  r, . . .  ausdrückt,  die  ftlr  keine  positiven  Werthe 
von  p,  9,  r. . . .  unendlich  wird.    Femer  wird  erklärt: 

[aJ]  =   /""«(ftr,  6)  -^;  [abc]^^   S(Är,  6,  c);  etc. 

0  0 

und  die  symbolischen  Ausdrücke  sind  zu  deuten  nach 
S(oo— 0)*  =  S(oo,  oo,  (x>)  -  3S(oo,  oc,0)  +  3«((X>,  0, 0)— S(0,0,0). 
In  obiger  Form  stellt  der  Verfasser  das  Theorem  auf,  welches 
Elliott  in  den  Proceeding's  No.  106  und  113  bis  zur  6^*°  Ordnung 
entwickelt,  und  ohne  Beweis  fElr  beliebige  Ordnung  gegeben  hatte. 
An  dessen  Formulirung  vermisst  der  Verfasser  die  Erkennbarkeit 
der  Bedingungen,  welche  nur  speciell  und  unsymmetrisch  dar- 
gestellt waren.  Die  gegenwärtige  Herleitung  beruht  auf  wieder- 
holter successiver  Anwendung  des  Satzes  flir  niedere  Ordnung. 

H. 

R.  PicTET  et  G.  Oellerier.     Methode  g^n^rale  d'int^- 
gration  continue  d^une  fonction  num^rique  quelconque. 

Bibl.  univ.  LXIV.  185-188. 


L.  Gbgenbaüer.     Zur  Theorie  der  mechanischen  Qua- 
draturen.    Wien.  Ber.  LXXVIII. 

Der  Verfasser  stellt  sieh  folgende  Aufgabe :    Es  ist  der  Werth 

14* 
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des  IntegraleB 


r  X{x)  ¥{x)  dx, 


wo  F(x)  eine  nach  ganzen  pontiven  Potenzen  von  x  entwickel- 
bare Function  ist,  mit  QUlfe  der  Werthe,  welche  die  Function  F(x) 
fUr  die  n  Werthe  des  Arguments  x  =  x^,  s,, . . .  x.  annimmt, 
näberaogsweiBe  zu  berechnen.  Hierbei  solten  die  r  Grössen 
x„  Xj,...Xr  gegeben  sein,  die  Dbrigen  Xr+t,  Xr+i,.  ■  -Xriu  aber 
so  bestimmt  werden,  daes  der  Fehler,  welcher  bei  Benutzung 
der  gefundenen  Nähemngsformel  gemacht  wird,  ftlr  Functionen 
Ton  möglichst  hohem  Grade  Terschwindet.  Er  löst  dieselbe. 
Die  Art  der  Lösung  möchte  sieb  kaum  kOrzer  angeben  lassen 
als  dnrcb  Mittheilung  der  ganzen  Arbeit.  H. 


A.  Genocchi.      Intorno   alle  funzioiii  interpolari.     Aui  di 
ToriDO  XIII.  716-730. 
Die  genannten,    von   Ampäre   eingeführten    Functionen    ent- 
stellen durch  folgenden  Algorithmus:  f(x)  sei  eine  Function  von  x; 
man  bildet 

^,,  t)  =  W-f) ,      «„,  i,  .,  =  K^d^idl . 

"■       '  a  —  0  '^       '    '  b  —  c 

r(a,<.,«.d)=  JiA^Ü^    e.c 

Der  Verfasser  zeigt  zunScbst,  dasa 

=  jy. .  y  f-'  (a,l,+a,l,+  -  +  a,  (,)  dt,  dl,...  dl^t , 

«TA  aii.1^  die  Integration  Ober  alle  (^0  erstreckt,  welche  der  Be- 
',21=^  genUgeo.  Die  weiteren  Entwickelungen  beschftf- 
ch  dann  hauptsächlich  mit  den  Folgerungen,  welche  sieb 
n  gefundenen  Resultat  betreffs  der  Darstellung  des  Fehlers 
idener    Inlerpolationsformeln    durch    bestimmte   Integrale 
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Capitel  5. 
Gewöhnliche  Differentialgleichungen. 

N.  Alexeiepf.     Integration  der  Diflferentialgleichungen. 

1.  Lieferung.    Moscan.  (Bassisch). 

Dieses  Werk  ist  der  zweite  Theil  des  Lehrbuches  der  Inte- 
gralrechnung ,  dessen  erster  Theil  im  Jahre  1862  in  der  ersten 
Auflage  und  1874  in  der  zweiten  Auflage  erschienen  ist.  Die 
zweite  Lieferung  wird  die  Integration  durch  Reiben  und  die 
partiellen  Differentialgleichungen  enthalten.  Eine  ausführliche 
Uebersicht  des  vorliegenden  Werkes  gab  der  Verfasser  selbst  im 
Bulletin  des  sciences  math.  et  astronom.  par  Darboux  et  Hottel. 
(T.  IL  2°»*  sörie  1878).  P. 


A.  Wassilieff.  üeber  die  singulären  Lösungen  im 
Zusanunenhange  mit  den  neuen  Ansichten  über  das 
Problem    der   Integration   der   Diflferentialgleichungen 

1*^'  Ordnung.    Kazao.  (Bassisch). 

Dieser  Aufsatz  enthält  eine  elementare  Auseinandersetzung 
der  auf  die  Theorie  der  singulären  Lösungen  sich  beziehenden 
Untersuchungen  von  Clebsch  (Siehe  Vorlesungen  über  Geometrie 
von  Clebsch  II.  Band.   Siebente  Abtheilung).  P. 


H.  Lbaute.     !^tude  g^om^trique  du  problfeme  de  Tintd- 
gration    des    ^uations  diflTi^rentielles.    M^m.  de  Toai.  (7) 

VIL  1-48. 


D.  BiERENS  DE  Haan.  lets  over  zamenstelling  van  dif- 
ferentiaalvergelijkingen  uit  eene  aangenomöne  inte- 
graalvergelijking.   Verh.  v.  Amst.  xvili.  1-37. 

Ausführlich    wird    die    Methode    auseinandergesetzt,    deren 
Zweck    ist,    aus    einer    angenommenen    Integralgleichung    die 


y 
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dazu  gehörenden  Differentialgleichungen  zu  finden.  Einige  dieser 
Integrale,  welche  zusammengesetzt  sind  aus  dem  Producte  von 
Potenzen  vielgliedriger  algebraischer  Formen,  werden  behandelt 
Die  Beispiele  fähren  zu  sehr  langen  Rechnungen  und  Formeln, 
aus  welchen  dann  wieder  einfachere  und  besondere  Fälle  abge- 
leitet werden.  G. 


G.  Darboux.  M^mohre  sur  las  ^nations  diff^rentielles 
algdbriques  du  premier  ordre  et  du  premier  degr^. 

Darboux  Bull.  (2)  IL  60-96,  123-144,  151-200. 

G.  Daiiboux.  Sur  les  ^quations  diff^rentielles  du  pre- 
mier ordre  et  du  premier  degr^.    0.  B.  LXXXVI.  533-536. 

G.  Darboux.  De  Temploi  des  Solutions  particuli^res 
d'une  ^quation  diflP^rentielle  du  premier  ordre  et  du 
premier  degr^  dans  la  recherche  de  Tint^grale  g^nörale. 

0.  R.  LXXXVr.  584-586. 

G.  Darboux.  De  Temploi  des  Solutions  particuli^res 
alg^briques  dans  Tint^gration  des  sjst&mes  d'^quations 
diff(^rentielles  algöbriques.    c.  R.  LXXXVi.  1012-1014. 

Gemäss  der  im  Wesentlichen  rein  algebraischen  Natur  der 
Untersuchungen,   die   der  Herr  Verfasser  über  die  Differential- 
gleichungen r®'  Ordnung  und  1*<^"  Orades  anstellt,  geht  er  von 
der  in  homogenen  Variabein  geschriebenen  Form  derselben 
(a)  Ir(y(ij5— Ärfy)+Jlf(Ärfaj— aj(iÄ)-}-iV(a:rfy— y(te)  =  0 

aus,  wo  L,  If,  a  ganze  homogene  Functionen  desselben  Grades  m 
sind  und  zeigt  in  der  Einleitung  zu  der  ersten,  ausführlicheren 
der  obigen  Arbeiten  den  Zusammenhang  zwischen  dieser  Form 
und  anderen  bekannten  Formen  der  Differentialgleichungen  1^«' 
Ordnung  und  1*^"  Grades.  Man  kann  dieselben  auf  unendlich 
viele  Weisen  auf  die  Form  (a)  bringen;  unter  allen  diesen  wird 
eine  als  Normalform  hervorgehoben,  nämlich  diejenige,  welche 
die  invariante  Bedingung 


Capitel5.     GewöhDliche  DiffereDtialgleichangeD.  215 

erfüllt,  und  auf  welche  sich  jede  Differentialgleichung  nur  auf 
eine  Weise  bringen  lässt;  hieraus  schliesst  man,  dass  sich  die 
in  (a)  auftretenden  wesentlichen  Constanten  SLxxf  m^-{-4m-\-2  re- 
dociren  lassen. 

Die  eigentliche  Arbeit  zerfällt  in  zwei  Abschnitte.  Im  ersten 
handelt  es  sich  um  die  Entwickelung  einer  neuen  Integrations- 
methode. Der  Multiplicator  fi  von  (a),  d.  i.  diejenige  Function, 
welche  den  Ausdruck  (a)  zu  einem  exacten  Differential  einer 
homogenen  Function  vom  Grade  0  macht  und  noth wendiger 
Weise  vom  Orade  --(iu+2)  ist,  wird  durch  die  partielle  Diffe- 
rentialgleichung ^ilQu)-f /uff  =  0  (unter  J  die  Operation 

L4r-  +  M4:r  +  N^ 


dx  dy  Ö3S 

verstanden)  definirt,  deren  Integration  auf  die  des  Systems 

dx    ^    dy    ds 

"L"  ""  "S^  ""  IT 
hinauskommt.  Die  Integration  dieses  Systems  und  die  der  Glei- 
chung (a)  sind  daher  äquivalente  Probleme.  Diese  Bemerkung 
ist  schon  l&ngst  Air  die  Integration  der  Jacobi'schen  Gleichung 
verwerthet  worden.  Damit  9(0;,  y,  ;&)  =  /  das  allgemeine  Integral 
sei,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  Jq>  =  0  und  /i  eine 
homogene  Function  von  der  Ordnung  0  ist. 

Zunächst  handelt  es  sich  nun  um  die  Auffindung  von  parti- 
eulären  algebraischen  Integralen  f{x^  y,  js)  =  0  von  (a);  zu  diesem 
Zwecke  hat  man  nur  die  Coeffioienten  von  f  so  zu  bestimmen, 
dass  die  Gleichung  /l{f)  =  K.fi  wo  K  eine  unbestimmte  Function 
yom  Grade  m— 1  ist,  identisch  erf&Ut  wird.  Hat  man  dann  eine 
Anzahl  p  solcher  Integrale  u^^  ...,  Up^  von  dem  resp.  Grade 
Aj,  ...,  Ap,  bestimmt,  so  ist 

^(m,)  =  tfjti,,  . . .,  J(jip)  =  KpUp 
und 

Kann  man  daher  die  p  Constanten  a  so  bestimmen,  dass 
(b)    SoiKi  =  0,    Za^i  =  0     (t  =  1,  . . .,  p) 

ist,    so   besitzt  man  in  11^*...%^  =/  das   allgemeine  Integral 
von  (a).    Im  ungünstigsten  Falle  reicht  die  Eenntniss  von 
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Integralen  aus,  um  den  Gleichungen  (6)  zu  genügen.  Als  Bei- 
spiel ergiebt  sieb  eine  sebr  einfache  Integration  der  Jacobi'scben 
Gleichung  (L,  M,  N  lineare  Functionen).  Die  particulären  Inte- 
grale können  noch  auf  eine  zweite  Weise  zur  Integration  ver- 
wendet werden.  Kann  man  nämlich  die  p  Constanten  a  so  be- 
stimmen, dass 

(c)    JSdiKi  =  —H    und    JJ^a.Äi  =  — (m+2) 

ist,  und  dies  kann  immer  geschehen,  wenn  p  =  q—l  ist,  d.  b. 
wenn  man  q—l  particuläre  Integrale  kennt,  so  ist 

^«•...tt;p)-fff<'...upP  =0, 

und  man  hat  also  in  ju  =  u^' . . .  UpP  einen  Multiplicator  von  (a). 
Sollte  die  Determinante  des  Gleichungssystems  (c)  verschwinden, 
so  wird  diese  Bestimmung  des  Multiplicators  zwar  illusorisch, 
aber  man  befindet  sich  in  dem  noch  günstigeren  Falle,  sofort 
das  allgemeine  Integral  von  (a)  angeben  zu  können,  nämlich 
^  =  /.  Ferner  sei  hervorgehoben,  dass  umgekehrt  jeder  rationale 
Factor  eines  Multiplicators  ein  particuläres  Integral  liefert. 

Die  Anzahl  der  particulären  Integrale,  deren  Kenntniss  für 
den  in  Rede  stehenden  Zweok  nothwendig  ist,  braucht  in  vielen 
Fällen  die  angegebene  Grösse  gar  nicht  zu  erreichen;  der  eigent- 
liche Grund  hierfür  wird  durch  eine  eingehende  Betrachtung  der 
singulären  Punkte  der  Differentialgleichung  aufgedeckt.  Singulare 
Punkte  beissen  nämlich  diejenigen,  fbr  deren  Goordinaten  die 
Differentialgleichung  identisch  verschwindet,  d.  h. 

ist  (geometrisch  ausgedrückt:  zu  denen  durch  die  Differential- 
gleichung keine  bestimmte  Tangente  definirt  wird,  wie  es  sonst 
der  Fall  ist).  Ihre  Anzahl  ist  m^-\-m+l  und,  was  ihre  Lage 
betrifft,  so  können  höchstens  i»-fl  in  einer  Geraden,  aber  (m+l)p 
für  p  >  1  niemals  auf  einer  nicht  zerfallenden  Curve  p**'  Ord- 
nung liegen.  Auf  jeder  Curve  p*«'  Ordnung,  die  durch  ein  parti- 
'»uläres  Integral  f  =  0  dargestellt  ist,  liegen  wenigstens 
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fflDguläre  Punkte,  wo  W  die  Anzahl  der  gemeinschafllicben  Lö- 
sungen von 

dx  '         Ö5 

ist.  Jeder  singulare  Punkt  der  Gurve  ^  =  0  ist  ein  singulärer 
Punkt  der  Differentialgleichung,  ebenso  jeder  Schnittpunkt  der 
durch  zwei  particuläre  Integrale  dargestellten  Gurven.  Was  nun 
die  obige  Frage  nach  der  Reduction  der  Anzahl  der  particulären 
Lösungen,  deren  Kenntniss  nothwendig  ist,  betrifft,  so  ergiebt 
sich  der  Satz:  Hat  man 

P  =  —    2  ^^"-^ 

particuläre  Integrale  Uj...tip,  und  giebt  es  q  singulare  Punkte, 
durch  welche  die  durch  jene  repräsentirten  Gurven  nicht  gehen, 

so  ist  u[*  ...u^p  =  /  das  allgemeine  Integral.  Vorausgesetzt  ist 
hierbei,  dass  die  gPunkte  nicht  so  liegen,  dass  jede  Curve  (m—  1)**"" 
Ordnung,  welche  eine  gewisse  Anzahl  von  ihnen  enthält,  durch 
einige  der  übrigen  Punkte  geht.  Mit  einem  Artikel  über  die 
Transformation  der  betrachteten  Differentialgleichung  schliesst 
der  erste  Abschnitt 

Der  zweite  Abschnitt  enthält  die  Anwenduog  der  entwickelten 
Methoden  auf  den,  nach  der  Jacobi'schen  Gleichung  einfachsten 
speciellen  Fall  der  Differentialgleichung  (a),  wo  L,  itf,  iV  von  der 
2*«"  Ordnung  sind.  Aus  der  Discussion  des  Verhaltens  der  singu- 
lären  Punkte  ergeben  sich  Anhaltspunkte  f)lr  die  Aufstellung 
particulärer  Lösungen.  Dies  vorausgeschickt,  zeigt  der  Verfasser 
in  sehr  eingehender  Weise,  von  der  sehr  grossen  Reihe  von  mög- 
lichen Arten  von  particulären  Integralen  ausgehend,  wie  man 
von  diesen  zu  dem  allgemeinem  Integrale  gelangt.  Es  sei  her- 
vorgehoben, dass,  während  die  Jacobi'sche  Gleichung  eigentlich 
nur  eine  einzige  Form  ftlr  das  allgemeine  Integral  liefert,  sich 
in  dem  vorliegenden  Falle  schon  eine  grosse  Anzahl  verschiedener 
Typen  hierfttr  ergeben.  Schliesslich  giebt  der  Verfasser  noch 
eine  synthetische  Methode,  vermittelst  deren  man  die  Resultate 
dieses  Abschnitts  theils  verificiren,   theils  noch  vermehren  kann. 


/ 
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Geht  man  Dämlich  von  der  allgemeinsten  Form  eines  algebraischen 
Integrals  u^  ...u'p  =  /  zu  der  Differentialgleichung 

ttber,  so  sieht  man  leicht,  dass  jede  algebraische  Differential- 
gleichung allgemeine  Integrale  dieser  Gestalt  wird  zulassen 
können,  wenn  die  a  und  h  den  Gleichungen 

^Aa  =  0,    2A  =  m-f-2 
genügen.    Aber  —  und  dies  ist  sehr  wesentlich  -—  man  braucht 
auf  diese  Weise  nicht  sämmtliche  Typen  des  allgemeinen  Inte- 
grals der  Differentialgleichung  zu  einhalten;  es  kann  nämlich  die 
Differentialgleichung  ursprünglich  in  der  Gestalt 

m*^  ...(Pdx+Qdy+Rda)  =  0 

auftreten,  und  dann  wird  durch  Unterdrückung  des  Factors 
l^l""' ...  der  Grad  der  Gleichung  erniedrigt,  die  Zahl  m  also 
verändert  Hierfür  leitet  nun  der  Verfasser  folgenden  Satz  her: 
In  der  Differentialgleichung  der  Gurven  des  Büschels 

(die  a  sämmtlich  positiv  angenommen)  ist  der  Grad  der  Poly- 
nome L,  üf,  N  gleich 

wo  hi  der  Grad  von  Ui^  m,  die  Summe  der  Grade  der  doppelten 
Curven  und  allgemein  nip  die  Summe  der  Grade  der  vielfachen 
Curven  von  der  Ordnung  p  ist,  die  in  dem  Büschel  enthalten  und 
von  den  Curven  Ui  =  0  verschieden  sind.  Es  heisst  nämlich 
eine  nicht  zerfallende  Gurve  1/  =  0  eine  vielfache  Curve  des 
Büschels  f— C9)  =  0  von  der  Ordnung  p,,  wenn  sich  C^  so  be- 
stimmen lässt,  dass  f—CJ^  ^  UP.q>  ist.  Eine  grosse  Anzahl  von 
Büscheln  mit  mehrfachen  Curven  liefert  die  Theorie  der  alge- 
braischen Formen;  umgekehrt  fUhrt  jedes  algebraische  Integral 
einer  Differentialgleichung,  welches  flir  verschiedene  Werthe  von 
C  mehrfache  Curven  darstellt,  auf  eine  algebraische  Identität 

In  dem  zweiten  und  dritten  der  oben  angeführten  Aufsätze 
finden  wir  eine  kurze  Zusammenstellung  der  hauptsächlichsten 
Resultate  der  eben  besprochenen.     In  der  letzten  endlich  giebt 
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Herr  Darboux  an,  wie  sich  seine  Methode  auch  auf  das  allge- 
meinste System  von  algebraischen  Dififerentialgleichnngen  irgend 
welcher  Ordnung  unmittelbar  ausdehnen  lässt.  T. 


Laguerre.     Sur  la  recherche  du  facteur  d'int^grabilit^ 
des  ^uations  diff^rentielles  du  premier  ordre. 

BuU.  S.  M.  P.  VI.  124-129. 

Es  handelt  sich  um  die  Aufstellung  von  Differentialgleichungen 
1*^"  Ordnung  V{xyff)  =  a,  deren  Multiplicator  angebbar  ist.  Liegt 
eine  Differentialgleichung  dy—^dx  =  0  vor,  wo  %  aus  der  Gleichung 
F(x,  y,  ;s)  =  a  zu  bestimmen  ist,  und  ist  M  ein  Multiplicator  der- 
selben, so  flihrt  der  Verfasser  in  M  an  Stelle  von  a  ebenfalls 
z  aus  F  =  a  ein,  so  dass  M  =  M{x^  y,  i)  wird  und  stellt  sich 
das  Problem :  die  allgemeinste  Function  F(x^  y, «)  so  zu  bestimmen, 
dass  der  Ausdruck  M(dy'-zdx)  ein  totales  Differential  werde, 
wenn  man  hieraus  «  mit  Hülfe  von  F=^  a  eliminirt.  Zur  Lösung 
dieses  Problems  integrire  man  das  System 

ein  erstes  Integral  ist  YQd^  y,  z)  =  a,  ein  Jacobi'scher  Multiplicator 
die  Einheit;  das  Princip  des  letzten  Multiplicators  liefert  dann 
ein  zweites  Integral  TF  =  /},  wo  fF  durch  Quadratur  aus  dem 
totalen  Differential 


äF[(*+*^)^^--^^y]' 


woraus  zuvor  %  mit  HOlfe  von  F  =  a  zu  eliminiren  ist,  erhalten 
wird.   Alsdann  ist  eine  willkürliche  Function  von  F  und  fF,  worin 
noch  a  durch  F  zu  ersetzen  ist,  die  gesuchte  Function  F(x^  y,  %). 
Indem  der  Verfasser  an  Stelle  von  F  =  a  die  Gleichung 


dx  dy 

nimmt,  wo  f  eine  beliebige  Function  von  rr,  y,  o  ist,  ergiebt  sich 
hieraus  unmittelbar,  dass  man  die  Integration  der  Differential- 
gleichung 


1 
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aKa)nf+K«)].(-^+^'(«))  +  'F(a)F(r+M«)l+Öla)  =  0, 

worin  F,  0j  W,  0  und  /u  beliebige  FaoctioneD  sind  nnd  a  durch 
seinen  Werth  aus 

za  ersetzen  ist,  auf  Quadraturen  reduciren  kann.  T. 


F.  Casorati.  Sulla  integrazione  delle  equazioui  alge- 
brico  -  differenziali  di  primo  ordiue  e  di  primo  grado 
per  mezzo  di  funzioni  lineari.  Beod.  ist.  Lomb.  (2)  XI.  804-807. 

Wenn  die  Differentialgleichung  1**"'  Ordnung 

(1)        a(xy)dx+ß(xy)dy  =  0, 

wo  a  und  ß  ganze  rationale  Functionen  n^^"  Grades  von  Xj  y 
sind,  in  algebraischer  Form  allgemein  integrirbar  ist,  so  kann 
das  Integral  stets  auf  die  Form 

gebracht  werden,  wo  a  und  b  ebenfalls  ganze  rationale  Functionen 
sind,  (ü)  eine  Constante).  Der  Verfasser  stellt  sich  nun  die  all- 
gemeinere Aufgabe,  die  Bedingungen  zu  erforschen,  unter  welchen 
das  allgemeine  Integral  von  (1)  die  Form 

(2)        !//';'•  1/;;  > . . .  xp';*r  =  Const. 

annehmen  kann,  worin  i^,,  tp^ .,.  ganze  rationale  Functionen  von 
X,  y  und  ntp  m, ...  beliebige,  auch  incommensurable  Zahlen  be- 
zeichnen.   Es  gilt  dann  für  jedes  tp  die  Identität: 

wo  9,  eine  ganze  Function  («—1)*^"  Orades  von  a?,  y  bedeutet 
In  dem  einfachen  Fall,  dass  alle  tp  linear  sind,  auf  den  sich  die 
vorliegende  Untersuchung  beschränkt,  erhält  man  die  Zerlegung 

(3)  a{xy).l-ß{xy)  =  {x+ly+fi)qixy% 

wo  A'und  /u  constant  sind. 

Die  l{n'\'\)(n-\-2)  Gleichungen,  in  welche  die  vorstehende 
Identität  zerfällt,  führen   zunächst  zu  einer  Gleichung  (n-fl)*^ 


I 
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Grades  fttr  Xj  die  Coefficienten  io  q>  sowie  fi  lassen  sich  rational 
durdi  l  ausdrucken,  und  die  Elimination  dieser  Grössen  ergiebt 
n—l  Bedingungsgleichungen  für  jede  Wurzel  A,  welche  die  Goefü- 
eienten  in  a  und  ß  erftlUen  müssen,  damit  die  Zerlegung  (3) 
möglich  sei.  Umgekehrt  wird  gezeigt,  dass,  wenn  diese  Zerlegung 
auf  n-fl  Arten  Statt  hat,  das  allgemeine  Integral  von  (1.)  die 
Form  (2.)  annimmt.  Für  den  Fall  «  =  2,  den  der  Verfasser 
besonders  betrachtet,  wird  bemerkt,  dass  die  Jacobi'sche  Gleichung 

A(xdy-'ydx)+Bdx+Ckly  ==  0, 

wo  Aj  Bj  C  ganze  Functionen  ersten  Grades  von  rr,  y  sind,  einen 
Ausnahmefall  darstellt,  indem  die  cubische  Gleichung  für  k  wegen 
des  Verschwindens  sämmtlicher  Coefficienten  zur  Bestimmung  von 
l  unbrauchbar  wird.  Doch  wird  diese  Besonderheit  nicht  näher 
discudrt.  Literarisch  sei  hier  beigefügt,  dass  eine  derartige  Unter- 
suchung über  die  Integrirbarkeit  algebraischer  Differential- 
gleichungen  erster  Ordnung  in  der  Form  (2.)  bereits  von  Herrn 
Rosanes  (Clebsch  Ann.  III.  535,  s.  F.  d.  M.  III.  140)  und  für  den 
Fall  n  =  2  in  ausführlicher  Weise  von  Herrn  Winckler  (Wien. 
Ber.  LXIV.  p.  247,  s.  F.  d.  M.  HI.  146)  angestellt  ist,  welcher 
letztere  nicht  nur  die  Jacobi'sche  Gleichung,  sondern  alle  be- 
merkenswerthen  Specialfälle  einer  eingehenden  Betrachtung  unter- 
zogen hat.  Hr. 


F.  Casorati.     Ricerche   suUe   equazioni  algebrico-diflfe- 

renziali.     Brioschi  Add.  (2)  IX.  41-54,  106-119. 

Es  handelt  sich  um  die  Bedingungen,  welche  eine  Integral- 
gleichung 

f(w)  =  Ofn"^ -\-b(o"*-^ -\ \-siO'\'t  =  0, 

worin  oi  eine  Gonstante  und  a,  b...s,  l  ganze  Functionen 
iften  Qrades  von  u  und  v  bezeichnen,  erfüllen  muss,  damit  der 
Grad  der  resultirenden  Differentialgleichung  1**'  Ordnung,  der 
im  Allgemeinen  m{2n — 1)  sein  wird,  sich  erniedrige.  Den  Gang 
der  Untersuchung  sowie  einen  Tbeil  der  Resultate  hat  der  Verfasser 
bereits  in  den  Rend.  Ist.  Lomb.  (2)  X.  770-775,  (vgl.  F.  d.  M. 
IX.  229)  mitgetheilt.    Unter  Bezugnahme  auf  das  bezügliche  Re- 


222  ^L  Abschnitt.    DiffereDtial-  und  iDtegralrechniiDg. 

ferat   bemerken   wir,   dass  in  der  vorliegenden  Arbeit  noeh  die 

beiden  Fälle  ausf&brlich  discntirt  werden,  in  denen  die  Gleichung 

»        «  »  « 

lanter  einfache  oder  auch  doppelte  Wnrzeln  hat  Hr. 


N.  Alexeibfp.     Sur  rint^gration  de  rÄjuation 

Äy'*+  Byy'+Cy'+  Dy'+  Ey+  F  =  0. 
C.  B.  LXXXVn.  641-643. 

Vorstehende  Gleichung^  in  welcher  die  Goefficienten  Functionen 

von  X  flind,  wird  durch  die  Substitutionen  y  =  e-f^^ .u^  wo  p^ 
eine  Wurzel  der  Gleichung  ilp'+Bp4-C'=  0  bedeutet,  in  die 
Gleichung  u  =  f{x^  u')  umgeformt,  in  welcher  f  eine  rationale 
gebrochene  Function  2*"*"  Grades  in  ti'  ist  Ihre  Differentiation 
ergiebt 

also  eine  Gleichung  1*^"  Grades  und  1*^  Ordnung  in  rationaler 
Form  in  Beziehung  auf  u',  Ist  das  allgemeine  Integral  derselben 
P(x,  u')  =  Cy  so  findet  man  u  durch  Elimination  von  u'  zwischen 
dieser  Gleichung  und  u  =  f{Xj  u')  und  hieraus  die  der  Wurzel 
p,  entsprechende  Lösung  y  der  vorgelegten  Gleichung.  Im 
Falle  dass 

(X  beliebige  Function  von  x)  erhält  man  als  Integral  von  (1) 

2/xdx  =  -^+\os^+C. 

Hr. 


Halphen.  Sur  la  r^nction  de  certaines  ^quations  diff^- 
rentielles  du  premier  ordre  &  la  forme  lin^ire  par 
rapport  k  la  d6ny4e  de  la  fonctiou  inconnue. 

0.  B.  LXXXVU.  741. 

Die   merkwürdige  Eigenschaft  der   von  Herrn  Alexöieff  (S. 
vorstehendes  Referat)  untersuchten  Differentialgleichung,  in  eine 
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GleichuDg  1*^"  Grades  in  u'j  mit  Beibehaltung  der  rationalen  Form 
in  Beziehung  auf  u  transformirbar  zu  sein,  gehört,  wie  der  Ver- 
fasser zeigt,  allen  Gleichungen  zwischen  or,  y,  y*  an,  welche  sich 
in  der  Form  darstellen  lassen 

«  =  «(^»  ^\  y  =  <t  ri)i  ^  =  «'(^7  v\ 

wo  u,  9,  tr  in  Beziehung  auf  i;  rational  sind.  Die  ursprüngliche 
Differentialgleichung  geht  nämlich  alsdann  über  in  die  Gleichung 

f  du         df)\  dn    ,        du         dt> 

welche  in   -^  linear   und   in   77  rational  ist    Betrachtet  man 

^«  y^  y^  Als  Coordinaten  eines  Punktes  im  Baume,  so  dass  die 
Differentialgleichung  eine  Oberfläche  darstellt,  so  enthält  in  dem 
Yorliegenden  Falle  diese  Fläche  eine  Schaar  unicursaler  Gurren. 
Sind  ff,  r,  w  nicht  blos  in  Beziehung  auf  17,  sondern  auch  in 
Beziehung  auf  ^  rational,  dann  ist  die  betrachtete  Fläche  auf 
der  Ebene  darstellbar,  und  die  entsprechende  Differential- 
gleichung ist  nicht  blos  in  17,  sondern  auch  in  £  rational. 
Da  nun  jede  Oberfläche  3'^"  Grades  auf  einer  Ebene  darstellbar 
ist,  so  folgt,  dass  jede  Differentialgleichung  3**^"  Grades  in  x^  y,  y* 
auf  eine  Gleichung  t*^"  Grades  in  Beziehung  auf  die  Derivirte 
der  unbekannten  Function  mit  Beibehaltung  der  rationalen  Form 
in  Beziehung  auf  die  unbekannte  Function  und  die  unabhängige 
Variable  reducirbar  ist.  Hr. 


H.  PoiNCARE.     Sur  las  propri^t^s  des  fonctions  d^finies 
par  las  ^quations  diflförentielles.  J.  de  rEc.  Polyt.  XX viii.  19-26. 

Die  Herren  Briot  und  Bouquet  haben  in  ihren  berühmten 
Untersuchungen  tlber  die  Eigenschaften  der  Functionen,  die  durch 
gewöhnliche  Differentialgleichungen  definirt  sind,  gezeigt,  dass, 
wenn  der  Differentialquotient  aufhört,  eine  holomorphe  Function 
Ton  X  und  y  zu  sein,  zwei  Fälle  auftreten  können:  1)  y  ist  eine 

holomorphe  Function  von  x  oder  x*  {n  eine  ganze  Zahl) ,  2)  y 
bietet  complicirtere  Singularitäten  dar.  Im  letzteren  Falle  lässt 
»ich  die  Differentialgleichung  auf  3  verschiedene  Formen  zurück- 
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fuhren,  anter  deoea  die  genaiiDteii  Mathematiker  besonden  ein- 
gehend die  folgende  betrachten: 

wo  ((asy)  holomorph  in  x  and  y  ist  Sie  beachiiUikeD  mch  jedoeb 
darauf,  die  Bedingungen  anzugeben,  unter  welchen  auch  hier 
Qoeb  holomorphe  Integrale  ezistiren,  ohne  sich  anf  das  Studinm 
der  nicht  holomorphen  Integrale  einznlassen.  Herr  Poinear^  sDcht 
nun  diese  Lücke  zu  ei^änzen,  indem  er  folgende  ^tze  beweist: 

I.  Wenn  fUr  ä  =  0,  y  =  0 

dy  -^ 
wo  X  nicht  eine  positive  ganze  Zahl,  und  der  reelle  Theil  von  l 
positiv  ist,  dann  lässt  sich  jede  durch  die  Diß'erentialgleicbuQg(l)de- 
tinirle  Function  y,  die  mit  x  verschwindet,  in  der  Umgebung  von 
X  =  Q  nach  ganzen  positiven  Potenzen  von  x  und  x^  entwickeln. 
Der  Convergenzbezirk  ist  durch  einen  Kreis  und  eine  logarith- 
mische  Spirale  gleichzeitig  begrenzt  und  es  ist  bemerkenswertb, 
dasB  die  Reibe  fllr  einen  der  Werthe,  die  a^  (ür  einen  bestimmten 
Wertb  von  x  annimmt,  convergent  sein  kann,  ohne  es  für  die 
anderen  Werthe  von  x^  zu  sein.  Die  Reihe  enthält  noch  als  will- 
knrlichen  Parameter  den  Coefficienten  von  x^ ,  von  welchem  alle 
Glieder  der  Reibe  ganze  Functionen  sind. 

II.  Ist  far  a;  =  0,  »  =  0 

dy 
anf  welchen  Fall  der,  wo    -J—   gleich  einer  positiven   ganzen 

Zahl  ist,  leicht  zurtlckgefBbrt  werden  kann,  dann  existirt  in  der 

i^«»ebung  von  x  =  0  eine  nach  ganzen  positiven  Potenzen  rop 

id  «logx  fortschreitende  Reihe  für  y,   die  der  Differential- 

:hung  (1)  genOgf  und  fUr  z  =  0  verschwindet.    Der  Conver- 

bereicb  ist  durch  die  Bedingungen  gegeben: 

modo;  <;  g>f    mod(2:log2!)  <:  91,. 
Der  willkürliche  Parameter  ist    hier  der  Coeficient  von   x, 
dem  ebenfalls  alle  Glieder  der  Reibe  ganze  Functionen  -sind. 
_____  Hr. 
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£.  PiCARD.  Sur  la  forme  des  integrales  des  ^quations 
diff^rentielles  du  second  ordre  dans  le  voisinage  de 
certains  points  critiques.    0.  r.  Lxxxvn.  430-432,  743-745. 

Anschliessend  an  die  Untersuchungen  der  Herren  Briot  und 
Bouquet,  über  die  Form  der  Integrale  der  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  in  der  Umgebung  der  Werthe  der  Variablen,  für 
welche  der  Differentialquotient  unbestimmt  wird,  stellt  sich  der 
Verfasser  die  analoge  Aufgabe  fUr  die  Differentialgleichung  2*"^' 
Ordnung 

wo  f{Vj  f/,  »)  för  »  =  0,  f?  =  0,  v'  =  0  verschwindet,  und  in  der 
Umgebung  dieser  Werthe  in  eine  Reihe  der  Form 

sich  entwickeln  lässt  Es  wird  gezeigt,  dass  wenn  &  nicht  eine 
positive  ganze  Zahl  ist,  diese  Gleichung  ein  holomorphes  Integral 
in  der  Umgebung  von  «  =  0  hat,  welches  nebst  seiner  Ableitung 
fttr  »  =  0  verschwindet.  Ist  ferner  der  reelle  Theil  von  b  positiv, 
so  lässt  diese  Gleichung  noch  unendlich  viele  nicht  holomorphe 
Integrale  zu,  die  nebst  ihren  Derivirten  für  »  =  0  verschwinden. 
Ist  hingegen  der  reelle  Theil  von  &  negativ,  so  hat  die  Gleichung 
kein  Integral  der  vorerwähnten  Beschaffenheit  Endlich  wird  noch 
der  Fall  6  =  0  behandelt.  Ist  c  =  0,  so  lässt  die  Gleichung  un- 
endlich viele  holomorphe  Integrale  zu,  die  nebst  ihrer  Derivirten 
ftr  Ä  =  0  verschwinden.  Ist  c  von  Null  verschieden,  so  erhält  man 
ein  System   von  Integralen  in  der  Form  von  Reihen,  die  nach 

wachsenden  Potenzen  von  s'  log  z'  und  -j ^  ,  (s'  =  ]^z)  fort- 
schreiten.                                 Hr. 

A.  Starkoff.     Zur  Frage   über  die  Integration  linearer 
Differentialgleichungen     mit     veränderlichen     Coeffi- 

eienten.     Odessa.    H.  Ulrich. 

E«   wird   zunächst   gezeigt,   wie  jede   lineare   Differential- 
gleichnng  von  der  Form 

ForUchr   d.  Math.  X.  1.  15 


in  das  STstem  von  n  simultaneii  deicbimgen: 

(2)      -g+(?.*  =  o,    *+(?.«  =  o.-^+0.y  =  o 

zerlegt  werden  kann ;  die  Coefficienten  Q^  (?,...  werden  durch  suc- 
cessive  Integration  von  linearen  Differentialgleichungen  (n— 1)'^% 
(n  —  2)**''  Ordnung  etc.  gefunden.  Das  allgemeine  Integral  von 
(I)  wird  dann  durch 

gegeben,  wo 

/;(x)  =  fo,  dxjo.dx . . .  jQ,2dxjQ..,dx 

+  (-  \)lfQ^dxjQ,dx,,,jQndxJo, dxfQ,dx.../Q..,dxfo,^, dx 

+{-\y''fQidx...f0nda!f0,dx...fQndxfQ^dx...  /(?*-irfaT  +  ininf. 

Die  Convergenz  dieser  unendlichen  Reihen ,  deren  Glieder 
aus  vielfachen  Integralen  mit  immer  wachsender  Anzahl  derselben 
gebildet  sind,  besteht  f&r  alle  Werthe  von  x,  f&r  welche  keines 
von  den  Q  unendlich  wird.  Bedenkt  man,  dass  die  Q  selbst 
aus  linearen  Differentialgleichungen,  wenn  auch  niederer .  Ord- 
nung zu  bestimmen  sind,  also  nach  dem  Verfasser  durch  ähnliche 
unendliche  Reihen  darzustellen  sind,  so  ersieht  man,  dass  eine 
unmittelbare  Anwendung  dieses  Integrationsverfahrens  nur  bei 
den  Differentialgleichungen  2'**'  Ordnung  thunlich  ist,  wo  die  Q 
als  von  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung  abhängig, 
durch  blosse  Quadraturen  bestimmt  werden  können.  Die  Bei- 
spiele jedoch,  an  denen  der  Herr  Verfasser  die  Rechnung  aus- 
fuhrt, sind  derartig  gewählt,  dass  man  zu  den  Resultaten  viel 
einfacher  durch  die  Methode  der  Reihenent Wickelung  nach  stei- 
genden Potenzen  von  x  gelangt.  Hierbei  findet  sich  die  seltsame 
Bemerkung,  dass  die  Differentialgleichung  2'"^' Ordnung 

dx'^    X  dx       "^'^ 

nnr  ein  particuläres  Integral  besitze  (p.  56). 

Sind   die   Q  einander  gleich,   dann   (tthrt   die    Substitution 

M  =    /  Qdx  auf  die  einfache  Gleichung  -r-^  +  ( —  1)*-^  y  =  0. 
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Fflr  GleichoDgen  mit  constanten  CoefGcienten  werden  die  Q  von 
der  Form 

worin  o„_i,  o„_2,  etc.  Wurzeln  von  Gleichungen  resp.  n — 1*^", 
n — 2**"  etc.  Grades  sind.  Da  andererseits  die  Integrale  einer 
solchen  Differentialgleichung  als  Exponentialgrössen  e^  bekannt 
sind,  worin  a  eine  Wurzel  einer  Gleichung  n**"  Grades  ist,  so 
erhält  man  durch  Anwendung  der  Integrationsmethode  des  Herrn 
Verfassers  die  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung  «'*"  Grades, 
ausgedrückt  als  Function  der  Wurzeln  eines  Systems  algebrai- 
scher Gleichungen  niedrigerer  Grade  in  Form  einer  aus  vielfachen 
Integralen  mit  wachsender  Z^hl  von  Integralzeichen  bestehenden 
unendlichen  Reihe. 

Zum  Schluss  wird  der  Ausdruck  für  das  allgemeine  Integral 
einer  Differentialgleichung  mit  zweitem  Gliede  entwickelt. 

Hr. 


E.  Sabinine.     8ur  Tint^gration   des    dquations  diflf^ren- 
tielles  par  las  s^ries.    DarbouxBuii.  (2)  n.  284-292. 

Die  im  Vorhergehenden  besprochene  Arbeit  des  Herrn  Starkoff 
giebt  dem  Verfasser  Veranlassung  die  Gauchy'sche  Methode  der 
Integration  eines  Systems  von  Differentialgleichungen  durch  Reihen 
vermittelst  successiver  Substitutionen  zu  reproduciren,  um  daran 
zu  zeigen,  dass  die  erwähnte  Arbeit  nur  eine  Anwendung  der 
Cjiuchy'schen  Methode  enthält.  Zugleich  rügt  er  die  mangelhafte 
Strenge  in  einigen  Beweisen;  unter  Anderen  vermisst  er  den 
Beweis,  dass  die  im  Ausdruck  des  allgemeinen  Integrals  y  auf- 
knienden particulären  Integrale  von  einander  unabhängig  sind. 

Hr. 


E.  Sabinine.     Zu  dem  Memoire  von  Cauchy:    Sur  Tin- 
t^gration    des   ^uations  difF<^rentielIes.   (Raasisch).  Mosk. 

Math.  Samml.  IX. 

P. 
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Pepin.     Sur  les  ^qnations  diflF6rentielles  du  second  ordre. 

Brioschi  Ann.  (2)  IX.  1-11. 

Zweck  dieser  Arbeit  ist  die  Berichtigong  einiger  Irrthümer, 
welche  sich  in  der  vom  Herrn  Verfasser  im  Jahre  1863  in  den 
Tortolini  Ann.  V.  p.  185  veröffentlichten  Arbeit  befinden  und  zn 
falschen  Resultaten  gefUhrt  hatten.  Vgl.  Fuchs,  Sur  les  öquations 
Unfaires  du  second  ordre  C.  R.  LXXXII.  u.  LXXXIII.  (F.  d.  M. 
VIII.  188.)  Sie  betreffen  die  Theoreme  14,  15  und  16,  welche 
durch  andere  mit  HinzufUgung  der  erforderlichen  Beweise  ersetzt 

Hr. 


L.  Fuchs.  Ueber  die  linearen  DiflFerentialgleichungen 
zweiter  Ordnung,  welche  algebraische  Integrale  be- 
sitzen.   Borchardt  J.  LXXXV.  1-26. 

Die  Frage,  unter  welchen  Umständen  eine  lineare  Differential- 
gleichung 2'^*^  Ordnung  algebraische  Integrale  besitze,  ist  vom 
Verfasser  in  der  wichtigen  in  Borchardt's  J.  LXXXI.  p.  97,  (vgl. 
F.  d.  M.  VH.  172)  erschienenen  Arbeit,  die  der  Ausgangspunkt 
einer  Reihe,  seitdem  von  den  Herren  Klein,  Jordan,  Brioschi, 
Gordan  veröffentlichten  Abhandlungen  geworden  ist,  zum  ersten 
Male  gelöst  worden.  Es  gelang  dies  durch  Einführung  des  Be> 
griffs  der  Primformen,  unter  welchen  ganze  Functionen  zweier 
unabhängiger  Particularlösungen  y, ,  y,  verstanden  werden,  die 
Wurzeln  einer  rationalen  Function  der  unabhängigen  Variablen 
sind  und  nicht  weiter  in  Formen  derselben  Eigenschaft  zerlegt 
werden  können.  Es  zeigte  sich,  dass  die  Primformen  niedrigsten 
Grades  den  12***"  Grad  nicht  überschreiten  können,  und  dass  onr 
eine  begrenzte  Zahl  derselben  vorhanden  sei.  Der  Verfasser 
stellte  die  niedrigsten  Primformen  in  einer  Tabelle  zusammen, 
die  inzwischen  von  Herrn  Klein  einer  Reduction  unterworfen 
worden  ist.  In  der  vorliegenden  Arbeit  giebt  nun  der  Ver- 
fasser eine  vollständige  Theorie  der  Primformen,  indem  er 
nicht  blos  die  Primformen  niedrigsten  Grades,  sondern  die  Go- 
sammtheit  derselben  in  Betracht  zieht,  und  gewinnt  dadurch  eine 
natürliche  Grundlage  für  alle  auf  die  hier  untersuchten  Differential- 
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gleicbuDgen  bezflglicben  Fragen.  Zunächst  wird  gezeigt,  dass 
der  Grad  N  der  niedrigsten  Primformen,  wenn  derselbe  grösser 
als  4  ist,  nur  die  Zablen  G  und  12  annebraen  kann. 

Im  Falle  iV  =  6  genügen  die  Integrale  y  einer  Gleicbung 
^gien  Grades,  in  der  nur  8^^  Potenzen  von  y  vorkommen,  und 
wenn  die  Form  y,y4(yj+yj)  mit  /,,  ibre  Hesse'scbe  Covariante 
mit  H(f^)  und  die  Functionaldeterminante  (f^,  H)  mit  g>^^  be- 
zeichnet wird,  so  giebt  es  ausser  f^,  H(f^\  g>^^  und  den  unend- 
lieb  vielen  Primformen  24**"  Grades,  die  in  der  Form  Ä(/iV+>lfJ 
enthalten  sind,  keine  anderen  Primformen.  FHv  JV  =  12  genügen 
die  Integrale  y  einer  Gleicbung  120**""  Grades,  die  nur  10**  Po- 
tenzen von  y  enthält,  und  sämmtliche  Primformen  werden  dar- 
gestellt durch 

und  die  unendlich  vielen  Primformen  60**"  Grades,  die  in  der  Form 
*(/ij)'+Via  enthalten  sind,  wo 

Ist  femer  JV  =  4,  so  wird  die  Differentialgleichung  entweder  durch 
die  Wurzel  einer  rationalen  Function  befriedigt,  oder  man  erhält 
als  einzige  Primformen  4**"  Grades:  f^  =  y,(yj+yj)  u^^  B[(f^); 
ausser  diesen  giebt  es  noch  eine  Primform  6**"  Grades  (f^,  U)  und 
unendlich  viele  Primformen  12*^"  Grades,  dargestellt  durch  die 
Form  Hif^y  +  Xfl;  die  Integrale  y  genügen  einer  Gleichung 
24**"  Grades,  die  nur  6'*  Potenzen  von  y  enthält.  Die  Coefficienten 
der  algebraischen  Gleichung,  deren  Wurzeln  der  Differential- 
gleichung genügen,  werden  vermittelst  einer  Function  x  ausge- 
drückt, die  für  iV  =  6  die  Quadratwurzel,  für  JV  =  4  die  Cubik- 
wurzel  einer  rationalen  Function ,  für  JV  =  12  eine  rationale 
Function  der  unabhängigen  Variablen  x  ist;  ihre  Bestimmung 
erfolgt  dadurch,  dass  sie  einer  linearen  homogenen  Differential- 
gleichung resp.  der  5**",  7**"  oder  13**"  Ordnung  zu  genügen 
hat  Endlich  werden  3  verschiedene  Beweise  des  vom  Verfasser 
in  seiner  früheren  Arbeit  bewiesenen  Satzes  gegeben,  dass  die 
Nenner  der  Wurzeln  der  zu  den  verschiedenen  singulären  Punkten 
gehörigen  determinirenden  Fundamentalgleichungen,  wenn  JV>  2, 
kleiner  als  10  sein  müssen,  mit  der  näheren  Bestimmung,   dass 


OMe«  N«wMf  Ar  .V  =  4  ck  der  ZaMea  1.  ±  3.  4,  6;  flir 
.\  « (^  eiw  der  Tihlm  l,^3.4.6.;aidte-V=tidMder 
^aU«a  1.  2,  3,  4.  5,  Ö,  I'-  «0  «iiie.  Br. 


I^  FccHS.      Sar    ks   ^aatioiu    diffecentieDes    lin^aires, 

qui   admeueot  de*  int^rales  doot  les  diff&entielles 

logaritluoiques   «ont   des    foDCüota  doobkiDent  päio- 

diqoes.   LkmitHuj.  (z,  it.  ii3-i«i. 

Eine  *liBewe   Differeatialgleiehniis   m*^   Ordma^   habe   ein 

Faadamentai^ttem  tob  eüideotigen  IntegnleB 

die  den  Gldefamigeii 

geoDgeD,  io  ut  leicht  zo  zeigen,  dau  die  CoefBdenteo  der  Diffe- 
reatialgleiebang  eindeutige  doppehperiodisebe  Fnnctionen  ron  x 
■ein  mllMen.  Handelt  es  rieh  insbesondere  nm  eine  lineare 
DiOerentialgleichnng  zweiler  Ordnung,  wdebe  unbeschadet  der 
Allgemeinheit  auf  die  Fonn  ^  =  Pif  gebracht  werden  kann, 
KV  findet  nch  ftr  die  Existenz  eines  Integrales  ^x)  derselben 
von  obiger  Beschaffenbeit  mit  der  näheren  Bestimmung,  daas  das- 
selbe in  den  ringnUren  Punkten  nur  von  einer  etMllichen  Ordnung 
unendlich  werden  soll,  folgende  nothwendige  ond  hinreicbeade 
Bedingung 

P  =  M+£A,DJoeB{x~a,)+B^DiloeH{x-a,) 

A,  =  2riRi    Bi  =  Ti-rl, 
wo  r,  eine  ganze  Zahl,  «  eine  Constante  und 

heu  2  ferner  auf  alle  singoUren  Punkte  o,,  £'  sich  auf 
insser  a,  erstreckt    llan  hat  alsdann 

9  Constante);  eine  zweite  Ldsang  ist 
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Soll  die  letztere  auch  eindeutig  sein,  so  muss  der  Coefficient  von 

(«— a)-*  in  der  Entwiekelung  von  ,    nach  steigenden  Po- 

tenzen von  x—a  gleich  Null  sein. 

Von  diesen  allgemeineren  Ergebnissen  wird  eine  Anwendung 
auf  die  Lamö'sche  Gleichung 

y"  =  (fi(fi-|-l)fc»sin'ama;+A)y 
gemacht  Für  den  besonderen  Fall  n  =.  1  werden  vom  Verfasser 
bei  dieser  Gelegenheit  die  Bechnungen  angegeben^  die  zu  den 
in  einem  Briefe  an  Herrn  Hermite  vom  30.  October  (C.  B.  LXXXV. 
947 ,  8.  F.  d.  M.  IX.  p.  348)  veröffentlichten  Besultateu  betreflFs 
der  Werthermittelung  des  2*^"  Integrals  fuhren.  Den  Schluss  der 
Arbeit  bildet  ein  kurzer  Auszug  der  oben  besprochenen  zuerst 
in  den  Gott.  Nachr.  1877  erschienenen  Arbeit  des  Verfassers. 

Hr. 

L.  Fuchs.  Ueber  eine  Klasse  vou  Differentialgleichungen, 
welche   durch   AbeFsche    oder    elliptische   Functionen 

integrirbar   sind.    Gott.  Nachr.   1878.    19-33;  Brioschi  Aon.  (2)  IX. 
25-35. 

Herr  Hermite  hat  in  einer  Folge  von  Abhandlungen,  die 
1877.  C.  R.  LXXXV.  (s.  F.  d.  M.  IX.  349)  erschienen  sind,  die 
Lamö'sche  Differentialgleichung 

(1)       -^  =  (ii(n+  l)Ä'sin'ama:+Ä)y 

fQr  beliebige  Werthe  von  h  zu  integriren  gelehrt,  während  Lam^ 
selbst  und  später  Herr  Heine,  der  die  Lam^'schen  Functionen 
zum  Gegenstande  eingehender  Untersuchungen  machte  (Borchardt's 
J.  LX.  252),  sich  darauf  beschränkt  hatten,  nur  solche  Werthe 
von  h  in  Betracht  zu  ziehen,  fltr  welche  die  Differentialgleichung 
durch  doppeltperiodische  Functionen  integrirbar  ist.  Transformirt 
man  die  Gleichung  (1)  durch  die  Substitution 

-g-  =  )/Ä(s),    i?(a)  =  (l-0(l-AV), 

80  erhält  man 

(2)        fi(»)  -^  4-  4B'(»)-^-l«(»+l)*'a'+AJtt  =  0. 


232  VI.  AbscbDJtt.    Differeadal-  uod  IntogralrecbnuDg. 

Herr  Fuchs  weist  dud  daraaf  bin,  dass  er  in  seiner  in  Borchardt'a 
J.  LXXXI.  erschienencD  Arbeit  „Ueber  die  ÜDearea  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung,  welehe  algebraische  Integrale  be- 
sitzen" (s.  F.  d.  M.  VII.  172)  eine  Klasse  von  linearen  Diffe- 
rentialgleichungen durch  Abel'scbe  oder  elliptische  Functionen 
integrirt  bat,  wovon  nicht  nur  die  Gleichung  (2),  sondern  auch 
diejenigen  Differentialgleichuogen,  welche  Herr  Heine  den  Lamä'- 
schen  Functionea  höherer  Ordnung  zn  Grunde  gelegt  bat,  be- 
sondere Fälle  sind.  Die  hier  zu  betrachtende,  der  erwähnten 
Klasse  angeh^rige  Gleichung  ist: 

(3)         ß(»)-^  +  Jfi'(3)-^  +  ff(a)«  =  0, 

wo  A(«)  und  H(ii)  ganze  Polynome  von  den  Graden  m  und  m— 2 
sind,  und  ausserdem  B[z)  so  bestimmt  ist,  dass  die  Differential- 
gleichung 3'"  Ordnung 

(4)         Ä:gL  +  iK.-^+i(Ä"+4fl)^+2ff'(»)  =  0, 

der  das  Product  zweier  Lösungen  von  (3)  genUgt,  durch  eine 
ganze  rationale  Function  G(n)  vom  Grade  2n  befriedigt  wird; 
die  Goefficienten  von  H[ü)  ergeben  sich  hierdurch  sämmtlicb  als 
Functionen  eines  derselben,  welcher  willkürlich  bleibt  und  man 
erhält  als  Fundameotalsystem  von  Integralen  der  Gleichung  (3) 
/•   da  /■    dz 

u,  =  G'e  '     ,    Uj  =  G'e  '     , 

wo  X  eine  Constante,  die  dadurch  bestimmt  ist,  dass  fUr  jeden 

NuUwerth  b  von  6 

G'((.)'R(fc)  =  —X 

ist.    Durch  Einführung  der  Abet'schen    Functionen   lassen    sieb 

daher  u,,  u,  durch  Thetafunctionen  mit  ^Argumenten  darstellen, 
=  2p+l  oder  2^+2  ist.  Wenn  i  =  0  ist,  dann  genügt 
>ifferentialgleichung  (3),  und  die  Bedingung  dafllr  ergiebt 
braische  Gleichung  ftlr  den  einen  im  allgemeinen  Falle 
IkHrlicb  verbleibenden  Coefficienten  in  H(z).  In  dem  be- 
Falle  der  Gleichung  (2),  für  den  die  Rechnungen  aas- 
rerden,  zeigt  sich  der  bemerkenswerthe  Umstand,  dass 
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der  Gleichung  (4)  für  jeden  Werth  von  h  eine  ganze  rationale 
Function  G(x)  2n*^"  Grades  genügt,  und  es  ergeben  sich  für  die 
Integrale  der  Lamä'schen  Gleichung  (I)  Ausdrücke  in  Theta- 
fuDctionen,  die  ffir  ti  =  1  mit  den  von  Herrn  Hermite  gegebenen 
(L  c  p.  826)  übereinstimmen.  Hr. 


F.   Brioschi.     Sur  T^quation   de   Laiu^.    c.  R.  Lxxxvii. 

313-315. 

F.  Brioschi.   *Sopra  una  classe  di  equazioni  differenziali 
lineari  del  secondo  ordine.    Brioschi  Add.  (2)  ix.  ii-2i. 

« 

Sind    y^J  y,    zwei    particuläre    Lösungen    der    Diflferential- 
gleichung 

and  fCytjift)  ®^°^  binäre  Form  der  Ordnung  m  mit  constanten 
Coefficienten,  dann  ist,  wenn 

gesetzt  wird,  die  Hesse'sche  Covariante 

2  fpdx 

wo  C  die  durch  die  Gleichung 

--fpdx 

»2»'.— y,yi  =  ^« 

bestimmte  Constante  bedeutet.    In  dem  besonderen  Falle 

nod  wenn  man  setzt 

__    (fXx)  _  yj(x) 

^        2<p{x)  '     ^  "  q>{x)  ' 

{fp  und  %p  Polynome  in  x  von  den  Graden  «,  «—2)  geht  diese 
Gleichung  über  in 

deren  Ableitung  nach  x  auf  die  auch  von  den  Herren  Fuchs  und 
Hermite  (s.  die  vorhergehenden  Referate),  behandelte  Differential- 
gleichung 3*^  Ordnung  für  y,y,  führt.    Die  Gleichung  (1)  wird, 


234 

wie  m  der  Homäe'c»««  Ariwn  xc  Beic:um-iw  tm  C  benutzt 
Die  Beitisgae.  da«  F  tiat  a^it  FukCm«  v^  Gndes  sein  soll, 
habmmt.  wcaa  f  pc^ebea  üt.  «ijs  Co^fikäcmtea  tob  i^  als 
FiartioMB  eiaes  davejbea.    £c  verAca  ma  ice  beHsdereu  Fälle 


[■  Ollen  Falle  winl  die  betrefeade  IX5<McatälgleichBng   eine 
Gana^iebe.  ia  der 


itt;  ihre  lalesralc  sind  al^brüs^k.  Im  i^  falle  erhält  man 
die  LaaieVbe  Gleiehno^.  Der  VerC>«<er  betnchlel  hier»if  den 
allgeiaeiaen  Fall,  dass  tg  g.  '  eioe  ;aue  FaBCti»e  ■""  Grades 
Ol  Dod  setzt  dem^eaüss  in  ^  1 1 

m  =  Sr  ff  f^=    »  .,  -. 
Wie  ans;  eänen  :?atte  de«  Herni   Fnehs  ,Bi>rehardt'ä  J.    LXXXU. 
p-  1 1 T,  s.  F.  d.  M.  VIL  I  Tl'^  a  priori  hine  ersehen  wenlen  kOnoen, 
ergiebt  rieh,  da»  alsdann  beieits  g.g.  y  eine  ^aaie  Function  sein 
mns«,  und  swar  ieL,  wenn  ■  on^rade  ist, 

r^eioe  Wnrxel  tob  y(j)  =  0,  P(t\  ein  Polynom  vom  Grade  — ^ — ), 
»xk».H    -:-    _— j^    ■    auf  den    in  AnSfng   betrachteten  Fall 

VV')  =  4x'— 5,j-j,. 

Differentialgleichang  bat  die  bemerkenswertbe 

ihre  Integrale  algebraisch    sind.     Setzt    man 

lan  zu  einer  Gleichung,  von  der  die  Ton  Herrn 

■dts  J.  LXXV.  325   (s.  F.  d.  H.  V.    p.  2493 

Uer  Fall  Ut. 

ird  folgender  Satz  bewiesen:  Es  sei 

x'—g^x~g^,    tf{l)  =  4('— C,(— C, 

D,   welche  der  Transformation  sgleicbung  der 
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eUiptischen  Functionen 

dt  dx 


genügt,  dann  geht  die  Gleichung 
ttber  in  die  Gleichung 

welche,  wenn  a  und  ß  passend  gewählt  sind,  zu  der  oben  be- 
handelten Klasse  gehört.  Jeder  Ordnung  der  Transformation 
ent^ricbt  daher  eine  Differentialgleichung,  deren  Integration  auf 
die  der  Gleichung  (2)  zurttckgeftihrt  werden  kann.  Hr. 


F.  Brioschi.     Sur  une  ^quation  diflP^reiitielle  du  troisifeme 

ordre.     Proc.  of  London  XXVII.  126-128. 

Die  Gleichung  entsteht  aus  der  folgenden  von  der  2''"'  Ord- 
nung: 

-^  =  lifi(n+2)Ä'sin'fi  +  Ä]y,. 

Setzt  man  nämlich  ?/  fQr  die  Quotienten  zweier  particulärer  Inte- 
grale, so  heisst  die  Gleichung  der  3*^"  Ordnung: 

{7»tt}-|-2Hii(n+2)Ä'sin'ii+Ä]  =  0, 
wo  \fj^u\  die  Schwarz'sche  Derivirte: 

du^  *^^  du       *V  du  '^^  du  ) 

bezeichnet.     Das  Integral   ergiebt  sich  mit  Htdie    einer   hyper- 
geometrischen Reihe.  Cly.  (0.) 


Ch.    HeRMITE.      Sur   T^uation   de   Lam^.       Brioachi  Ann.   (2) 
IX.  21-24. 

S^tzt  man  in  der  Lamö'schen  Differentialgleichung  (s.  p.  233) 
tn^x  r=  /,  80  geht  sie  tlber  in 

(1)      2^y''+^y  =  By, 


236  ^^'  Abscboitt.    Differential-  und  lotegralrechoong. 

wo 

A  =  1(1  -/)(l— jk»/),     2B  =  it(ii+  l)r/+Ä. 
zu   setzen    ist.     Das  Prodaet  zweier  particolärer  Lösungen  der- 
selben genügt  der  Differentialgleichung  3'^  Ordnung: 
(2)        2^5"'+3^V+^''3'  =  4Bä'+2F». 

Differentiirt  man  dieselbe  pmal  nach  x,  so  ergiebt  sich  sofort, 

dass   z^^  =  Const  fbr  p  =  fi  ein  Integral  der  neuen  Gleichung 

ist.   Die  Gleichung  (2)  hat  somit  eine  ganze  Function  fi^**"  Grades 

F(t)  zum  Integral.    Aus  den  beiden  Gleichungen  y^y^  =  P{t)  und 

dy^  dy^   _  ^ 

^'  dt       ^'  dt    ""  ^/J 

(C  eine  Constante)  erhält   man   leicht  als  particuläre  Losungen 
von  (1) 

) 


U  L  Fit) 


+  ^^.^1^, 


Diese  Ausdrücke  sind  eine  Verallgemeinerung  der  von  Herrn 
Brioschi  (C.  R.  LXXXV.  1160,  s.  F.  d.  M.  IX.  239)  für  den  Fall 
n  =  1  gegebenen  Lösungen.  Wir  bemerken,  dass  gleichzeitig 
Herr  Fuchs  nicht  nur  zu  demselben  Resultat  gelangt  ist,  sondern 
auch  die  wahre  Quelle  desselben  entdeckt  hat,  indem  er  allge- 
mein die  Bedingungen,  unter  welchen  die  Gleichung  (I)  Losungen 
obiger  Form  zulässt,  ermittelte  (S.  oben).  Für*  den  Wertb  von 
C  ergiebt  sich  in  Uebereinstimmung  mit  dem  von  Herrn  Fuchs 
für  X  gegebenen  Werthe  C=  F'^(%)A(%)  für  jeden  Nullwerthi 
von  F(0,  wobei  zu  beachten,  dass  C*  =  — X.  Nach  Einführung 
von  /  =  tn^ix)  erhält  der  Verfassser  alsdann  für  die  Integrale 
ViiVt  dieselben  Ausdrücke  durch  Thetafunctionen,  wie  sie  Herr 
Fuchs  in  der  angeführten  Arbeit  entwickelt  hat  Hr. 

D.  R,  RocY  Y  Torrers.     Algunas  consideraciones  sobre 
la  ecnazione  de  Lam6.    Cron.  oient.  L  457459. 
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J.   Tannery.      Sur  T^quation   diflF^rentielle   lin^aire  qni 
relie  au  module  de  la  fonction  complfete  de  premifere 

espfece.     0.  R.  LXXXVI.  811-812. 

J^  Tannbry.     Sur  quelques  propri^tös  des  fonctions  com- 
plfetes  de  premifere  espfece.    0.  R.  Lxxxvi.  950-953. 

Die  Differentialgleicliung,  welche  die  vollständigen  elliptischen 
Integrale  als  Functionen  des  Moduls  darstellt,  hat  Herr  Fuchs 
in  seiner  Abhandlung:  ^Die  Periodicitätsmoduln  der  hyperellipti- 
schen Functionen  als  Functionen  eines  Parameters  aufgefasst^ 
(Borchardf s  J.  LXXI.  Ol,  siehe  F.  d.  M.  IL  p.  248)  untersucht  und 
ihre  Eigenschaften  aus  den  allgemeinen  Resultaten  abgeleitet, 
die  er  in  Betreff  der  Periodicitätsmoduln  der  hyperelliptischen 
Integrale  erhalten  hatte.  Der  Verfasser  beschränkt  sich  auf  die 
Untersuchung  der  erwähnten  speciellen  Differentialgleichung,  die 
er  auf  die  Form  bringt: 

Er  bestimmt  die  Fundamentalsysteme  der  Integrale  in  einer  grosse* 
ren  Anzahl  von  Bereichen,  die  in  einander  nbergreifen,  und  stellt 
die  linearen  Relationen  auf,  welche  zwischen  den  verschiedenen 
Gruppen  der  Lösungen  existiren.  Hierdurch  ist  man  im  Stande 
för  einen  beliebig  vorgeschriebenen  Weg,  der  nicht  durch  die 
singulären  Punkte  0  und  1  geht,  den  Endwerth  der  Lösung  an- 
zugeben, wenn  der  Werth  im  Anfange  des  Weges  fixirt  ist.  Für 
den  Fall,  dass  x  reell  ist,  werden  folgende  Sätze  festgestellt: 
Es  sei: 

fi  =  X>  /u  —  x, 

(f{x)  =  ^  a^x"         xp{x)  =  JS  dßihf.x^'y 


wo 


/  1.3.5. ..2/1-1  V 


K  =  i+i+t+-+ 


2.  J.()...2/i 

l  .      .  1 


2^-1       2     *  2^' 

(f  und  %p  convergente  Reihen  innerhalb  des  Kreises  um  den  Null- 
punkt mit  dem  Radius  1  sind.    Setzt  mau  nun  die  Function  q^x) 


fkr  Werdie  tob  x  <  - 1  darch  £e  FVomInni 


7!=r*(^) 


fort,   80  erfaUt  man  dne  eontmidrlidie  Fandion,  weldie  von  0 

^^        • 

bis  oc  wieiist,  wenn  x  too  —oo  bis  1  roniiomt     Die  Fnnedon 

^^i    wäduit  in  demselben  Inteiralle  des  Argnmenis  besfiLndig 

TOD  —oo  bis  log2,   falls   i^x)  ftlr  Weiibe  von  x<:  —  1  dnreh 

fortgesetzt  gedacht  wird.    Wächst  x  von  0  bis  I,  so  wächst  ^ 

Ton  —(»bis  4Iog2,  wo 

P  =  q^x\    0  =  4^x)— 9(x)logx 

ein  Lösnngssystem  der  Differentialgleiehang  darstellen;  die  Warze! 
der  Gleichong  0  =  0  liegt  zwischen  0  and  1.  Hr. 


8.    Spitzer.      Vorlesungen    über    lineare    Differential- 
gleichungen.   Wien,  Gerold. 

Die  Vorlesungen  reihen  sich  dem  Inhalte  nach  den  in  den 
Jahren  1860,  1861,  1862  nnd  1874  pnblicirten  „Stadien  über  die 
Integration  linearer  Differentialgleichungen^  desselben  Verfassers 
an.  (Vgl.  F.  d.  M.  VI.  214.)  Sie  sind  in  3  Abschnitte  getheilt. 
Der  erste  ist  der  Integration  der  Differentialgleichung 

(1)        (a.+My+(«,+^^)y'+(a«+6o^)y  =  0 
gewidmet,  in  der  4  Specialßllle  unterschieden  werden,  je  nachdem 
die  Zerlegung  des  Bruches 

ay  +  a.u  +  a^ 

in  einer  der  folgenden  Formen  stattfindet: 

1)    ni+-^  +  -:^,         2)     m+— ^i-TT+-^, 

3)    m  +  iiti+— — ,  4)    ay+a^u+a^. 
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Jeder   dieser  4   Fälle  wird   in   einem    besonderen    Capitel   be- 
handelt 

Der  2*^  Abschnitt  enthält  eine  Sammlung  von  Beispielen,  die 
sich  auf  die  Integration  der  Gleichung  (1)  zurttekftihren  lassen; 
wir  heben  unter  ihnen  die  Integration  der  Riccaii'schen  Differential- 
gleichung hervor.  Der  3'**  Abschnitt  ist  „Aphorismen  aus  dem 
Gebiete  der  Differentialgleichungen^  betitelt;  es  finden  sich  in 
demselben  mehrere  kleine  Arbeiten  des  Verfassers  zusammenge- 
stellt, die  er  bisher  nicht  veröffentlicht  hat.  Das  Buch  ist  mit 
einer  Vorrede  und  einem  Anhang  versehen.  In  ersterer  giebt 
der  Verfasser  eine  Geschichte  der  Integration  der  Gleichung  (1) 
seit  Laplace,  der  zuerst  ein  Integrationsverfahren  derselben  ge- 
lehrt hat,  und  sucht  namentlich  das  Verhältniss  klar  zu  legen,  in 
welchem  die  Arbeit  des  Verfassers  zu  denen  seiner  Vorgänger 
steht.  Der  Anhang  ist  gegen  die  Herren  Winckler  und  Igel  ge- 
richtet und  ist  eine  Fortsetzung  der  Polemik,  Über  die  zur  Zeit 
in  diesem  Jahrbuch  (VIII,  190)  berichtet  ist.  Hr. 


D.  Andre.     Note  sur  las  ddveloppements  des  puissances 
de  certaines  fonctions.    Bull.  s.  M.  P.  VI.  120-121. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  sich  die  von  ihm  C.  R.  LXXXIV. 
1018—1020  (8.  F.  d.  M.  IX.  231)  ermittelten  Eigenschaften  des 
in  der  Form  einer  nach  positiven,  ganzen  Potenzen  von  x  fort- 
schreitenden Reihe  dargestellten  Integrals  einer  linearen  Diffe- 
rentialgleichung  mit  constanten  Goefficienten  auf  jede  ganze, 
positive  Potenz  desselben  übertragen. 

T. 

P.  Mansion.     New   demonstratio]!    of  the  fundamental 
property  of  linear  diflferential  equations.    Meesenf^er  (2) 

VIT.  188-189. 

Beweis,  dass  wenn 

(1)         D-y^A,D--''y-\-A,T)-~''y-\-.^.+Any  =  0 
eine  lineare  Differentialgleichung  ist,  deren  Coefticienten  beliebige 


VI.  Abachnitt.    DiOerentiAl-  nd  lategnlrecbBnag. 

EÜoneo  Ton  x  nnd,  nnd  weno  x  eine  LSenng  dieser  Gleicbang 
dann 

(»■j,+^,l>-',+  ...+yl., 

1  " 

Di~ta  =  0, 
dass  umgekehrt  aus  2)  folgt,  dass  s  eine  Ldanag  tod   1)  ist. 
Glr.  (0.) 


Mansion.  New  demonstration  of  tfae  fundamental 
roperty  of  linear  dilferential  equatloDS.  HesseBger  (2) 
II.  188-189. 

Uansion.     Extrait  d'nne  lettre  sur  le  mSme  sujet. 

.  C.  H.  IV.  IH-lfiö. 

Eioe  lineare  Gleichung  n'"  Ordnung  in  x  und  y  Ifisst  sieb  auC 
andere  lineare  Gleichnng  der  (n— I)'"  Ordnung  zwischen  ( 
X  zurfickfübren,  indem  man  setzt: 


-/ 


Idx, 


a  eine  pariicnläre  I^'isang  der  Gleichung  m'"  Ordnung  ist. 
Gleichung  in  (  ISsst  sich  in  eine  andere  Gleichnng  in  u 
iformiren,  die  linear  und  von  der  Ordnung  (n— 1)  ist,  durch 
jubstitution 

«  =  -'  =  y'- 1-  ¥■ 

i'.  d.  M.  IV.  p.  151,  VI.  p.  205,  Vir.  p.  103.)         Md.  (0.) 

f.  L.  Glaisher.     Example  illustrative  of  a  point  in 
le  Solution  of  differential  equatioos  in  aeries. 
eBBeoger  (S)  VIII.  SO-äS. 
Es  ist  bekannt,  dass  wenn  man  eine  LSsung 

nnd    einer  der  Factorcn  in   einem  Zähler,   z.  B.  Or,  ver- 
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sehwindet,  man  dann  die  Reihe  bei  dem  vorhergehenden  Gliede 
enden  kann  und  die  so  erhaltene  endliche  Reihe  ein  particuläres 
Integral  ist,  aber  dass  wenn  man  die  Reihe  fortsetzt,  was  dieser 
verschwindende  Factor  nicht  hindert,  und  ein  Factor  im  Nenner, 
z.  B.  6,(*>r)  verschwindet,  dann  die  Reihe  mit  dem  Gliede a:«+* 
wieder  beginnt  und  man  ein  anderes  particuläres  Integral 


hat,  wo  A!-7r  durch  eine  neue  willkürliche  Constante  B  ersetzt 

werden  kann.  Dieser  Umstand  wird  erläutert  an  den  Lösungen 
der  Differentialgleichuiig 

^(1^4^)^  +  {(4p_6)a.-p+l}-^-p(p-l)u  =  0 

in  Reiben.    Diese  Gleichung  wird  in  der  That  befriedigt  durch 

ii  =  P={i+4/(l— 4a?)}P    und    u  =  0  =  {J-l/r^ü}*'. 

Wenn  p  eine  ganze  Zahl  ist,  endet  die  Reihe  für  V-\-Q.  Aber 
weder  die  Reihe  für  V  noch  die  fttr  Q  endet  und  beginnt 
wieder  nach  einer  gewissen  Zahl  von  Null -Gliedern. 

Glr.  (0.) 


J.  W.  L.  Glaisher.      On   the   Solution   of  a   diffei-ential 
equatiou  allied  to  Riccati's.    Rep.  Brit.  Ass.  1878. 

Der  Verfasser  beweist,  dass,  wenn 

d'u  .         f(f+l) 

das  vollständige  Integral 

u  =  ^.(Coeff.  von  ä'+^  in  6«/^+*^) 
+  B.(Coeff.  von  ä<+»  in  c-«/^+*i) 
ist  Csy.  (0.) 


R.  Harlet.     On  certain  linear  differential  equations. 

Bep.  Brit.  Abs.  1878. 
Durch  Anwendung  eines  Satzes  von  Murphy  hat  Herr  Rawson 

ForUchr.  d.  M«ih.  X.  1.  lg 


/ 
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bewiesen,  dass,  wenn 

wo  die  Samme  Aber  eine  beliebige  Zahl  von  Wurzeln  der  alge- 
braischen Gleichung 

(a)        y-  +  ay-+6x  =  0 

erstreckt  ist,  indem  man  y  als  Function  von  x  betrachtet,  dann 

^'  dx  a(m'-r)  \    dx        m      ^^ 

(  \  ^^^m     _        br       f    du^        n      \ 

^^^  dx        "  a{m^r)  ^^1^       r   V* 

Herr  Bawson  hat  femer  gezeigt,  dass  die  Differentialresolvente 
von  a)  mit  Httlfe  der  Gleichungen  ß)  und  y)  berechnet  werden 
kann,  wenn  man  dem  m  und  r  besondere  Werthe  beilegt.  Die 
vorliegende  Arbeit  zeigt  nun,  dass  Herrn  Rawson's  Differential- 
gleichungen leicht  aus  der  algebraischen  Gleichung  ohne  Hülfe 
von  Mnrph/s  Satz  hergeleitet  werden  können,  und  zweitens, 
dass  seine  Resultate  sich  verallgemeinern  lassen. 

Csy.  (0.) 


H.  MoLiNS.     Sur  rintdgration  de  T^quation  diff^rentielle 

d^ 

M6m.  de  Toni.  (7)  VIEL  167-189. 


Lagubrrb.     Sur  rintdgration  de  TÄjaation 
JT  dtant  un  polynöme  du  second  degr^.    BuiL  s.  iL  P.  vi. 

121-124. 

Mit  Hfll£ß  des  Princips  des  letzten  Multiplicators  zeigt  sich, 
dass  die  vollständige  Integration  der  obigen  Differentialgleichung, 
welcher  alle  Polynome  3*^  Grades  genügen,  deren  Hesse'sche 
Determinante  f(x')  ist,  durch  elliptische  Functionen  geliefert  wird; 
und  zwar  ist: 
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fdxf  du  ^^(L^ 

wo  ^  die  Discriminante  von  f  ist  und  a,  ß  die  Integrationscon- 
stanlen  sind. 

Damit  die  Lösung  algebraisch  sei,  muss  a  =  0  sein,  und  es 
ergiebt.  sich  als  die  diesem  Falle  entsprechende  particulare  erste 
Integralgleichung  die  bekannte  Cayley'sche  Relation  zwischen  den 
Govarianten  einer  cubisohen  Form.  T. 


J.  Parkas.     Solution  d'un  systfeme  d'^quations  Unfaires. 

C.  B.  LXXXVn.  523-526. 

Ist  g>(a)  eine*  ganze  Function  k^^"  Grades  von  a  und   nach 

Potenzen  von  =  e  entwickelt 

m 

k 

SO  bandelt  es  sich  um  Auflösung  des  Systems 

V 

nach  x^i^  xi^...^xjt.  Mit  Httlfe  einfacher  Determinantensätze 
werden  diese  Coefficienten  durch  die  Differenzenquotienten  von 
q>(a)  dargestellt;  ftlr  a  =  ti  ergeben  sie  interpolatorische  Formeln 
fttr  die  Coefficienten  der  Entwickelung  von  q>{U'^Ju)  nach  Po- 
tenzen von  Juj  und  fbr  unendlich  kleine  Incremente  Ja  und 
ür  =  oo  die  Taylor'sche  Reihe  und  ihre  Differentialquotienten. 

T. 


L.  Königsberger.  Ueber  algebraische  Beziehungen 
zwischen  Integralen  verschiedener  Differentialgleichun- 
gen.   Borchardt  J.  LXXXIV.  284-294. 

Es  wird  folgender  durch  seine  Allgemeinheit  und  Frucht- 
barkeit höchst  bemerkenswerther  Satz  bewiesen: 

Es  sei  Z  ein  Integral  der  Differentialgleichung  m*^"  Ordnung 

16* 


P) 


it4  V 

wo  f  d>e  gaste  FncüoB  der  ia  ihr  catkafteBCB  Grjjna  be- 
dcotet.  «ad  Z,,  Z, . . .  Z,  oae  Bdhe  na  »  lateeraks  der  reap. 
w  Diffnfaliil(jli  m  haa^i  a  efster  Ordaaae: 

((.-^-Z    -»   •••■.•■■'•\-j7J      -r- +  »,(».«, -..0=0 

(-^)''  +  »,>v=,...^;(-^)'' '+-+»^(w....^)  =  o 
f(^)''+i.,-'^«,  ■■•.;(^)'' "+■■■+».('."■•■••.) =0, 

wo  die  7.  y. ...  rmtioBale  Fuctionen  der  GrOeseo  «>,...>,  be- 
deuten; es  bestebe  feraa  iwachea  dai  Integnlen  Z,  Z,  ...Z, 
ein  algebnÜMbo'  ZasuiBeahuig 

(3)      /Xx,z,z....z,;  =  a 

SeW  mmn  statt  der  Grtesoi  Z,  ...  Z,  v  bebebige  andere  In- 
tegrale de«  als  iircdoetibd  TOFaiugesäxtes  Sjstrans  (2),  so  wird 
die  algebraisdie  Benehang  (3)  fortbestehen,  wenn  flir  Z  ein  be- 
stimmtes anderes  lot^ral  Aa  DifferentialgleiehnDg  (1)  geeetxt 
wird.  Der  Verfiuser  bemerkt,  dass  man  in  nelen  FBUen  tod 
diesem  Sstxe  Gebrmoeh  maeh«i  kann,  am  die  Form  jener  alge- 
braisefaen  Beriebnng  festsostrllen.  falls  man  n£mlieh  das  all- 
gemane  Integral  tod  (1]  dordi  Z^...Zr  nnd  eine  Reihe  von 
willkUrlicfaeD  GrSssen  ansHtdrilckeD  im  Stande  ist  So  beweist 
man  mit  Hülfe  dieses  Sattes,  dass,  wenn  yjr,  •••yr  algebraische 
Fnnetionen  von  x  bezeichnen,  die  allgemeinste  algebr^sebe  Be- 
ziehnDg  zwiscfaeo  Abel'Bchen  Integralen  die  Form 

ifl,  worin  AA^...A^  Gonstanten  nnd  B  eine  algebraische 
'OD  X  bedentet,  nnd  dass  femer  eine  algebraische  Rela- 
len  Abel'sehen  Integralen  nicht  eindeutige  UmkehrfDoc- 
her  lotegrale,  wie  die  ExponentialfonctioneD,  die  trigo- 
BD  FDnctionen,  die  elliptiBchen  Functionen  etc.,  deren 
algebraische  Functionen  von  x  aind,  enthalten  kann. 
Hr. 
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Capitel  6. 
Partielle  DifFerentialgleichungen. 

M.  Lkvy.  Sur  les  conditions,  pour  qu'une  forme  quadra- 
tique  de  n  diff^rentielles  puisse  Sti*e  transform^  de 
fa9on  que  ses  coefiBcients  perdent  une  partie  ou  la 
totalit^  des  variables  qu'ils  renferment.    c.  R.  Lxxxvi. 

463-466. 

Soll  eine  quadratische  Form  von  n  Differentialien  dxi ,  deren 
Coefficienten  Functionen  der  Variabein  Xi  sind,  durch  Transforma- 
tion in  eine  andere  solche  Form  übergehen  können,  deren  Coeffi- 
cienten nur  noch  n—k  Variable  enthalten,  so  muss  sich  unter  den 
unendlich  vielen  Systemen  von  it— 1  Differentialgleichungen,  die 
nach  Jacobi  zur  Integration  einer  gewissen  zu  der  gegebenen  Form 
zugehörigen  partiellen  Differentialgleichung  1*''^  Ordnung  dienen 
können,  eines  mit  k  linearen  Gleichungen  befinden.  Bl. 


H.  W.  L.  Tanner.      On  the  transformation  of  a  linear 
differential  expression.    Quart.  J.  xvi.  45-65. 

Die  Bedingungen,  welche  erfllllt  sein  müssen,  damit  der  Aus- 
druck. 

yidxx-\'yidx2-\ \-yndxn, 

worin  y\...yn  gegebene  Functionen  von  xx..,Xn  sind,  auf  die  Form 

wo  r  <:  -^  und  die  v  und  u  wiederum  Functionen  von  x  sind, 

redneirbar  sei,  werden  in  2  verschiedenen  Ausdrücken,  einmal 
in  den  y  und  dann  in  den  t>  und  u  gegeben.  Beide  Darstellungs- 
formen der  erwähnten  Transformationsbedingungen  finden  sich 
übrigens  bereits  in  den  Abhandlungen  von  Natani  (Borchardt  J. 
LVIII.)  und  Glebscb  (ibid.  LX.  und  LXI.)  entwickelt. 

Hr. 


V 


246  VI.  Abschnitt    Differeotial-  aod  lotegralrecbaaag. 

I.  Petersen.  Beweis  eines  Lehrsatzes  betreffend  die 
Integration  algebraischer  Differentialausdrücke ,  be- 
ziehungsweise algebraischer  Differentialgleichungen 
unter  geschlossener  Form.  Gott  Nachr.  1878.  68-88. 

Eine  ^algebraische'*  Function  eines  oder  mehrerer  Argumente 
wird  erklärt  als  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung,  deren 
Goefficienten  ganze  rationale  Functionen  der  Argumente  sind. 
^Hyperalgebraiscbe^  Functionen  heissen  solche,  deren  Abgeleitete 
algebraische  Functionen  der  Argumente  sind.  Transcendente 
Function  ^1.  Stufe^  wird  jeder  Ausdruck  genannt,  welcher  nur 
algebraische  Functionen  einer  oder  mehrerer  hyperalgebraischer 
Functionen  und  von  deren  Argumenten  enthält  Hieraus  geht 
eine  transcendente  Function  ^2.  Stufe'*  hervor,  indem  man  an 
die  Stelle  der  algebraischen  Functionen  eine  transcendente  1 .  Stufe 
setzt  und  für  die  Argumente  ebensolche  Functionen  neuer  Argu- 
mente substituirt,  u.  s.  f.   Es  wird  dann  folgender  Satz  bewiesen: 

„Wenn  die  Differentialgleichung 

dy  =  Pidxi-{-P2dx2-\ — Pkdxt 

mit  einer  abhängigen  Variablen  das  Integral 

u  =  F(xu  Oh, ...  j;*,  y,  w)  =  c, 
oder 

hat,  wo  (ü  eine  der  Transcendenten  höchster,  beziehungsweise 
nächsthöchster  Stufe,  u^  eine  algebraische,  ^,,  y^v-  hyperalge- 
braische Functionen  sind,  so  ist 

du 

-5^7  =  ^'^ 
entweder   eine   Identität    oder   eine    neue   Form    der   Integral- 
gleichung. ^    (Hier  steht  d  statt  d,  sofern  w  in  F  als  unabhängig 
betrachtet  wird.) 

Aus  diesem  Satze  wird  der  folgende  hergeleitet: 

„Wenn  eine  algebraische  Differentialgleichung  1^^'  Ordnung 
mit  einer  abhängigen  Variablen  das  Integral  ti  =  c  hat,  wo  u 
durch  beliebige  Superposition  von  Transcendenten  der  hier  be- 
sprochenen Art  ausdrttckbar  ist,   so   ist  u  in  seiner  einfachsten 
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Form   gleich   einer  Summe   von   byperalgebraischen  Functionen 
1.  Stufe." 

Desgleichen  folgt  noch  speciell: 

„Wenn  es  möglich  ist  ein  Differential  mittelst  algebraischer 
Functionen  und  mittelst  der  elementaren  Transcendenten 

(logx,  a*,  sina;,  arcsinrr,  ...) 
in  geschlossener  Form  zu  integriren^   so   ist  dies  nur  möglich, 
wenn 

Pdx    =    SCylOgXy-^-X, 


/' 


vro  Xyy  X  algebraisch  in  x  und  P  darstellbar  sind.'^  Bezüglich 
auf  elliptische  Transcendenten,  aber  ohne  der  inversen  Functionen 
zu  erwähnen,  hat  Abel  in  einem  Briefe  an  Legendre  (Oeuvres 
compL  IL  262.)  den  Satz  ungefähr  in  dieser  Form  ausgesprochen. 

H. 

G.  Frobeniüs.      Ueber    adjuDgirte   lineare    Diflferential- 

ausdrUcke.     Borchardt  J.  LXXXV.  185-207. 

Jacobi  war  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  zweite  Va- 
riation zu  gewissen  Sätzen  über  Differentialausdrücke  gelangt, 
welche  insbesondere  von  Hesse  später  auf  allerdings  sehr  müh- 
samen Wegen  bewiesen  wurden.  In  dieser  Arbeit  wird  gezeigt, 
dass  sich  diese  Beweise  auf  einen  einfachen  Algorithmus  zurück- 
fahren lassen,  wenn  man  den  ac^jungirten  linearen  Differential- 
ausdruck A'  eines  gegebenen  Ä  von  einem  neuen  Gesichtspunkte 
aoffasst 

Unter  einem  linearen  Differentialausdruck  A  oder  A(ü)  ver- 
steht man  den  Ausdruck: 

1)        iiimD^ 

0 

(D  das  Zeichen  der  sich  auf  eine  unbestimmte  Function  u  von  x 
beziehenden  Differentiation).  Solche  Ausdrücke  Ay  B  lassen  sich 
zusammensetzen,  wenn  man  unter  A  zugleich  das  betreffende 
operative  Symbol  versteht,  zu  der  Form 

A{B(u)\   {=  AB(u)  =^  AB). 
Aus  dem  linearen  entsteht  ein  bilinearer  Differentialausdruck 
A.  A(uv%  wenn  die  Am  selbst  Differentialausdrücke  B{v)  sind. 
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Nun  wird  gezeigt,  dass  der  adjangirte  Differentialausdruck 
A^  =  B  von  A  oder: 

2)        Aou^D{Aiu)+D\A2u)+  ..-(~l)"D«(^u) 
definirt  ist  durch  die  Bedingung,  dass 

vAu—uBv 
das  vollständige  Differential  eines  Ausdruckes  C(uv),  des  beglei- 
tenden bilinearen  Differentialausdrucks  ist     Aus  der  cbaracteri- 
stischen  Eigenschaft: 

3)        t?i4(ti)-tiil'(t?)  =  DA(ue) 
folgt  die  Lagrange'sche  Reciprocität  adjungirter  Differentialaus- 
drücke, sowie  der  von  Herrn  Frobenius  als  Reciprocitätssatz  be- 
zeichnete: 

4)        (ABC,  NO  =  N'...OB'A'. 

Hierauf  grttndet  sich  ein  übersichtlicher  Algorithmus  zur  Bildung 
des  adjungirten  Differentialausdrucks.  Ferner  hatte  Jacobi  gefun- 
den, dass,  wenn  A'  =  A  =  P  sein  soll,  P  von  der  Form  A^aA(u) 
sein  müsse.  Herr  Frobenius  zeigt,  dass  letztere  Form  nothwendig 
und  hinreichend  ist,  damit  P  =  P  sei  und  dass  für  ein  solches  P 
der  begleitende  Differentialausdruck  eine  altemirende  bilineare 
Form  ist;  er  giebt  zugleich  einen  einfachen  Beweis  des  Jacobi'- 
schen  Theorems,  aus  welchem  die  Form  der  Relationen  zwischen 
den  Gonstanten  der  Variationsrechnung  hervorgeht,  welche  von 
Clebsch  herrührt. 

Von  den  vorherg  enden  Sätzen  macht  der  Verfasser  im  §  8 
eine  kurze  Anwendung  auf  die  Jacobi'sche  Umformung  der 
zweiten  Variation  und  zeigt  endlich,  wie  die  von  ihm  eingeftlhrteD 
Hauptgesichtspunkte  sich  auf  lineare  partielle  Differentialausdrttcke 
ausdehnen  lassen.  V. 


G.  Frobenius.  üeber  homogene  totale  Differential- 
gleichungen. Borchardt  J.  LXXXVI.  1-19. 
Der  Verfasser  schickt  zunächst  mehrere  Sätze  aus  seiner  Ab- 
handlung über  das  Pfaffsche  Problem  (Borchardt  J.  LXXXIL, 
vgl.  F.  d.  M.  IX.  p.  249)  voraus  und  wendet  dieselben  auf  die 
allgemeine  Frage  an,  wie  sich  die  Klasse  eines  gegebenen  linearen 
Differentialausdrucks 
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1)  aidxi-\'(hdx2'\-*"  dnä^ 
ändert,  wenn  derselbe  mit  einem  Factor  multiplicirt  oder  um  ein 
Yolldtändiges  Differential  vermehrt  wird.  Unter  Klasse  des  Aus- 
drucks 1)  hat  man  die  kleinste  Anzahl  unabhängiger  Functionen  zu 
verstehen,  durch  welche  sich  dieser  Ausdruck  darstellen  lässt, 
so  dass  also  ein  Differentialausdruck  von  der  Klasse  1  ein  voll- 
ständiges Differential  ist 

Mit  diesen  Httlfsmitteln  ausgerüstet  untersucht  er  dann  im 
Besonderen  die  linearen  homogenen  Differentialausdrücke,  d.  h. 
diejenigen  Ausdrucke  von  der  Form  l),  deren  Coefficienten 
ai,  ...Om  homogene  Functionen  gleicher  Ordnung  sind.  In  vielen 
Fällen  kann  man  hier  unmittelbar  voraussagen,  dass  die  Klasse 
des  gegebenen  Ausdrucks  <  it,  oder  grade,  resp.  ungrade  sein 
muss,  in  anderen  wieder  kann  man  die  Klasse  sofort  um  eine 
Einheit  erniedrigen. 

Wie  nützlich  diese  einfachen  Sätze  sind,  zeigt  sich  recht 
deutlich  bei  der  Integration  einiger  Gattungen  von  totalen  Diffe- 
rentialgleichungen, wobei  der  Verfasser  allerdings  auch  Sätze  aus 
seiner  Abhandlung  über  lineare  Substitutionen  und  bilineare  Formen 
(Borcbardt  J.  LXXXIV.,  vgl.  F.  d.  M.  IX.  p.  85)  zu  Hülfe  nimmt. 

Er  integrirt  solche  totale  Differentialgleichungen,  d^en  Coeffi- 
cienten lineare  homogene  Functionen  der  Variabeln  sind,  und 
beschäftigt  sich  namentlich  auch  mit  der  Integration  derjenigen 
totalen  Differentialgleichungen  zwischen  drei  Variabein,  deren 
Coefficienten  ganze  homogene  Functionen  2*^**  Grades  sind.  Die 
letzteren  werden  vollständig  integrirt  und  ihre  Integration,  wo 
sie  sich  nicht  schon  unmittelbar  aus  den  vorangegangenen  Sätzen 
ergiebt,  vermöge  eines  Systems  von  3  linearen  Differential- 
gleichungen bewirkt,  welches  der  Jacobi'schen  Differentialgleichung 
äquivalent  ist 

Schliesslich  dehnt  der  Verfasser  diese  Verallgemeinerung 
der  Jacobi'schen  Differentialgleichung  noch  weiter  aus,  indem  er 
eine  totale  Differentialgleichung  zwischen  n  Variabeln  ableitet,  die 
durch  eine  einzige  endliche  Gleichung  befriedigt  werden  kann 
und  deren  Integral  eine  ganz  analoge  Form  besitzt,  wie  das 
Integral  jener  gewöhnlichen  Differentialgleichung.  Mr. 


/ 
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H.    W.    L.   Tanner.       On    certain    functions    allied    to 

Pfaffians.     Quart.  J.  XVL  34-45. 

Rechnet  man  die  Determinante 


y\ 

y^ 

d 

d 

dxt 

dxt 

y> 

y» 

d 

d 

•        •        • 


d 


dxi       0x2 


dXn 

d 

dXn 


aus  und  bezieht  dann  in  jedem  Gliede  die  Differentiationszeichen 
auf  die  darauf  folgenden  Ausdrücke,  so  deutet  die  Determinante, 
wenn  sie  mit  einer  Reihe 

d  d 

^——^—  •  •  •  -^-^^— — 

dxi  dxn 
schliesst,  eine  Operation  an,  die  mit  {l...itj  bezeichnet  wird; 
endet  sie  dagegen  mit  einer  Reihe  yi  ...^m  so  kann  man  sie  als 
einen  symbolischen  Differentialausdruck  von  selbständiger  quan- 
titativer Bedeutung,  aber  auch  als  einen  Operator  auffassen,  inso- 
fern man  zu  jedem  Gliede  der  letzten  Reihe  noch  ein  und  die- 
selbe Function  ti  hinzufügt;  in  diesem  Falle  wird  sie  mit  [l  ...n] 
bezeichnet.    Da,  wie  gezeigt  wird^  die  Wirkung  jeder  Reihe 

d  d 

^•^^—^—^  •  •  •  — ^>— ^^^ 

dxi         dxn 
(ausser  in  dem  Falle,   wo   sie  die  letzte   ist),  schliesslich  die- 
selbe ist,  wie  wenn  man  sie  nur  auf  die  unmittelbar  auf  sie  fol- 
gende einwirken  lässt,   d.  h.  in  dem  ausgerechneten  Ausdruck 

jedes  -^ —  nur  auf  die  unmittelbar  folgenden  Grössen  yj  bezieht, 

so  ergeben  sich  unmittelbar  für  die  Operationen  {1  . . .  n}  ti  und 
[l...fi]ti  einfache  Ausdrücke,  die  unentwickelt  nur  noch  wirk- 
liche Quantitäten  [J  enthalten,  nämlich: 


jl  ...  «|m  =  [1 ...  n—l]-^ [1  ...  «—2,  n] 


du 


dXn  dXn-l 

LI  ...n]ii  =  ti.[l  ...fi]-h(~l)"-Ml  ...«}w. 


-f 
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Ueberdies  stehen  diese  Functiouen  mit  den  PfafiTschen  in  der 
Beziehung,  dass  [1  ...2ii]  =  ii(l  ...2ft)  ist,  wo  (1...2n)  eine 
P&fBan  ist  Dies  vorausgeschickt,  entwickelt  der  Verfasser 
Identitäten  zwischen  Differentialausdrücken,  die  sich  symbolisch 
als  Unterdeterminanten  der  obigen  Determinante  darstellen, 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  durch  diese  dargestellte  Function 
rersch windet.    Diese  Relationen  dienen  zur  Transformation  von 

linearen  Differentialausdrttcken.  T. 

t 

C.  Petersson.     üeber  die  Integration   partieller  Diffe- 
rentialgleichungen.   Mosk.  Math.  Samml.  IX.  (Rassisch). 


H.  W.  L.  Tanneb.      On   a  general   method  of  solving 
partial  differeutial  equations.    Proc.  L.  if .  s.  ix.  76-90. 

Ist  eine  partielle  Differentialgleichung  V^'  Ordnung 

gegeben,  so  kommt  bekanntlich  ihre  Lösung  darauf  zurück,  n—  1 
weitere  Gleichungen  zwischen  xi...XnZpi.*>Pn  zu  finden  von  der 
Beschaffenheit,  dass  die  aus  ihnen  abgeleiteten  Werthe  von 
Pi...pn  die  Gleichung 

da — pidxi — •• — p%dxn  =  0 
integrabel   machen.     Die  Auffindung   der  it— 1  Gleichungen  er- 
fordert die  Lösung  von  integrablen  Systemen  linearer  partieller 
Differentialgleichungen.    Bei  einer  partiellen  Differentialgleichung 
2**'  Ordnung 

würde  es  sich  demnach  in  analoger  Weise   darum   handeln,   zu 

nfn+l) 
der  gegebenen  noch    — ^r^ — ^ — 1  Gleichungen  der  nämlichen 

Form  herzustellen  von  der  Eigenschaft,  dass  die  daraus  abge- 
leiteten Werthe  der  in^  als  Functionen  von  xx  ...x,|2,  pi  ...p«,  die 
n-f- 1  Gleichungen : 
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dpi—sudxi^- SnidXn  =  0    (f  =  1,  2  ...  n) 

dz  =  pidxi ...  — pndxn  :=  0 

zu  einem  integrablen  System  machen.   Wie  leicht  zu  ersehen,  ist 

die   nothwendige   und   hinreichende  Bedingung   flir   diese  Inte- 

grabilität  durch 

dsjk    _    dsik 
dxi  dxi 

gegeben,  wo  bei  der  Differentiation  nach  den  x  auch  js  und  die 
p,  welche  in  den  Ausdittcken  für  Sik  vorkommen,  als  Functionen 
der  X   zu   betrachten  sind.    Dies  weist  nun  der  Herr  Verfasser 

weitläufig  nach,  allein  eine  Methode,  jene  —    J    —  1  Gleichun- 

gen,  die  uns  die  $ik  von  der  verlangten  Beschaffenheit  liefern, 
allgemein  oder  in  gewissen  besonderen  Fällen  herzustellen, 
worauf  es  für  das  vorliegende  Problem  allein  ankommt,  findet 
sich  in  der  Arbeit  nicht  angegeben.  Die  hinzugefügten  Bemer- 
kungen über  partielle  Differentialgleichungen  höherer  Ordnungen 
gehen  in  gleicher  Weise  über  die  eigentliche  Aufgabe  hinweg. 

Hr. 


R.    Minich.      Nouvelle   möthode   pour   r^iimiimtioii    des 
fonctions  arbitraires.    C.  R  LXXXVll.  161-165 

Sind  p->c\  Gleichungen 

/j(»,  X,  x,  . . .  a:p,  qp,  .  . .  qf)^  =0,     t  =  0,   1,  2  .  . .  p 

gegeben,  in  denen  x,  o;, . . .  Xp  die  unabhängigen,  2  die  abhängige 
Variable  und  qp,  . . .  qpn  willkürliche  Functionen  der  p  Argumente 
a^.,.(x^  bedeuten,  so  handelt  es  sich  darum,  aus  diesen  Glei- 
chungeu;  durch  welche  z  und  die  a  als  Functionen  von  x  definirt 
sind,  die  q>  und  die  a  zu  eliminiren.  Der  Verfasser  giebt  daftlr 
folgendes  Verfahren:   Man  bilde  die  Determinante 


(1)  ^^   = 


ö./p      öx/p  .  .  .  I>a^/p 


•J 
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WO 


gesetzt  ist,  und  indem  man  in  dieser  Determinante  tfß^  für  f  ein- 
führt, den  Ansdmck  tfj^  und  in  derselben  Weise  ^, . . .  i/Zi,,  so  dass 

D4,  D,J,       .../>,pf. 


M>m  = 


/>*fp  D^f,  D.Ji 


p 


'p 


dann  giebt  die  Elimination  der  n-fp  Grössen  9), ...9)«,  a^...ap 
aus  den  n  Gleichungen 

1/;,  =  0, . .  •  V'«  =  0, 

verbunden  mit  den  p-f  1  gegebenen  Gleichungen,  die  gesuchte 
Resultante  in  Form  einer  partiellen  Differentialgleichung  n^^'  Ord- 
nung. Dieses  Resultat  bat  der  Verfasser  bereits  in  den  Comptes 
Rendus  1877  (s.  F.  d.  M.  IX.  277)  mitgetbeilt;  in  der  vorliegen- 
den Note  giebt  er  eine  neue  Eliminationsmethode,  indem  er 
zeigt;  dass  man  die  gesuchte  Resultante  erhält,  wenn  man  die 
a  als  constant  betrachtet,  und  bei  der  Bildung  der  totalen  Diffe- 
rentiale der  p+1  gegebenen  Gleichungen  und  derer,  die  sich 
aus  denselben  herleiten,  fi  als  Function  von  xx^...Xp  betrachtet. 
Eliminirt  man  in  den  Gleichungen 

df=0,    df,  =0,  ...d/p  =  0 

die  Differentiale  dxdx^.,.dxp^  so  erhält  man  (1)  und  ebenso 
ergiebt  die  Elimination  der  Differentiale  dx  aus 

di^  =  0,  df,  =  0 . . .  d/p  =  0 
die  Gleichung  ^,  ==  0  u.  s.  f.  Hr. 


F.  60MSS  Teixbisa.  Sur  le  nombre  des  fonctions  arbi- 
traires  des  integrales  des  ^quations  aux  d^riv^s  par- 
tielles.   M6m.  de  Bord.  (2)  ü.  315-323. 

Ampöre  hat  die  Zahl  der  willkttrlicben  Functionen  bestimmt, 
welche  in  den  Integralen  partieller  Differentialgleichungen  be- 
liebiger Ordnung  mit  2  unabhängigen  Variablen  auftreten.    Der 


^  r 
f 
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Verfasser  verallgemeinert  die  Ampöre'sche  Theorie,  indem  er 
diese  Anzahl  für  das  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung 
mit  beliebig  vielen  unabhängigen  Variablen  bestimmt.  Das  Re- 
sultat seiner  Untersuchung  fasst  er  in  folgendem  Theorem  zu- 
sammen: Das  Integral  einer  partiellen  Differentialgleichung  be- 
liebiger Ordnung  mit  einer  beliebigen  Anzahl  unabhängiger 
Variablen  enthält  im  Allgemeinen  eine  der  Ordnung  der  Gleichung 
gleiche  Anzahl  von  willkürlichen  Functionen  mit  so  vielen  Ar- 
gumenten, als  die  um  1  verminderte  Zahl  der  unabhängigen 
Variablen  beträgt,  und  enthält  deren  mehr,  falls  bei  der  Elimi- 
nation der  Argumente,  der  willkürlichen  Functionen  und  ihrer  Deri- 
virten  diese  Functionen  sich  gruppenweis  eliminiren.         Hr. 


F.  HocEVAR.     Ueber  eine  partielle  Differentialgleicbang 
erster  Ordnung.    Wien.  Ber.  1877. 

Es  wird  diejenige  partielle  Differentialgleichung  erster  Ord- 
nung, die  auf  das  System  von  linearen  Differentialgleichungen 
mit  Constanten  Coefficienten 

dui       *+* 

-^  =  ^a.-;itii    (f  =  0,  1,...,  n-hl) 

führt,  zunächst  für  n  =  2  und  dann  allgemein  integrirt  und  zwar 
nach  einer  Methode,  die  flir  n  =  1 ,  in  welchem  Falle  sie  in  die 
Jacobi'sche  Differentialgleichung  übergeht,  von  Herrn  Alligret 
(CR.  LXXXIII.  1171,  cfr.  F.  d.  M.  VHL  214)  benutzt  worden 
ist  Für  den  allgemeinen  Fall  vergleiche  man  Boole,  treatise 
on  differential  equations  p.  305  und  Darboux  C.  R.  LXXXVI. 
1012—1014  (F.  d.  M.  diesen  Band  p.  214).  Die  Integrale  des 
linearen  Systems  haben  eine  dem  Integrale  der  Jacobi'schen  Glei- 
chung ganz  analoge  Gestalt.  T. 


F,  HocEVAR.    Ueber  die  Integration  eines  Systems  simul- 
taner Differentialgleichungen.    Wien.  Ber.  1878. 

Die  Differentialgleichung  ^  _  ^  =  ^  _^  ^  ,  worin  J[,  X„  X, 
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ganze  homogene  Functionen  von  x  and  »,  nnd  zwar  X^  und  X, 
von  gleichem  Grade  mnd,  ist  von  Herrn  Minding  in  den  Memoiren 
der  Petersbnrger  Akademie  (1863)  integrirt  worden.  Dieselbe 
wird  zu  dem  folgenden  System  verallgemeinert: 

dx^      _       __      dxn      dz 

wo  X  eine  homogene  Function  von  einem  beliebigen  Grade  h 
and  Xj . . .  Xn+i  lineare  homogene  Functionen  von  a;, , . . . ,  Xn,  » 
«nd.  Durch  die  Substitution  Xi  =  UiJi  (f*=  1,...,  n)  geht  das- 
selbe über  in: 

dui        __  dz  , 


(f  =  1,..,,  n) 

wo  17,...  Un+i  lineare  Functionen  von  u^,..Un  sind. 

Die  n  ersten  Gleichungen  lassen  sich  in  bekannter  Weise 
integriren;  vergl.  das  vorige  Referat  Die  noch  übrige  Integra- 
tion lässt  sich  für  ganzzahlige  h  in  geschlossener  Form  ausführen 
und  wird  f&r  den  Fall,  dass  X  von  der  Form: 

«1^  +  «t^  H h  ^^  +  ««+1«* 

ist,  vollständig  durchgefllhrt.  T. 


H.  W.  L.  Tannkr.     On  partial  differential  equations  of 
the  first  Order  with  several  dependent  variables. 

Proc.  L.  M.  S.  IX.  41-61. 

Ist  eine  partielle  Differentialgleichung  1*^'  Ordnung  oder  ein 
System  solcher  mit  n  abhängigen  Variablen  yi...yn  als  Functionen 
von  ffi  unabhängigen  Variablen  x^  ...Xm{fn^n)  gegeben,  so 
denke  man  sich  jede  dieser  Gleichungen  zunächst  soweit  als 
möglich  in  Jacobi'schen  Determinanten  dargestellt,  wobei  eine 
solche  Determinante 

S^...^,    welche  mit     ^1^ 

(toj  dXr  a(Xi  .,,  Xr) 

bezeichnet  wird,  als  ein  Glied  und  zwar  r*^*"  Ordnung  und  l**"" 
Grades  angesehen  wird.    Versteht  man  nun  unter  einer  homogenen 
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partiellen  Differentialgleichung  mit  n  abhängigen  Variablen  eine 
Gleichung  von  der  Beschaffenheit,  dass  1)  alle  in  ihr  vorkommen- 
den Jacobi'scben  Determinanten  von  der  n'^*  Ordnung  sind, 
2)  in  Beziehung  auf  diese  Determinanten  die  Gleichung  homogen 
ist,  3)  ausser  diesen  Determinanten  nur  die  unabhängigen  Va- 
riablen vorkonmien,  so  wird  gezeigt,  dass  man  jedes  System 
partieller  Differentialgleichungen  1**'  Ordnung  mit  m  abhängigen 
und  m  unabhängigen  Variablen  in  ein  homogenes  System  trans- 
formiren  kann,  in  welchem  die  Zahl  der  abhängigen  Variablen 
wiederum  n,  die  Zahl  der  unabhängigen  m+n  ist 

Es   werden   hierauf  ausschliesslich   homogene  Gleichungen 
1'*"  Grades  von  der  Form 

(1)      ^P,  5^^'"H  =0 

betrachtet,   wo   a;,^...x^   beliebige   n  von  den  m  unabhängigen 

Variabein  x^  ...x^  bedeuten,  und  die  CoeflScienten  P;  Functionen 
der  X  sind.    Die  einfachste  Gleichung  dieser  Art  ist 


d(^Xi...Xn)  * 


deren  allgemeines  Integral  9>(yi...yii)  =  0  ist,  {g>  eine  willkfir- 
licbe  Function).  Der  Verfasser  stellt  sich  die  Frage,  unter  wel- 
chen Bedingungen  die  Gleichung  (1)  durch  Einf&hrung  neuer 
Functionen  ti| . . .  tip  auf  diese  einfachste  Form ,  nämlich  auf  die 
Gleichung 

ArJ      ^  \  =  0    (m  =  n+p) 

reducirt  werden  kann.  Die  Vergleichung  mit  (1)  giebt  der  An- 
zahl der  CoefBcienten  P<  entsprechend  ^^"|"^.     Gleichungen  von 

der  Form 

d(ui ...  Up) 


Pi^±l 


Da  diese  2iabl  im  Allgemeinen  grösser  als  p-^-l  ist,  so  ergeben 
sich  dadurch  gewisse  Bedingungen  für  P.  In  der  Voraussetzung, 
dass  diese    erfüllt  sind ,    werden  die  ti| . . .  «p    als   gemeinsame 


Capitol  6.    Partielle  DifferentialgleichaDgen.  257 

LöduDgen  eines  Systems  von  n  simultanen  linearen  partiellen 
Differentialgleichungen  für  u  als  abhängige  nnd  x^  ...  Xn^p 
als  unabhängige  Variabeln  erhalten.  In  der  ferneren  Voraus- 
setzung, dass  dieses  System  integrabel  sei,  ist  dann  das  Integral 
von  (1) 

(9)  eine  willkttrliche  Function).  Fttr  den  Fall,  dass  ein  System 
von  q  Gleichungen,  jede  von  der  Form  (1)  gegeben  ist,  werden 
in  ähnlicher  Weise  die  Bedingungen  dafHr  ermittelt,  dass  ihre 
allgemeine  Lösung 

9(yi •    y-)  «I ...iip)  =  0 

sei,  wo  jedoch  n+P  =  m-J-1— ^.  Es  folgt  hierauf  die  Betrach- 
tang der  Gleichung 


d(xi . . .  iuO  ' 


wo  P  eine  Function  der  x  und  y  ist.  Von  dieser  wird  nicht 
eine  allgemeine  Lösung  gegeben,  sondern  nur  gezeigt,  wie 
man  eine  beliebige  Anzahl  particulärer  Lösungen  erhalten 
kann. 

Den  Beschlnss  macht  die  Behandlung  einer  besonderen  Klasse 
von  Gleichungen  der  Form  ([),  die  dadurch  ausgezeichnet  ist, 
dass  ihre  Integration  durch  eine  einfache  Transformation  auf  die 
einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung  !♦*'  Ordnung  von 
der  Form: 

2Pih    ■         (t  =  1, ...  n,  Ä  =  1  ...  m) 
reducirt  werden  kann.  Hr. 


V.  Imschenetsky.     Note  sur  las  equations  aux  d^riv^es 

partielles.     M^m.  de  Liege  (2)  VIT. 

Es  sei 

Xk  =  ^*+gi^~l,'  yk  =  Pk+Pk^—h 

z  =  f{xi,  y,,  Xi,  yj, ...  Xny  yn)  =  ü+ö/— 1. 

Fortschr.  d.  Math.  X.  1.  27 
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Nach  der  Definition  der  Fanetionen  einer  imaginären  Variabein 
unterliegen  H  and  G  gewissen  Relationen,  von  denen  es  genügen 
wirdy  die  Poisson'scbe  Identität  (Hy  (7)  =  0  hervorzaheben. 
Daraus  ergeben  sieb  verschiedene  Sätze  Aber  Integration  eines 
kanonischen  Systems  der  Ordnung  4n  und  fiber  die  entsprechende 
partielle  Differentialgleichung,  welche  der  Verfasser  ihrem  Haupt- 
inhalt nach  bereits  in  Darboux'  Bulletin  verdffentiicht  hat 

Mn.  (0.) 


SoPHüs  LiE.     Theorie  der  Transformationsgruppen    III. 

Arch.  r.  Math,  og  Natarv.  UI.  93-165. 

Diese  Abhandlung  schliesst  sich  als  Fortsetzung  an  zwei 
frühere  an  (Archiv  for  Math.  og.  Naturv.,  s.  F.  d.  M.  VIII.  p.  212.) 
Sie  zerfällt  in  zwei  Abschnitte.  Im  ersten  Abschnitte  entwickelt 
der  Verfasser  allgemeine  Sätze^  die  sich  auf  die  Transformations- 
gruppen eines  n-fach  ausgedehnten  Raumes  beziehen.  Unter 
denselben  möge  hier  nur  der  folgende  seinen  Platz  finden. 

Es  seien  Axf.,,Arf  Ausdrücke  der  Form 

die  paarweise  Relationen  der  Form 

Ai{A,(n)-A,{Ai(f))  =  2ci,.A.f 

genttgen.    Femer  seien  A\f...  Xf  analoge  Ausdrücke  in 

a?,  •»•  Xft  p,  ... p„j 

die  ebenso  Relationen  der  Form 

befriedigen.    Wir  setzen  voraus^  dass  die  Gleichungen 

Aif=rA[f...Arf=^Alf 

durch  eine  Berührungstransformation  zwischen 

Xi  ,»»  Xn  Pi  . . •  Pn     und     X^  »••  Xn  p ,  »»*  Pn 

erfüllt  werden  können.  Sollen  sie  insbesondere  durch  eine  Punkt- 
transformation zwischen  xi.,.Xn,  xl  ...x^  befriedigt  werden  kön- 
nen, so  ist  hierzu  noth wendig  und  hinreichend,  dass  die  beiden 
r-gliedrigen  Gleichungssysteme 
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Aif  —  0    und    ii:/  =  0 
eine  gleiche  Anzahl  unabhängiger  Gleichungen  enthalten. 

Vennöge  diesefl  Satzes  kann  man  immer  nnterscheiden ,  ob 
eine  vorgelegte  Transformationsgruppe  durch  Einführung  von 
sweckmäsBigen  Yariabeln  auf  eine  gewisse  Form  gebracht  werden 
kann. 

Der  zweite  Abschnitt  giebt  die  Bestimmung  von  allen 
Gruppen  von  Punkttransformationen  einer  Ebene.  Die  ange- 
wandte Methode  beruht  auf  der  folgenden  Bemerkung:  Es  seien 
Alf ...  Arfj  wo 

Aif  =  f*(a?y)p+3?f(«y)g, 

r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gliedrigen 
Gruppe.  Alsdann  besitzt  die  allgemeinste  infinitesimale  Transfor- 
matioD  der  Gruppe  die  Form 

wo  die  Ci  willkürliche  Gonstanten  sind.  Man  denke  sich  jetzt  die 
$1  und  rii  nach  den  ganzen  Potenzen  von  x  und  y  entwickelt. 
Setzt  man  voraus,  dass  r>2  ist;  so  kann  man  immer  die  Ci  der 
Art  wählen,  dass  die  infinitesimale  Transformation  2CiAif  nur 
Glieder  von  erster  und  höherer  Ordnung  hinsichtlich  x  und  y  ent- 
hält Hierbei  bleiben  sogar  jedenfalls  r  — 2  Constanten  ct  un- 
bestimmt Es  giebt  daher  jedenfalls  r— 2  infinitesimale  Trans- 
formationen, die  in  der  Umgebung  des  Werthsystems  x  =  0,  y  =  0 
von  der  ersten  Ordnung  hinsichtlich  x  und  y  sind.  In  entsprechen- 
der Weise  findet  man  jedenfalls  r— 6  infinitesimale  Transforma- 
tionen zweiter  Ordnung^  r— 12  Transformationen  dritter  Ord- 
nung u.  8.  w. 

Bildet  man  nach  diesen  Verbesserungen  die  Gleichungen 

^<(^*(/))-M^.<f))  =  i:cp.A,f, 
die  bekanntlich  bestehen  sollen,  so  erkennt  man,  dass  der  Werth 
von  einigen  Constanten  cn,  a  priori  angegeben  werden  kann. 
Ist  in  der  That  Aif  eine  Transformation  i*^'  Ordnung,  Äkf  eine 
Transformation  *»*'  Ordnung,  so  ist  Ai{A^)  —  A)J^A,{f))  von 
(t-f  jr—  1)*^'  oder  noch  höherer  Ordnung,  und  daher  enthält  die 
rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  nur  Grössen  A^f,  deren  Ord- 
nung gleich  oder  grösser  als  i  -f  ft  —  1  ist. 

17* 
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dvch   TcridUtnanBissig  einfaehe 
Recfanagea  fie  Bctti— ag  mikr  Grvppcs  tob  Ponkllnu^onna- 

L. 


SoPHUS  Ln.     ThefMie  der  Transfbnnatioiisgnipp^n  IV. 

Arck  f  Maik  og  Nmterr.  m.  375-l6a 

Auch  diese  AbhandliiBg  lerfiLDt  in  xwei  Abeehnitte.  Im 
ersten  Abedmitte  wird  gcuigij  Aam  jede  Gruppe  von  Punkt- 
tnuuformationen  eines  »-fach  ausgedehnten  Baumes,  die  n*  oder 
«*—  1  unabhängige  infinitesiniale  Transformationen  erster  Ordnung 
entbiUt,  durdi  EinfUirung  Ton  iweckmiaagen  unabhängigen  Va- 
riabein in  die  allgemeine  lineare  Gruppe  oder  in  eine  Untergruppe 
dovelben  fibergeftlhrt  werden  kann.  Eine  solche  Gruppe  hat  da- 
her keine  infinitesimale  TransfiMrmation  von  dritter  oder  höherer 
Ordnung.  Sie  hat  entweder  keine  oder  auch  n*  infinitesimale 
Transformationen  von  der  zweiten  Ordnung. 

Der  letzte  Abschnitt  bestimmt  alle  Gruppen  von  BerQhrungs- 
transformationen  einer  Ebene.  Es  giebt  nur  drei  solche  Gruppen, 
die  sich  nicht  in  Gruppen  von  Punkttransformationen  umwandeln 
lassen.  Typen  derselben  sind  die  zehngliedrige  Gruppe,  die  alle 
Kreise  in  Kreise  umwandelt,  zusammen  mit  einer  sieben-  und 
einer  sechsgliedrigen  Untergruppe. 

Wenn  eine  Gruppe  vorgelegt  ist,  kann  man  immer  jede 
Differentialgleichang 

angeben,  die  die  Gruppe  gestattet  Hierauf  gründet  sich,  wie 
der  Verfasser  schon  1874  (Gott.  Nachr.,  sieho  F. d.M.  VI.  p.  93) 
angegeben  bat,  eine  Classification  der  gewöhnlichen  Difi*erential- 
gleichungen  zwischen  zwei  Variabein  und  zugleich  eine  Integra- 
tionsmethode solcher  Gleichungen,  die  Oberhaupt  eine  Transfor- 
mationsgruppe besitzen.  L.  ^ 

A.  V.  Bäcklund.    Znr  Theorie  der  Charakteristiken  der 
partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

ClebBch  ADD.  XTII.  411-428. 
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Der  Aufsatz  dehnt  die  für  partielle  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung  mit  zwei  unabhängigen  Variabein  längst 
ausgebildete  Charakteristikentheorie  auf  partielle  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung  mit  n  unabhängigen  Variabein 
aus.  Bd. 


A.   Korkine.       Ueber    partielle    Diflferentialgleichungen 

zweiter   Ordnung.    Petersburg.  (Rassisch). 

Die  Monge- Ampöre'sche  Methode  der  Integration  gewisser 
Gleichungen  2'*"'  Ordnung  ist  eine  der  wichtigsten  in  der  ganzen 
Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung, 
hl  allen  Fällen ,  wo  die  Methode  anwendbar  ist,  giebt  sie  die 
Mittel,  das  allgemeine  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  zu 
finden;  dabei  wird  aber  derjenige  Theil  der  Aufgabe,  welcher 
die  Bestimmung  der  willkürlichen  Functionen  unter  gewissen 
Anfangsbedingungen  fordert,  gar  nicht  in  Betracht  gezogen. 

Diese  Lücke  auszufüllen  ist  der  Hauptgegenstand  der  vor- 
liegenden Arbeit.  Es  wird  gezeigt,  dass  in  allen  Fällen,  wo  die 
Monge'sche  Methode  anwendbar  ist,  man  auch  den  Anfangsbedin- 
gungen genügen  kann,  wenn  die  Form  dieser  Bedingungen  in 
gehöriger  Weise  gewählt  ist. 

Die  Aufgabe  über  die  Integration  einer  Differentialgleichung 

(0        9<^7  y»  »»  P»  9'  r,  5,  0  =  0, 
-wo 

^^'d^'    ''"'dy'     ''""öP'     ^"8^'     ^^W 

wird  folgendermaassen  ausgesprochen:    Man  soll  eine  Function  Z 
der  zwei  unabhängigen  Veränderlichen  x^  y  finden,  welche 

1)  der  Gleichung  (1)  genügen, 

2)  für  X  =  9)(ii),  y  =  tp{u)  sich  auf  eine  gegebene  Function 
m(u)  reduciren  soll,  und 

3)  dass  für  o;  =  g>(u)y  y  =  tp(u),  %  =  ta(u)  noch  die  Gleichung 

<«j  yy  «.  P»  «)  =  0 
bestehen   soll,   wo  die  Form  der  Function  o  ebenfalls  eine  ge- 
gebene ist. 
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Oeometriseh  anfgefesst,  laatet  diese  Angabe:  Man  bestimme 
die  Oleichnng  einer  Fläche,  welche  der  Oleiehong  (1)  genügt^ 
and  durch  eine  gegebene  Cmre 

«  =  9<««)t    y  =  V'M»    *  =  <••) 
geht,  wobei  noch  die  Richtung  der  Normale  in  jedem  Punkte 
dieser   Curve   ebenüälls  gegeben   ist.     Diese  letzte  Bedingung^ 
welche  aus  der  Gleichung 

<Fj  Vj  »>  ft  ?)  =  0 
in  Verbindung  mit  <b  =  pdx  +  qdy  heryorgeht,  kann  auch  folgen- 
dermassen  dargestellt  werden:   Setzt  man  f&r 

X  =  if(u),  y  =  tp(u\  Ä  =  ©(ii),  noch  p  =  /(ii), 

wo  /(ti)  willkürlich  zu  wählen  ist,  so  erhält  man  q  =  F(u)^  wo 
F(u)  vermittelst  der  Gleichung 

sich  durch  die  gegebenen  Grössen  ausdrücken  lässt  Die  Methode 
des  Verfassers  hat  den  Vortheil,  die  Unbekannten  des  Problems 
direct  durch  die  gegebenen  Grössen  auszudrücken.  Zum  Schlüsse 
beschäftigt  sich  der  Verfasser  mit  der  Aufgabe ,  durch  eine  ge- 
gebene Curve  eine  Minimalfläche  zu  legen.  Ein  sehr  elegantes 
Verfahren  giebt  die  Gleichungen  der  gesuchten  Fläche  in  fol- 
gender Form 

2-^27  |/l  +  f(ii)«  +  lP(.i)' 


^/ 


2        2^      yi+/(«)'+*xt*y 

In  diesen  Formeln  haben  die  Functionen  9>,  %p^  m,  /,  F  die  oben- 
erwähnte Bedeutung,  $,  ?/  sind  conjugirt  complexe  Grössen,  und 
der  Integrationsweg  ist  so  gewählt,  dass  die  Integrale  fllr  |  =  7 
verschwinden.  p. 
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S.  N.  Johnsen.     Bestemmelse  af  Integrationsfaktor  for 
en  partiel  Differentialligning.  Zentheo  Tidaakr.  (4)  IL  129-132. 

Ist  die  linke  Seite  der  partiellen  Differentialgleiehung 

Ps+Qpq  +  Rp  +  Sq+T^O 

ein  vollständiges  Differential,  so  ist  das  Integral  derselben 


-ß'^+f/y-''^) 


dxdy  +  f(x)  +  tp(y)=^0. 


Im  entgegengesetzten  Falle  lässt  sich  immer  ein  Integrationsfactor 
bestimmen.  Für  P  =  1  wird  derselbe,  mit  einer  leicht  zu  ver- 
stehenden Bezeichnung,  der  folgende 


q>  =  c.e" 


f'sd,+  f'[R]dy  +  /'    [Q]     di. 

^  Y         x—a  *^        x=a,  y—b 


Gm. 


MouTARD.      Sur    la    construction    des    ^uations    de   la 
forme 

qui  admettent  une  integrale  gön^rale  explicite. 

J.  de  rfic.  Polyt  XXVIIL  1-12. 

Die  Note  ist  ein  Auszug  einer  noch  nicht  veröffentlichten 
Arbeit  des  Verfassers  bezüglich  der  Theorie  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung,  über  die  Herr  Bertrand  in 
den  Comptes  Rendus  1870  Bericht  erstattet  hat  (siehe  F.  d.  M. 
n.  321)  und  von  welcher  die  Einleitung  in  demselben  Jahrgange 
der  Comptes  Rendus  erschienen  ist. 

Das  Problem,  das  sich  der  Verfasser  stellt,  zerfällt  in  2  Theile. 
Der  erste  leichtere  besteht  in  der  Aufstellung  der  Bedingung 
dafür,  dass  das  allgemeine  Integral  der  im  Titel  befindlichen 
partiellen  Differentialgleichung  linear  vermittelst  zweier  willkür- 
licher Functionen,' die  eine  von  o?,  die  andere  von  y  und  ihrer 
n  ersten  Derivirten  ausgedrückt  werden  könne.  Der  Verfasser 
beschränkt  sich  hier  auf  die  einfache  Mittheilung  der  Bedingungs- 


fr 


T 


** 
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gleichuDg  far  A.    Setzt  mau 

^,-Ä,      A,   -^,-      ^^^^     ,      ^,  -^. ^^^j^ 

^»  =  ^-t a^y . 

so  ist  für  die  Existenz  einer  solchen  Integralform  nothwendig 
und  hinreichend,  dass  jin  =  0^  während  die  Ausdrücke  A^^ 
yt^j  . . .  An~\  nicht  verschwinden.  Ist  diese  Bedingung  erfUlt, 
dann  kann  das  allgemeine  Integral  geschrieben  werden: 

wo  X  und  Y  willkürliche  Functionen,  resp.  von  x  und  von  y 
und  A^  ...  An^  B^,,.Bn  Functionen  von  x^  y  bezeichnen,  die 
mittelst  der  successiven  Derivirten  von  A^^  A^j  ...  yin-i  sich 
ausdrücken  lassen.  Der  zweite  schwierigere  Theil  des  Problems 
betrifft  die  Darstellung  der  allgemeinsten  Form  von  A,  Vielehe 
der  Differentialgleichung  An  =  0,  die  von  der  2n*''"  Ordnung  ist, 
genügt.  Die  Integration  dieser  Gleichung  lässt  sich  unter  end- 
licher Form  auf  recurrentem  Wege  bewerkstelligen,  und  die  Ab- 
leitung dieser  Integrationsmethode  bildet  den  Gegenstand  der 
Note.    Sie  gründet  sich  auf  folgenden  merkwürdigen  Satz: 

Kennt  man  die  allgemeinste  Form  l  der  Gleichung  An  =  0 
und  schreibt  dann  den  allgemeinsten  Werth  von  2,  der  der  Glei- 

chung  —  ^  ^    =  l  genügt,  in  der  Form  (1),  wodurch  2  neue 

willkürliche   Functionen    eingeführt   werden  ^   dann  ist   g  ^  ^  • 
das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  An-^-i  =0.  Hr. 


E.  Mathieu.     Sur  la  däfinition  de  la  Solution  simple. 

0.  R.  LXXXVI.  %2-965. 

Die  Bewegungsgleicbung  einer  schwingenden  Membran  ist 


ar  ~    \dx'^dy 
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WO  V  die  Normalversetzung  eines  Punktes  der  Membran  darstellt, 
welche  noch  der  Bedingung  zu  genügen  hat,  dass  sie  in  der  Um- 
grenzung der  Membran  Null  ist.    Setzt  man 

so  erhält  man  für  u 

mit  der  Bedingung  auf  der  Umgrenzung  zu  verschwinden. 

Hat  man  die  Function  u  und  die  Gonstante  x  demgemäss 
gewählt,  so  giebt  die  Formel  ( 1)  die  „einfache  Lösung^  und  die 
Summe  einer  endlichen  oder  unendlichen  Anzahl  solcher  einfacher 
Lösungen  ist  die  allgemeine  Lösung  des  Problems.  Der  Ver- 
fasser hat  nun  die  Natur  der  einfachen  Lösungen  zum  Gegen- 
stande einer  eingehenden  Untersuchung  gemacht  und  ist  auf 
inductivem  Wege  zu  folgendem  Satze  gelangt:  Es  giebt  im  All- 
gemeinen eine  und  nur  eine  Function,  die  im  Innern  einer  belie- 
bigen Begrenzung  der  Gleichung  (2)  genügt,  daselbst  sammt  ihren 
Derivirten  erster  Ordnung  endlich  und  stetig  ist  und  in  jedem 
Punkte  des  Umfangs  einen  willkürlich  gegebenen  und  variablen 
Werth  hat.  Die  Bedingung,  dass  sie  auf  dem  Umfange  Null  sei, 
wird  für  einen  beliebigen  Werth  von  a  das  Verschwinden  der 
Function  überall  im  Innern  zur  Folge  haben.  Für  gewisse  Aus- 
nahmewerthe  des  a  jedoch,  die  in  endlichen  Intervallen  aufein- 
anderfolgen^ existirt  eine  von  Null  verschiedene  Function,  die 
auf  der  Umgrenzung  verschwindet,  und  im  Innern  den  vorerwähn- 
ten Bedingungen  genügt.  Diese  Function  u  in  (1)  eingesetzt, 
liefert  die  einfache  Lösung  des  Problems.  Die  Richtigkeit  des 
Satzes  vermochte  der  Verfasser  bisher  nur  in  den  Fällen  zu  er- 
weisen, wo  die  Umgrenzung  aus  einem  EreisC;^  aus  2  concentri- 
scben  Kreisen,  einem  Rechtecke,  eiAer  Ellipse  oder  2  confocalen 
Ellipsen  besteht  Hr. 


R.  Hoppe.     Eine  partielle  DiflFerentialgleichung. 

Granert  Arch.  LXII.  d3G. 

Als  ein  leichtes  Uebungsbeispiel  für  Integration  wird  folgende 
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partieUe  DiflerentialgleichiiDg  gegeben: 


d*u      ^  ^  du    du 


Ihr  Integral  Ut: 


I  du.e    *^  =  q>(x) 


wo  q>  und  tfß  willkürliche  Functionen  sind. 


Hr. 


Capitel  7. 
Variationsrechnung. 

J.  J.  Weyland.     Die  Principien  der  Variationsrechnung. 

Festschrift.    Kola.  315-344. 

Enthält  die  Grundzüge  der  Variationsrechnung  und  ihrer  An- 
wendung auf  die  Bestimmung  des  Maximums  oder  Minimums. 

T. 


A.    Mater.       Ueber     das    allgemeinste    Problem     der 
Variationsrechnung   bei   einer  einzigen  unabhängigen 

Variablen.    Leipa.  Ber.  1878. 

Jede  Aufgabe  der  Variationsrechnung,  in  der  nur  eine  ein- 
zige unabhängige  Variable  vorkommt,  lässt  sich  auf  die  folgende 
Form  bringen: 

A)  Man  soll  die  den  m  Differentialgleichungen  1*^'  Ordnung 

9,  =0,     qPa  =  0, ...  qpm  =  0,    (0^m<ii) 

unterworfenen  Variabein  y^,  y„...y„  als  Functionen  von  x  so 
bestimmeni  dass  das  Integral 
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ein  Maximum  oder  Mitfimum  werde. 

Dies  Problem  ist  aber  an  sich  noch  nicht  völlig  bestimmt; 
man  mnss  ihm  vielmehr,  nm  es  zu  einem  bestimmten  zu  macheUi 
noch  gewisse  Grenzbedingungen  hinzufügen.  In  der  Regel  ge- 
stattet es  nun  die  Stellung  der  Aufgabe,  sftmmtliohe  Grenzwertbe, 
zunächst  wenigstens,  als  fest  gegeben  zu  betrachten  und  dann 
stellt  sich  die  Aufgabe  als  ein  specieller  Fall  defigenigen  Problems 
dar,  welches  aus  A)  resultirt,  wenn  man  hinzuftigt: 

B)  dass  alle  n  Functionen  yi  *  ^39  •  9  •  y»  in  den  beiden 
gegebenen  Grenzen  x^  und  x^  gegebene  Werthe  annehmen 
sollen. 

Für  das  hierdurch  vollständig  determinirte  Problem  A)  hat 
der  Verfasser  unter  der  Voraussetzung,  dass  es  bei  festen,  aber 
unbestimmten  Grenzwerthen  überhaupt  lösbar  sei,  die  allgemeinen 
Kriterien  des  Maximums  und  Minimums  in  Borchardt's  J..  LXIX. 
abgeleitet.  (Vergl.  F.  d.  M.  I.  p.  121). 

Allein  es  giebt  eine  Klasse  von  Problemen,  die  eine  solche 
Festsetzung  hinsichtlich  der  Grenzwerthe  nicht  vertragen.  Es 
sind  dies  diejenigen  Probleme,  zu  denen  z.  B.  das  Problem 
der  Curve  grösster  Geschwindigkeit  gehört  und  als  deren 
allgemeinster  Ausdruck  die  folgende  Aufgabe  angesehen  wer- 
den kann. 

C)  Gegeben  sind  zwischen  der  unabhängigen  Variabein  x 
und  den  n  unbekannten  Functionen  y^,  y^^.  ..y^  m  Differential- 
gleichungen V^^  Ordnung: 

9)1=0,  y,  =0;.  .  .9)^  =  0,  (l^fiKn). 
Man  soll  diese  Functionen  so  bestimmen,  dass^  während  den 
Functionen  y^^  *  •  »yn  für  zwei  gegebene  Werthe  x^  und  a?,  von 
X  gegebene  Werthe  vorgeschrieben  sind,  die  Function  y^  ftlr  a;  =  x^ 
einen  gegebenen  Werth  erhalte  und  für  x  =  x^  ein  Maximum 
oder  Minimum  werde. 

Hier  ist  es  offenbar  unmöglich,  der  Function  y^  auch  für 
x=^x^  einen  festen  Werth  vorzuschreiben.  Das  Problem  C)  kann 
also  nicht  als  ein  specieller  Fall  des  Problems  A^B)  aufgefasst 
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werdeu,  obgleich  es,  sobald  man  von  den  beiderseitigen  Grenz- 
bedingungen absieht,  demjenigen  besonderen  Falle  des  Problems  i4) 
entspricht,  in  welchem  sich  die  Function ^f  auf  den  Differential- 
quotienten y[  reducirt  Umgekehrt  dagegen  erkennt  man  sofort, 
dass  das  Problem  A,  B)  nur  ein  specieller  Fall  des  Problems  C) 
ist.  Man  hat  daher  nicht  das  erste,  sondern  das  letzte  Problem 
als  das  allgemeinste  Problem  der  Variationsrechnung  bei  einer 
einzigen  unabhängigen  Yariabeln  zu  betrachten. 

Dieses  allgemeinste  Problem  näher  zu  untersuchen,  und 
namentlich  die  Kriterien  des  Maximums  und  Minimums  flir  das- 
selbe aufzustellen,  ist  der  Zweck  des  vorliegenden  Aufsatzes. 

Ut. 


G.  Erdmann.     Zur  Untersuchung  der  zweiten  Variation 
einfacher  Integrale.    Schlömiich  z  xxiil.  362  379 

Damit  das  Integral 

(p{x,  y,  y')  dx 

ein  Maximum  oder  Minimum  werde,  genügt  es  nicht^  dass 
y  =  y(x^  ap  a^)  die  vollständige  Lösung  der  Differentialgleichung 

dq>    d     dq> 

dy  dx    dy' 

sei,  wo  die  Integrationsconstanten  a^,  a,   durch  die  vorgeschrie- 

benen  Grenzwerthe  zu  bestimmen  sind,  und  dass    ^  ,\  ,    inner- 

oy'  dy* 

halb  der  Integrationsgrenzen  sein  Zeichen  nicht  wechsele;  sondern 
es  muss,  wie  zuerst  Jacobi  in  seiner  berllhmteu  Abhandlung  im 
XVII.  Bande  des  Crelle'schen  J.'s  angegeben  hat  (cfr,  die  Dar- 
stellung von  Hesse  Grelle  J.  LIV.  255  art.  9) ,  noch  die  Bedin- 
gung erfüllt  werden,  dass  der  Quotient 

^       r,      V »        da, '      '^^  -  da, ) 

weder  zwischen  den  Grenzen,  noch  für  a?  =  a;,  denselben  Werth 
annehme,  wie  für  x  =  a?^.    Erstreckt  sich  das  Integral  noch  wei- 
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ter,  80  bietet  nach  Hesse  das  Princip  der  Gontinnität  wenigstens 
eine  Wahrseheinlicbkeit  dafttr,  dass  die  zweite  Variation  ihr 
Zeichen  wechseln  könne;  es  lässt  sich  dies  indessen,  wie  Herr 
Erdmann  zeigt,  anch  genauer  beweisen. 

Die  bei  der  Ableitung  dieser  vollständigen  Kriterien  ange- 
wendete Schlussweise  wird  ungültig,  (siehe  Mayer>  Beiträge  zur 
Theorie  der  Maxima  etc.  Leipzig,  Teubner  1866,  §  20  oder 
Borchardt  J.  LXIX.),  wenn  eine  der  Grössen  r,  und  r,  zwischen 
x^  und  x^  unendlich  wird;  die  Behandlung  dieses  Ausnahmefalls 
führt  den  Verfasser  zu  dem  Resultat,  dass  auch  dann  ein  Maxi- 
mum oder  Minimum  stattfindet,  wenn  r^  für  einen  zwischen 
x^  und  x^  liegenden  Werth  (x)  von  x  unendlich  wird,  gleichzeitig 
aber  r,  zwischen  x,  und  rr,  weder  verschwindet  noch  unendlich 
wird;  verschwindet  dagegen  r,  zwischen  a?^  und  {x)  oder  zwischen 
(x)  und  a?j,  so  findet  kein  Maximum  oder  Minimum  statt.  Der 
Fall,  dass  r,  in  {x)  verschwindet,  sowie  der,  dass  r,  und  r,  an 
einer  Stelle  zwischen  x^  und  x^  unendlich  wird,  bleibt  unerledigt 

Die  vorliegende  Arbeit  verfolgt  ausserdem  noch  einen  andern 
Zweck.  Fttr  den  Fall  variabler  Grenzwerthe  ist  bisher  nur  der 
Weg  angegeben  worden,  auf  dem  man  zu  den  Kriterien  des 
Maximums  und  Minimums  des  Integrals  gelangen  kann;  nach 
Herrn  Mayer  (1.  c.  §  21)  siebt  man  zunächst  die  Grenzwerthe 
als  gegeben  an,  bestimmt  den  Maximal-  oder  Minimalwerth  des 
Integrals  als  Function  der  Grenzwerthe  und  sucht  endlich  von 
dieser  Function  das  Maximum  oder  Minimum  in  Bezug  auf  die 
Grenzwerthe.  Da  der  Verfasser  Überdies  diese  Methode  ftir 
nicht  unbedingt  genau  hält,  stellt  er  fUr  diese  allgemeine  Auf- 
gabe (mit  Ausschluss  des  singul&ren  Falles,  dass  r,  und  r,  nicht 
endlich  bleiben)  explicite  Formeln  auf.  Auf  Grund  der  für  diesen 
Fall  nothwendig  werdenden  Verallgemeinerung  der  Reduetions^ 
formel  der  zweiten  Variation  werden  die  Kriterien,  die  zu  der 
obigen,  auf  den  Fall  gegebener  Grenzwerthe  bezQglichen,  hier 
noch  hinzutreten  mttssen,  zunächst  fQr  gegebene  x^^y^  und  variable 
X,  y^  (sei  es,  dass  zwischen  x^  und  y^  keine  oder  eine  Bedingungs- 
gleicbnng  besteht)  dann  flir  variable  obere  und  untere  Grenzen 
abgeleitet     Im  letztern  Falle  z.  B.  lautet  die  nothwendige  Bedin- 
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gong  flir  ein  IGnimain:   Der  Ausdruck 


+ 


^to.+  ^,V+»a-«);. 


wo  tt  =  y,^, +ya''t  ist,  mufls  positiv  sein  fllr  alle  Werthe  von 
dx^  und  dx^  und  f&r  alle  diejenigen  Werthe  von  dy^  und  dy,, 
die  verschiedenes  Zeichen  haben ,  wobei  die  in  u  vorkommen- 
den Constanten  y^  und  y^  alle  Werthe  erhalten  können,  ftlr  welche 
tf  an  einem  zwischen  x^  und  x^  gelegenen  Punkte  versehwin- 
det; femer  muss  derselbe  Ausdruck  positiv  sein  ftlr  alle  Werthe 
von  dx^  und  dx^  und  ftlr  diejenigen  Werthe  von  dy^  und  dy^y  welche 
gleiches  Zeichen  haben ,  wobei  y^  und  y^  so  zu  bestimmen  sind, 
dass  ti, :iii  ^^dy^idy^. 

Die  erhaltenen  Kriterien  werden  auf  die  Lösung  der  Auf-, 
gaben  angewendet:  Von  einem  Punkte  einer  Curve  aus  einen 
Faden  von  gegebener  Länge,  dessen  zweiter  Endpunkt  auf  der 
Curve  beweglich  ist,  so  zu  legen,  dass  der  Flächenraum,  den  er 
mit  derselben  einschliesst,  ein  Maximum  wird;  Von  einem  ge- 
gebenen Punkte  an  eine  gegebene  Curve  und  zwischen  zwei 
Curven  die  kürzeste  Linie  zu  ziehen.  T. 


M.  G.   Sabininb.    '  D^veloppements     analytiques     pour 

servir  ä  compl^ter  la  discussion   de  la  Variation  se- 

conde  des   integrales  d^finies   multiples.     Darbouz  Ball. 
ß)  n.  100.12a 

Es  handelt  sich  um  die  Discussion  der  zweiten  Variation 
eines  bestimmten  vielfachen  Integrals,  welches  unter  dem  Integral- 
zeichen ausser  den  unbekannten  Functionen  die  partiellen  Deri- 
virten  erster  Ordnung  derselben  enthält,  in  dem  bisher  noch  nicht 
erledigten  Falle,  dass  die  Variationen  der  unbekannten  Functionen, 
die  das  Integral  zu  einem  Maximum  oder  Minimum  machen,  an 
den  Integrationsgrenzen  nicht  verschwinden.  Es  werden  beide 
Theile  der  2*^"  Variation,  der  nicht  integrable  Theil  und  der, 
welcher  sich  auf  die  Integrationsgrenze  bezieht,  so  umgeformt. 


•-v. 
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dass  die  Ansdrtteke  nnter  dem  Integralzeichen  ganze  homogene 
Functionen  zweiten  Grades  von  Argumenten  sind,  die  in  linearer 
Weise  von  den  Variationen  der  unbekannten  Functionen  und 
ihren  ersten  Derivirten  abhängen.  Hr. 


F.  Minding.     Theorie  des  courbes  du  plus  petit  p^ri- 
m^tre  sur  des  surfaces  courbes.     Bnii.  st  P^terab.  xxv. 

Der  Aufsatz  enthält  Ergänzungen  zu  den  früheren  Unter- 
suchungen des  Verfassers  über  denselben  Gegenstand,  siehe 
F.  d.  M.  VIII.  p.  226.  P. 


Siebenter  Abschnitt 

Functionentheorie. 

Capitel  L 
Allgemeines. 

D.  Bi KRENS  DE  Haan.     Jets  over  de  „Theorie  des  fonc- 
tions  des  variables  imaginaires  par  M.  Marie." 

Nieuw  Arch.  IV.  95-09. 

Fortsetzang  und  Schluss  früherer  Aufsätze.    Siebe  F.  d.  M. 
IX.  p.  283.  6. 


W.  F.  Schüler.     Neue  Theorie   des  Imaginären  in  der 
Functionenrechnung  und  der  analytischen  Geometrie* 

Pr.  Freisiog. 

Nach  Ansiebt  des  Herrn  Verfassers  Hess  die  richtige  geo- 
metrische Darstellung  der  Functionen  einer  complexen  Variabein 
bisher  Manches  zu  wünseben  übrig.  „Der  Hauptgrund  zu  dieser 
Erscheinung  ist  wobl  in  dem  Umstände  zu  suchen,  dass  man  in 
der  analytischen  Geometrie  das  Imaginäre  nicht  ausreichend  zu 
interpretiren  und  zu  veranschaulichen  vermochte."  Ein  „eigen 
thtimlicb  neues  Licht''  wird  nun  fiber  die  den  Ausgangspunkt 
der  höheren  Analysis  bildenden  Functionen  verbreitet  durch  die 
von  Herrn  Schttler  gegebene  neue  geometrische  Darstellung  des 
Imaginären,  welche  in  Folgendem  besteht:    „Da  die  Gartesiscbe 
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Coordinateneb#De  durch  das  Reelle  vollständig  occupirt  ist,  so 
kann  das  Imaginäre  auf  derselben  niemals  adäquat  gegeben 
werden.^  Deshalb  werden  die  sechs  Elemente  des  complexen 
Punktes 


im  Räume,  d.  h.  die  drei  reellen  Zahlen  x,  y^  z  und  die  drei  von 
der  imaginären  Einheit  afficirten  reellen  Zahlen  ^,  17t,  ^t,  durch 
die  6  anderen 


ersetzt.  Die  drei  ersten  Zahlen  bestimmen  die  Lage  eines  Punktes 
im  Räume,  die  beiden  folgenden  eine  Richtung,  die  diesem  Punkte 
adjungirt  wird,  und  die  letzte  Zahl,  welche  allein  mit  der  ima- 
ginären Einheit  behaftet  ist,  stellt  die  Strecke  dar,  die  man  von 
dem  Punkte  xyz  auf  jener  Richtung  aufzutragen  hätte,  um  den 
durch  die  Coordinaten  X,  Y,  Z  gegebenen  imaginären  Punkt  zu 
erbalten.  Man  bewerkstelligt  diese  Darstellung  am  einfachsten, 
wenn  man  den  Punkt  xyz  als  Anfangspunkt  eines  neuen,  dem  zu 
Grunde  gelegten  parallelen  Coordinatensystems  betrachtet  und 
in  diesem  den  Punkt  mit  den  Coordinaten  ^^  construirt  Die 
Verbindungslinie  dieses  Punktes  mit  dem  Punkte  xyz  giebt  die 
Richtung,  die  dem  letzteren  Punkte  adjungirt  ist,  und  eine  Ent- 
fernung von  diesem,  behaftet  mit  dem  Goefiicienten  )/— 1,  giebt 
das  sechste  Element,  welches  die  Potenz  des  Punktes  xyz  genannt 
wird.  Inwiefern  diese  neue  Darstellung  des  Imaginären  geeignet 
sein  sollte,  ein  neues  Licht  auf  die  Fundamente  der  Functionen- 
tbeorie  zu  werfen,  ist  uns  nach  Durchsicht  der  Anwendungen, 
die  der  Herr  Verfasser  davon  machte  nicht  ersichtlich  gewesen. 
Es  genüge,  zur  Charakterisirung  der  Arbeit  folgenden  Satz  an- 
zoitlhren.  Der  Verfasser  sagt  (p.  5)  wörtlich :  ^ Wir  haben  durch 
unsere  Conception  des  Imaginären  eine  ganz  neue  und  allgemeine 
Definition  der  abgeleiteten  Function  gewonnen,  welche  von  infini- 
tesimalen Betrachtungen  ganz  frei  und  viel  allgemeiner  ist,  und 
die  Stetigkeit  der  Function  nicht  zur  Voraussetzung  hat.  Die- 
selbe lautet:  Jede  Function,  welche  Gültigkeit  besitzt  für  com- 
plexe  Werthe  des  Arguments,  so  dass  sie  in  einen  reellen  und 

PorUcbr.  d.  Math.  X.  1.  Ig 


T 
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einen  imaginären  Bestandtbeil  zerfällt,  hat  eine  abgeleitete  Fnne- 
tion.  Man  yersteht  darunter  das  Verhältniss  des  imaginären  Be- 
standtheils  der  Fonetion  zn  dem  imaginären  Bestandtheil  des 
Arguments.  Nach  unserer  Definition  der  abgeleiteten  Function 
ist  nun  auch  klar,  dass  die  Existenz  stetiger  Functionen  ohne 
Ableitung  keine  ergreifende  Thatsache  mehr  ist  Die  Ableitung 
bat  mit  der  Stetigkeit  gar  nichts  zu  thun.^  M. 


ü.  DiNi.     Fondamenti  per  la  teorica  delle  funzioni  di 
variabili  realL    Pisa. 

Das  vorliegende  Werk  giebt  die  Darstellung  der  Principien 
der  Infinitesimalrechnung  nach  streng  arithmetischer  Methode, 
wozu  den  Herrn  Verfasser  zunächst  theils  Mittheilungen  des  Herrn 
Schwarz  ttber  die  Vorlesungen  von  Weierstrass^  theils  das  Stu- 
dium der  Arbeiten  von  Hankel,  Dedekind,  G.  Gantor,  Heine  an- 
regten. Die  ersten  neun  Capitel  wurden  bereits  1875  gedruckt; 
der  übrige  Theil  seit  Anfang  1877,  nachdem  dem  Verfasser  in- 
zwischen mehrere  Arbeiten,  insbesondere  von  du  Bois-Reymond, 
Thomae,  Darboux,  die  Einschlägiges  enthalten,  bekannt  geworden 
waren.  Dadurch  hat  die  Anordnung  des  Stoffes  etwas  gelitten 
und  sind  auch  einige  Wiederholungen  nothwendig  geworden. 
Das  Werk  zeichnet  sich  durch  consequente  Anwendung  der 
strengen  Methode  aus  und  bietet  ausserdem  viel  Neues,  wovon 
in  der  folgenden  Inhaltsttbersicht  einiges  hervorgehoben  werden 
möge. 

Das  erste  Capitel  behandelt  die  Theorie  der  irrationalen 
Zahlen  nach  Dedekind,  das  zweite  die  Theorie  der  von  G.  Cantor 
eingeftlhrten  unendlichen  Punktmengen,  das  dritte  den  exacten 
Begriff  des  Grenzwerthes.  (Denselben  scheint  zuerst  B.  Bolzano 
angewandt  zu  haben;  vgl.  z.  B.  dessen:  Rein  analytischer  Beweis 
des  Lehrsatzes  u.  s.  w.  Prag  1817  p.  32  ff.).  Dann  geht  der  Yer- 
fosser  ttber  zum  Begriffe  der  Function  einer  reellen  Veränder- 
lichen, erklärt  die  Stetigkeit  und  die  Unstetigkeiten  derselben, 
wobei  eine  genaue  Definition  des  Sprunges  einer  unstetigen  Func- 
tion in  einem  gegebenen  Paukte  au%estellt  wird.    Nachdem  er 
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im  fboften  Capitel  die  EigenBchaften  der  stetigen  Fanetionen  eot- 
wickelt  hat,  wendet  er  sich  za  den  unendlieh  oft  unstetigen 
Fonotionen,  welche  nach  Hankel  (?ergl.  F.  d.  M.  11.,  p.  190) 
in  pnnktirt-  und  total  -  unstetige  zerfallen.  Die  nothwendige 
nad  hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  eine  in  dem  Intervalle 
(o,  6)  definirte  Function  zur  ersteren  Klasse  gehöre,  ist,  dass  in 
jedem  Theile  dieses  Intenralles  ein  anderes  vorhanden  sei,  in 
welchem  die  Sprünge  durchaus  kleiüer  seien,  als  irgend  eine 
gegebene  Zahl.  Daher  gehören  zu  dieser  Klasse  alle  endlichen 
Functionen  von  der  Art,  dass  in  jedem  Theile  des  Intenralles 
(o,  b)  Punkte  w  vorhanden  sind,  für  welche  Grenzwerthe  f(a;— 0) 
und  fC^+0)  existiren. 

Das  siebente  Capitel  beschäftigt  sich  mit  den  Ableitungen 
der  Functionen,  das  achte  mit  den  unendlichen  Beihen.  Der 
Verfasser  ftihrt  den  Begriff  der  einfachen  Convergenz  im  glei- 
chen Grade  ein  und  beweist  einige  bisher  nicht  bekannte  Sätze 
Aber  Beihen,  deren  Glieder  von  einer  Veränderlichen  abhängen. 
2.  B.:  Sind  die  Glieder  und  die  Summe  der  unendlichen  Beihe 
SUn  positiv  und  stetige  Functionen  von  x  im  ganzen  Intervalle 
(o,  b),  80  convergirt  die  Beihe  im  genannten  Intervalle  gleich- 
mäsmg. 

Im  neunten  Capitel  wird  Hankers  Princip  der  Condensation 
der  Singularitäten  begründet,  im  zehnten  eine  Klasse  von  steti- 
gen Functionen  aufgestellt,  welche  in  keinem  Punkte  eine  be- 
stimmte und  endliche  Ableitung  besitzen  und  wovon  Weierstrass' 
bekannte  Function  ein  specieller  Fall  ist  (vergl.  F.  d.  M.  IX. 
p.  302).  Das  elfte  Capitel  enthält  Untersuchungen  ttber  die  ste- 
tigen Functionen,  insbesondere  mit  Bück  siebt  auf  die  Existenz 
d^  Ableitung.  Bezeichnet  man  die  beiden  Unbestimmtheits- 
Qrenzen  des  Quotienten  \f((t+h) — fx\:h  ftir  lim.  h=  +0  mit 
^gj  iU«  die  ftlr  lim.  A  =  —  o  mit  ^«,  X'gj  so  lässt  sich  zeigen, 
dass  diese  vier  Functionen,  während  x  das  ganze  Intervall  (a,  fr) 
durchläuft,  dieselbe  obere  (^)  und  dieselbe  untere  Grenze  (X) 
besitzen,  zwischen  welchen  sich  auch  alle  Werthe  des  genannten 
Quotienten  selbst  banden,  wenn  für  x  und  x  +  h  irgend  zwei 
Wertbe  des  Intervalles  (o,  fr)  gesetzt  werden.    Es  zerfallen  nun 

18» 
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die  im  Intervalle  (o,  fr)  stetigen  Functionen  f(x)  in  zwei  Klassen, 
je   nachdem   mindestens    eine   der   Siahlen   ^i,  l  endlich   oder 
^=4-00,  X  =  — cx>  ist.    Die  Fonetionen  der  ersten  Art  lassen 
sich  durch  Hinzuffigung  eines  linearen  Ausdruekes  fix^+  p  auf 
solche  zurdckfbhren ,  die  im  Intenralle  (o,  fr)  beständig  entweder 
zu-  oder  abnehmen;  während  f&r  die  Functionen   der   zweiten 
Art  ein  solcher  Ausdruck  nicht  existirt,  wesswegen  sie  ^oscillanti 
irreducibili^  heissen.    Wenn  ausserdem  eine  Function  erster  Art 
im  Interyalle  (a,  fr)  nicht  unendlich  viele  Maxima  und  Minima 
hat  (oder  wenigstens  unter  den  Functionen  f(x)+fiX'\'p  nur  eine 
endliche  Anzahl  mit  unendlich  vielen  Maxima  und  Minima  be- 
haftet ist),  so  existirt  in  unendlich  vielen  Punkten  eines  jeden 
Theiles  des  gegebenen  Intervalles  eine  Ableitung  und  zwar  von 
endlichem  Werthe.     Bestimmter  lautet  der  folgende  Satz:  ^Da- 
mit eine  stetige  Function  f(x)  in  einem  Punkte  x^  eine  Ableitung 
nach  rechts  (d^^)  besitze,  ist  nothwendig  und  hinreichend,   dass 
unter  den  Functionen  fOxO  +  f^-i-^  höchstens  eine  sei,  welche, 
auf  der  rechten  Seite  des  Punktes  x^  betrachtet,  in  diesem  lenkte 
weder  zu-  noch  abnimmt^.     Diese  Forderung  ist  immer  erftlllt, 
wenn  uuter  allen  Functionen  f{x)  +  fix-^-p  keine  oder  doch  nur 
eine  endliche  Anzahl  solcher  sich    befindet,    welche  in  jedem 
Intervalle  (x^  ,x^  +  e),  e  >  0,  unendlich   viele  Maxima  und  Mi- 
nima besitzen.    Nimmt  man  aber  noch  weiter  an,  dass  in  allen 
Punkten  des  Intervalles  (x^j  x^  -f  e)  Ableitungen  nach  rechts  d^ 
existiren ,  so  hat  d«  fOr  lim.  x  =  x^-^-O  den  Grenzwerth  d^  und 
da  in  einem  Punkte,  in  dessen  Umgebung  nach  rechts,  wie  klein 
sie  auch  sei,  die  Function  unendlich  viele  Maxima  und  Minima 
besitzt,  die  Ableitung  verschwinden  muss,  wenn  der  eben  erwähnte 
Grenzwerth  von  d^  vorhanden  ist,  so  kann  unter  den  Functionen 
f{x)-{'fix-\'V  höchstens  nur  eine  sich  befinden,  welche  in  jedem 
Intervalle  (x^.x^-^-e)  unendlich  viele  Maxima  und  Minima  hat, 
nämlich  diejenige,  für  welche  /u  =  —  d^,  so  dass  die  Zahl  d^^  endlieh 
sein  muss.  Sind  endlich  in  allen  Punkten  des  Intervalles  (x^,  ^o+«) 
mit  Ausschluss  von  x^  Ableitungen  nach  links  if«  vorhanden,  so 
hat  auch  d'«  flir  lim.  a;  =  -f  0  den  Grenzwerth  4«^.    Fasst  man 
^les  dieses  zusammen,   so  folgt  der  Satz:  „Ist  f(x)  im  ganzen 
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Intervalle  (a,  fr)  stetig,  und  hat  von  den  FaDCtionen  f{it)+fiX'\'V 
höebstens  nnr  je  eine  in  jeder  Umgebung  anf  einer  der  beiden 
Seiten  eines  beliebigen  Punktes  x  des  lutervalles  unendlich  viele 
Manma  und  Minima,  so  bat  f(x)  in  jedem  Punkte  x  Ableitungen 
nach  reehts  und  nach  links  d«,  if«.    Dabei  ist  durchaus 

Die  zweite  Hälfte  des  Buches  ist  der  Theorie  der  bestimmten 
Integrale  gewidmet.  HankeVs  Bedingung  der  Integrabilität  einer 
endlichen  Function  (l.  c),  innerhalb  des  Integrationsintervalles 
punktirt-unstetig  zu  sein,  hält  der  Verfasser  mit  Recht  nur  ftlr 
nothwendig,  nicht  aber  fttr  hinreichend.  Ausser  denjenigen  Func- 
tionen, die  schon  Riemanu  und  Darboux  (vergl.  F.  d.  M.  VII. 
p.  245)  als  integrabel  erkannten,  sind  es  ferner  alle  endlichen 
Functionen  von  der  Art,  dass  in  allen  Punkten  x  des  Integra- 
tionsintervalles (mit  Ausnahme  eines  unendlichen  Punktsystemes 
von  f^^'  Ordnung)  mindestens  Grenzwerthe  von  f{x)  auf  einer 
und  derselben  Seite  von  x  (d.  i.  alle  f{x—0)  oder  alle  f(x+0)) 
exjstiren. 

Auf  die  Untersuchung  über  die  Integrabilität  von  endlichen 
Functionen  folgt  eine  genaue  Darstellung  der  Haupteigenschaften 
der  Integrale  solcher  Functionen.  Es  wird  u.  A.  gezeigt,  dass 
der  Werth  des  Integrales  dadurch  nicht  geändert  wird,  dass  die 
Wertbe  der  Function  in  den  Punkten  eines  unendlichen  Systemes 
von  y'^  Ordnung  abgeändert  werden.    Der  Satz 

\(te=F(6)-l^a) 


/ 


besteht,  wenn  die  stetige  Function  F(x)  im  Intervalle  (a,  b)  nach 
der  rechten  Seite  die  Ableitung  d^  besitzt,  welche  eine  inte- 
grable  Function  ist.  Hat  sie  auch  eine  Ableitung  nach  der 
linken  Seite  d'«,  so  ist  auch  diese  Function  integrabel,  und 
man  hat 

dj.,dx  =   /    (Px.dx, 

a  a 

Ebenso  sorgfältig  durchgeführt  ist  die  Untersuchung  solcher 
Integrale,  die  zunächst  als  Grenzwerthe  von  Integralen  endlicher 
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Functionen  über  endliehe  Inteiralle  enehdnen;  aei  es,  dase  die 
Fnnetion  aufhört  in  dem  Intervalle  endlioh  m  sein  od^  dass 
dieses  selbst  unendlieh  ist  Im  letzteren  Falle  Usst  sich  das 
Integral  andi  als  Grenzwerth  der  Summe  einer  nnendlidien  Reihe 
definiren : 


/ 


f(x)dx  =  Um.  £,d,f{x,) 

^,  =  0    1 


wenn  das  zweite  Glied  der  Gleichung  einen  bestimmten  endlichen 
Werth  hat 

Am  Schlüsse  des  Werkes  sind  noch  erOrtert  die  partielle 
Integration,  die  Substitution  der  Integrationsveränderlichen,  die 
Integration     unendlicher    Reihen     und     die    Grenzwerthe    von 

h 

f(xj  l)dx  in  Bezug  auf  L    In  den  beiden   ersten  Capiteln 


/ 


spielen  wieder  die  Unbestimmtheitsgrenzen  yt,,  l^  etc.  eine  wichtige 
Rolle;  für  das  letzte  ist  wesentlich  der  Begriff  der  gleichmftssigen 
Convergenz  von  f(xy  k)  gegen  den  Grenzwerth  lim.  f(x,  l)  fftr 
lim.  l  =  i,+a  St 


\ 


J.  THr)MAE.     Sätze  aus  der  Functionentheorie.  Gott  Nachr. 

1878.  466-468. 

Herr  G.  Cantor  hat  in  den  ^Beiträgen  zur  Mannigfaltigkeits- 
lehre" (Borchardt  J.  LXXXIV.  siehe  F.  d.  M.  IX.  379)  gezeigt, 
wie  man  eine  stetige  lineare  Mannigfaltigkeit  von  n  Dimensionen 
einander  eindeutig  zuordnen  kann,  wenn  der  Correspondenz  die 
Bedingung  nicht  auferlegt  wird,  eine  stetige  zu  sein.  Der  um- 
gekehrte, fdr  m  =  1,  n>  l  evidente  Satz,  dass  man  zwei  solche 
Mannigfaltigkeiten  einander  in  stetige  Correspondenz  nicht  ein- 
deutig zuordnen  kann,  ist  von  Herrn  Lttroth  (Erl.  Ber.  1878)  für 
den  Fall  m  =  2  bewiesen.  Im  Vorliegenden  zeigt  Herr  Thomae, 
wie  der  Beweis  des  allgemeinen  Satzes,  unter  Voraussetzung  eines 
Satzes  aus  der  analysis  situs,  ohne  Schwierigkeit  gef&hrt  werden 
könne.  M. 
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G.  Darboux.  Memoire  sur  I'approximation  des  fon^tioiis 
de  tr^^grands  nombres,  et  sur  une  classe  dtendue 
de  ddveloppements  en  s^rie.  Liouviile  J.  (3)  iv.  5-67,  377-417. 
Nach  den  Resultaten  Dirichlet's  lässt  sich  jede  Function  yon 
der  Natur  derjenigen,  die  gewöhnlich  in  der  Analysis  angewen- 
det werden,  in  eine  trigonometrische  Reihe  entwickeln,  sobald  sie 
endlich  bleibt  oder  sobald  sie,  fUr  eine  oder  mehrere  Veränder- 
liche, unendlich  wird  von  einer  Ordnung,  die  kleiner  als  1,  so 
dass  ihr  Integral  endlich  bleibt  Seit  Dirichlet's  bertlhmter  Ab- 
handlung hat  man  die  Frage  nach  der  Orösse  der  Glieder  der 
Reihe,  aus  der  man  früher  die  Berechtigung  der  Entwickelbarkeit 
in  eine  trigonometrische  Reihe  ausschliesslich  folgerte,  wieder 
ein  wenig  vernachlässigt  In  der  vorliegenden  Abhandlung  stellt 
nun  Herr  Darboux  zunächst  genaue  Kennzeichen  fttr  die  Ordnung 
der  Grösse  der  Glieder  einer  trigonometrischen  Reihe  auf  und 
wendet  dann  die  erhaltenen  Resultate  auf  das  Studium  einer 
wichtigen  Frage  an,  die  sich  Laplace  in  seinem  „Caicul  des  pro- 
babilitto^  gestellt,  und  für  welche  er  eine  berühmte  Methode  ge- 
geben bat:  nämlich  die  Frage  nach  dem  Näherungswerthe  der 
Functionen  sehr  grosser  2iahlen,  wie  man  sie  bei  der  Wahr- 
scheinlichkeitsrechnung und  in  der  Mechanik  des  Himmels  an- 
trifft. Die  Mehrzahl  der  Functionen  von  sehr  grossen  Zahlen 
treten  als  Coefficienten  der  Potenzen  von  x  in  der  Reihe 

auC  Aber  es  genügt,  in  solchen  Reihen  das  x  durch  R&^  zu  er- 
setzen und  w  als  einzige  Variable  anzusehen,  um  eine  trigono- 
metrische Reihe  zu  erhalten;  und  nun  handelt  es  sich  um  die 
angenäherte  Bestimmung  der  Coefficienten  einer  solchen  Reihe. 
Unter  den  Anwendungen,  welche  Herr  Darboux  von  seiner  Me- 
thode macht,  sind  folgende  hervorzuheben :  1)  die  näherungsweise 
Bestimmung  der  Legendre'schen  Polynome;  2)  die  Annäherung 
der  «•*"  Ableitungen  von  (1— a?')-«,  (l+a?*)-«,    und  allgemein 

von  (üJ— ö,)"',  ...(a;— Op)"'',  wo  die  a,,...ap  ganz  beliebig  sind; 
3)  wird  bei  der  Auswerthung  des  Integrals 
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das  Bestütat  von  Laplace  auf  den  Fall  ausgedehnt,  wo  die  Func- 
tionen f  und  q>j  ebenso  wie  auch  die  Grenzen  des  Integrals  ima- 
ginär sind;  4)  die  Annäherung  des  allgemeinen  Gliedes  der  Reihe 
von  Lagrange 

5)  die  nähemngsweise  Bestimmung  derjenigen  Polynome,  die 
aus  der  hypergeometrischen  Reihe  entstehen  und  von  Jacobi  und 
Tchäbychef  studirt  worden  sind.  Kit  Hülfe  des  letzten  Resul- 
tates löst  der  Herr  Verfasser  folgende  Frage:  Es  lassen  sich  die 
Polynome  der  hypergeometrischen  Reihe  in  den  Reihen-Entwicke- 
lungen  anwenden;  man  kann  eine  Function  durch  eine  Reihe  dar- 
stellen, die  aus  diesen,  den  Legendre'schen  Polynomen  ganz  und 
gar  ähnlichen  zusammengesetzt  ist;  ist  diese  Reihe  convergent  und 
stellt  sie  diese  Function  wirklich  dar?  Die  Behandlung  dieser 
Frage  führt  zu  neuen  Resultaten  für  die  Theorie  der  trigonome- 
trischen Reihen.  M. 


G.  Macher.     Zur  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichung 'J[  3^  =^  0. 

Halle.   Nebert 

Bezeichnet  S  das  Gebiet  aller  Werthsysteme  der  Variablen 
x^  x^.,  .Xnj  welche  der  Relation  2  xl:^R^  genügen,  und  O  die 
Begrenzung  des  Gebietes  S,  so  dass  0  die  Totalität  aller  Werth- 

t—n 

Systeme  bedeutet,  ftir  welche  ^  o?;  =  A*  ist,  so  wird  folgender 

Satz  bewiesen: 

Eis  giebt  immer  eine  und  nur  eine  reelle  Function  u  der 
n  Veränderlichen  x^.^.Xn^  die  für  das  ganze  Gebiet  S,  einschliess- 
lich dessen  Begrenzung,  einwerthig  und  stetig  ist  und  fllr  die 
Begrenzung  vollständig  mit  einer  für  dieselbe  willkürlich  ange- 
nommenen allenthalben  stetigen  Function  übereinstimmt.  Ferner 
sind  die  ersten  und  zweiten  partiellen  Ableitungen  der  Function  u 
für  das  Innere  dieses  Gebietes  einwerthig  und  stetig,   und  die 


\ 
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zweiten    partiellen    Derivirten    genügen    ausserdem    noch    der 
Gleichnng 

Nach  Analogie  der  Polarcoordinaten  in  der  Ebene  und  im 
Raame  werden  die  Variabein  x^  ...Xn  in  der  Form  dargestellt: 

X,  =  r  cosg), ,     o;«  =  r(    iZ    sing),.)  cos 9«,     Xn  =  r    17    sin  q>pf 

X  ^  2|  3  • .  •  M —  1| 

wo 

O^r^ß    und    ^i . . .  y«-? 

im  Intervalle  von  0  bis  n,  q>n-t  im  Intervalle  von  0  bis  2n  sich 
bewegen.    Das  Element  dS  des  Gebietes  S  wird  alsdann 

dS=  n  dxy  =  r^''^(    n   Bin'''''-^g>rdq>y)dq>n-idr 


dO=.R''''\    n    sin''-''''^  q>ldg>y)d(p'n-v 


und  das  Grenzelement  dO 

p=n—2 

n 

»'=1 

(A,  9>',  .. .  9>l-i  der  Modul  und  die  Argumente  der  Grenzpunkte). 
Definirt  man  endlich  die  Grösse  ^  durch  die  Gleichung 

cos^  =  cos9,cosy;  +  '^^  (cosy^^-icosyl^^j  Ji  sm(pkB\n(p'j) 

-\-'^ln~  8iny,.8in<ip;,, 
so  lautet  die  Darstellung  der  Function  u 


U(X,...  Xn)   =  ;j—  J 


u'(R^-^r')dO 


2n  ^  R(R^  —  2Rr  cos  *  +  r')  ^ 

wo  if'  die  willkürlich  anzunehmende  Function  auf  der  Begren- 
zung 0  des  Gebietes  S  bezeichnet,  und  die  (n— ])fache  Integra- 
tion sich  über  die  ganze  Begrenzung  0  erstreckt. 

Für  n  =  2  und  n  =  3  geht  diese  Darstellung  in  die  bekann- 
ten Formeln  über,  durch  welche  eine  Function  innerhalb  eines 
Kreises  oder  einer  Kugel  dargestellt  wird,  wenn  sie  resp.  den 
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Gleicbangen 

genttgen  und  am  Rande  des  Kreises  oder  an  der  Oberfläche  der 
Kugel  mit  einer  daselbst  willkttrlieh  angenommenen  Function 
übereinstimmen  soll.  Br. 


K.  Weikrstrass.    Zur  Theorie  der  eindeutigen  analyti- 
schen   Functionen.    Berl.  Abb.  1876.  11-60. 

Lässt  sich  eine  eindeutige  Function  f(a:)  ftlr  alle  x^  woftlr 
der  absolute  Betrag  (x— a)  kleiner  als  ein  gewisser  Grenzwerth 
ist,  in  eine  Reihe  von  der  Form 

entwickeln,  so  sagt  man,  die  Function  verhält  sich  in  der  Um- 
gebung der  Stelle  a  „regulär^ ;  jede  Stelle  a'  aber,  in  deren  Um- 
gebung sich  fix)  nicht  regulär  verhält,  heisst  eine  „singulare^ 
Stelle,  und  zwar  eine  ^ausserwesentliche  singulare^  Stelle,  wenn 
man  f(x)  durch  Multiplication  mit  einer  ganzen  Potenz  von  {x — a^) 
zu  einer  sich  regulär  verhaltenden  Function  machen  kann,  eine 
„wesentliche  singulare^  Stelle  aber,  wenn  dies  nicht  mOglieh  ist 
Die  charakteristische  Eigenthttmlichkeit  der  rationalen  eindeutigen 
Functionen  einer  Veränderlichen  besteht  darin,  dass  es  ftar  sie 
nur  ausserwesentliche  singulare  Stellen  giebt  Als  diesen  ratio- 
nalen Functionen  am  nächsten  stehend  wird  man  diejenigen  ein- 
deutigen Functionen  anzusehen  haben,  welche  eine  endliche  An- 
zahl wesentlicher  singulärer  Stellen  haben;  und  alle  diejenigen 
eindeutigen  Functionen,  bei  denen  die  Anzahl  solcher  wesent- 
licher singulärer  Stellen  dieselbe  ist,  gehören  Einer  Gattung  an. 
Nun  lässt  sich  jede  eindeutige  Function  ohne  wesentliche  singu- 
lare Stellen  als  Quotient  zweier  ganzen  rationalen  Functionen 
darstellen.  Eine  analoge  Abhängigkeit  des  Functionswerthee  von 
dem  Werthe  der  Veränderlichen  auch  fttr  die  eindeutigen  Func- 
tionen mit  einer  endlichen  Anzahl  wesentlicher  singulärer  Stellen 
zu  ermitteln:  das  ist  die  Aufgabe,  welche  Herr  Weierstraas  in 
der  vorliegenden  Abhandlung  vollständig  gelöst  hat  —  Hat  eine 


^ 
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eindeatige  Function  für  das  ganze  (Gebiet  der  Veränderlichen 
nur  Eine  Stelle,  in  deren  Umgebung  sie  nicht  regulär  ist,  und 
liegt  diese  Stelle  im  Unendlichen,  so  lässt  die  Function  sich  in 
der  Form 

darstellen,  und  umgekehrt  ist  jede  solche  Reihe,  die  fUr  jeden 
endlichen  WerUi  ?on  x  conyergirt,  der  Ausdruck  einer  eindeuti- 
gen Function  von  m  mit  nur  einer  singulären  Stelle  oo.  Eine 
solche  Function  G(x)  beisst  eine  ganze  Function;  .rational  ist  sie, 
wenn  die  Stelle  oo  eine  ausserwesentlicbe  singulare,  transcendent, 
wenn  die  Stelle  cx>  eine  wesentliche  singulare  Stelle  ist  Unter 
denjenigen  Werthen  Xy  die  absolut  genommen,  eine  willkttrlich 
angenommene  Grenze  nicht  Übersteigen,  giebt  es  stets  nur  eine 
endliche  Anzahl,  fttr  welche  eine  ganze  Function  gleich  Null  ist 
Hierbei  ist  zu  bemerken,  dass  jeder  Werth,  f&r  den  ausser  der 
Function  auch  die  Ou— 1)  ersten  Ableitungen  verschwinden,  /umal 
SU  zählen  ist.  Bildet  man  nun  aus  den  Werthen  von  x.  fttr 
die  eine  eindeutige  ganze  Function  verschwindet,  eine  Reihe 
a,,  o^,  a, . . .  der  Art,  dass  1)  jeder  Werth  so  oft  vorkommt,  als 
er  nach  der  eben  gemachten  Festsetzung  zu  zählen  ist,  2)  f&r  je 
2  aufeinanderfolgende  Glieder 

l«»+i|^|a*l 
ist,   8)  im  Falle  die  Reihe  nicht  abbricht, 

Lim|a»|  =  co, 


so  möge  diese  Reihe  a^,  n,,  a, . . .  die  Reibe  der  „Null-Stellen^ 
heissen.  Alle  ganzen  Functionen,  welche  dieselben  Null-Stellen 
haben,  wie  eine  gegebene  Function  G{x)j  sind  enthalten  in  dem 
Ausdruck 

wo  G{x)  eine  willkttrlich  anzunehmende  ganze  Function  bedeutet 
Femer  existirt  wirklich  stets  eine  Function  G(x),  ftir  welche  eine 
gegebene  Reihe  bestimmter  Grössen  a,,  a,,  a, . . .  von  der  eben 
angegebenen  Beschaffenheit  in  dem  festgestellten  Sinne  die  Reihe 
der  Null-Stellen  bildet  Dieser  Satz  wird  hier  zum  ersten  Male 
in  befriedigender  Weise  bewiesen  und  damit  eine  wesentliche 
Lücke  in  der  Theorie  der  ganzen  transcendenten  Functionen  aus- 


w 


. 


1 1' 


ti 


V  X— f  , 


te 


Fafl 


c  = 


vaxhaL 


(1)    i:«/   '    y, 


{•D 


ne. 


I       \ 


M^eBtdU 


«n-rx 


wo  l(*(;rj  d»e  nüttutk  Vutuüt/a  bedeakl,  ««Me  mt  aa  den 
wefeuHiebeo  «JoguUreo  Ktelleo  Null  usd  ^yfirfc  gros  wird. 
C.  Jede  eiodeatige  Funetioo  vou  x,  welche  ■  ■twilrhr  ängo- 
läre  Stellen  (e, . . .  c.)  nod  atmer  iietea  nodi  befiefc^  viele  (aoeb 
onendlicb  riele)  auMerwetMuUebe  bat,  kam  ia  jeier  der  bdden 
nacbtteheodeD  Formeo: 


(0 


(2) 


•Ä*(ar) 


aufgedrückt  werden,  und  zwar  dergestalt,  dass  iSUer  md  Nenner 
fttr  keinen  Wertb  von  x  beide  verschwinden«  Umgekehrt  stellt, 
wenn  die  Functionen  a^^...G2n  willkürlich  angenommen  werden, 
s^'ifir  dieser  Ausdrücke  eine  eindeutige  Function  von  x  dar,  welche 
^gemeinen  n,  in  speciellen  Fällen  auch  weniger  als  n  wesent- 
singulare  Stellen  bat,  wobei  die  Anzahl  der  ausserwesent- 
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liehen  singalären  Stellen,  an  denen  die  Fanetion  unendlich  wird, 
unbeschränkt  ist  M. 


S.  PiNCHERLE.     Relazioni   fra  i  coef&cienti   e   le  radici 
di  una  funzione  intera  trascendente.    Rend.  ist.  Lomb.  (2) 

XI.  391-398. 

Eine  ganze  transcendente  Function  ist  eine  solche,  welche 
fOr  alle  endlichen  Werthe  der  Veränderlichen  eindeutig,  endlich 
ond  stetig  ist;  sie  lässt  sich  nach  ganzen  positiven  Potenzen  der 
complexen  Veränderlichen  in  eine  beständig  convergente  Reihe 
entwickeln.  Unter  Wurzeln  oder  Nullstellen  einer  solchen  Func- 
tion werden  die  endlichen  Werthe  der  Veränderlichen  verstanden, 
für  welche  die  Function  Null  wird.  Nun  lässt  sich,  nach  Weier- 
strass  (siehe  das  vorige  Referat)  jede  ganze  Function  mit  einer 
endlichen  oder  unendlichen  Zahl  von  Nullstellen  als  Product  von 
Functionen  derselben  Gattung,  deren  jede  nur  eine  Nullstelle  hat, 
darstellen.  Da  diese  Darstellung  analog  ist  der  Zerlegung  einer 
ganzen  rationalen  Function  in  lineare  Factoren,  so  kann  man 
die  Frage  auf  werfen,  ob  solche,  den  bekannten  Relationen  zwi- 
schen den  Wurzeln  und  den  Coefificienten  rationaler  Functionen 
analoge  Beziehungen  auch  für  die  ganzen  transcendenten  Func. 
tionen  gelten.  Diese  Frage  wird  im  Vorliegenden  beantwortet. 
Die  ganze  Function  habe  die  Form 

und  ihre  Nullstellen  a^y  a^j...ap, ..  seien  folgenden  Bedingungen 
unterworfen:    1)  seien  die  On  von  Null  verschieden,  ihre  Anzahl 

sei  unendlich;   2)  sei  |a,|^|a„+i|,  und  lim  —  =  0;    3)  sei  für 

OD  ]  ^1 

jede  ganze  Zahl  /u  2!  -j^  unbedingt  convergent,   und     2!  — x  i 

WO  A>/u-]-l,  auch  unbedingt  convergent    Die  allgemeine  Form 
von  f{x)  ist 


VILAbsebütt.    PBKtioMatk«ori«. 

Ber   b^nchtet  weiter  die   GleiehangeD   (1)   falls 
«=— -sc,  6=-j-5o, 


netioneD  (7,,  bereits  von  Hennite  ODteraacfat,  ge- 
er  Hnearen  Differentüügleiehaiig  iweiter  Ordnung, 
ifkllfl  das  allfemeine  Integral  nnfgestellt  wird. 
femer  die  LOBongen  der  Gleichungen 

A-     J    ^T).di:  =  g,....     J     j^q(x)dx=g^ 

9m9f-9'  gegebene  Zahlen  beseichnen.  Dabei 
derselben  zo  kennen,  indem  sich  daraas  die  Qbri- 
oßignng  des  Aosdrackee  (I)  ergebeo. 

St 


ETUOND.     Notiz  ttber  Convergenz  von  In- 
t  nicht  verschwindendeni  Argament 
an.  251-2&1. 

solcher  conrergenten  Integrale  Ober  ein  unend- 
deren  Argument  beetftndig  positiv  ist  ond  sehlieas- 
limmt,  die  grösser  als  jede  beliebige  Zahl  sind. 


,  Bbtti.    Relazione  sa  di :  „Nnove  ricercbe 
ii  Fourier"  di  G.  Ascoli.    Aui  R.  a.  d.  Line  (3) 


ne  der  in  der  Uebersebrift  genannten  Arbeit  von 
B.  E. 


Zur  Theorie  der  Fiioctionalgleichungen. 
lak.  MAtb   SBDiml.  IX. 

P. 


"-\; 
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J,  L.  W.  V.  Jensen.    Om  Fundamentalligningers  Oplös- 
ning  ved  elementare  Midier.  Zenthen  Tidsskr.  (4)  ii.  149-155. 

Verschiedeiie  Beispiele  der  Anflösung  von  Functionalgleichan- 
gen  dareh  elementare  Operationen,  insbesondere  dnrch  Rednction 
anf  Gleichungen,  deren  Lösungen  bekannt  sind.  Om. 


GouRiER.     Sur  r^quation  de  Kepler.    Ann.  de  i'fic.  N.  (2) 

Vn.  73-76. 

Nach  den  Andeutungen  des  Herrn  Hennite  wird  eine  wichtige 
Eigenschaft  der  Wurzeln  der  Gleichung 

f(z)  =  »— a  — £sini5  =  0, 

wo  0<a<,n  und  E  eine  positive  «Constante  <1  ist,  erwiesen. 
Theilt  man  nämlich  die  Ebene  der  is-Werthe  durch  Parallel- 
streifen zur  y-Axe  im  Abstände  n  von  einander,  und  bezeichnet 
die  in  dem  (2fc+  1)**"  Streifen  auf  der  Seite  der  positiven  w  ge- 
legenen beiden  Wurzeln  mit  x+yi,  so  ist  ittr  grosse  Werthe  von  k 

der  Werth  von  x  nahezu  gleich  2kn  +  -^ ,  und  der  von  y  gleich 

M. 

K.  ScHWERiNG,  üeber  die  Wurzeln  der  Gleichung  y'  =  a?. 

Schlömich  Z.  XXHI.  339-343. 

Die  Untersuchung  der  unbestimmten  Gleichung  y«  =  a^  kommt 
anf  die  Frage  zurück,  ob  die  Gleichung 

logg         . 

X  ' 

wo  A  irgend  einen  gegebenen  Werth  bedeutet,  Auflösungen  hat. 
Setzt  man 

wo  q\a^ip^a  reell,  so  führt  die  Untersuchung  der  Schnittpunkte 
der  beiden  Polarcurven 

log^  =  o^  cos(a-l-g)),    (p  =  OQ  sin(o-f9>) 
zu  dem  Resultat,  dass  die  vorgelegte  Gleichung  in  jedem  Falle 

Fortsohr.  d.  Math.  X.  1.*  19 
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doreli   nuMähhg   Tide  eonplexe  Werthe  tob  x  löeinr  isl,  und 
dass  nuui  f&r  groMe  WerAe  des  q  den  Winkel  ^  ia  der  Nähe 

des  Wertkes  ^2mn  +  -^ —  ^>  (^^  ^  gmanahfig),  mnfkoimcben 

hat      Irgend  ein    derartiges  Werthepaar  x  giebt  eine    Lösung 
der  Torgelegten  Gleiehnng.  IL 


A.  Cayley.    On  a  fanctional  eqoation.    Qwrt  J.  xv.  315-325. 
Der  Herr  Verfasser  findet  für  die  Fonetionalgleiehang 

worin 

ax-^-b 


X.    = 


cx'\-d 
ist,  die  Ldflong 


.  _  ^         y(a~-i0'  +  4tc.(iil>— gQ     /••    8ing<.8iniyl.rf< 
VK^)-  f.^+  (XdC^cD)  J        sin^.sinhfrl    ' 

wo  ^  eine  Constante,   f,i}  aber  eomplicirte  logarithmische  Fanc- 
tionen  von  x,  und  sinh^il  den  hyperbolischen  Sinns 

bezeichnen.     $,  37,  ^  hängen  von  den  Grössen  a,  6,  c,  d,  C,  D  ab. 

Diese  Lösung  ist  eine  particuläre;   bezeichnen  wir  sie  mit  (^»x), 

so  ist  die  allgemeine  Lösung 

g)j?  =  <3!)x  +  (9>^)> 
und  wir  haben 

<to--0r,  =  0. 

Die  hier  fttr  die  n''  Wiederholung  von  ^x  =  — ^-j   gegebene 
neue  Formel 

wo 

,  ,    1  o»4-d'+26c 


l  ad-bc       ' 

bat,  wie  am  Schlug«  gezeigt  wird,  sehr  interessante  Eigenschaften. 

M. 


^^. 
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A.  Cayley.     Note  on  the  function 

Quart.  J.  XV.  338-340. 

Für  die  allgemeine  Function  ersten  Grades 

(siebe  das  vorstehende  Referat)  wird  die  n*^  Function  von  der 
Form: 

wo 

^  X   "       ad-ßy       ' 
Wendet  man  diese  Formel  auf  die  Function 

an,  welche  in  dem  Problem  der  Vertheilung  der  Elektricität  auf 
2  Kugeln  auftritt,  und  versteht  unter  a,  b,  c  die  Seiten  und  unter 
A^  By  C  die  Winkel  eines  Dreiecks,  so  wird 

__    g*  .sinitC— ga?  sin(fiC4-  B) 
"     a .  sin(itC— B)  —  a?  sin  nC 

Der  specielle  Fall  a;  =  0  ist  in  den  Senate-House  Problems, 
Jannary  14,  1878  gegeben.  M. 


H.  W.  L.  Tanner.     Note  on  the  calculus  of  funetions. 

Messenger  (2)  VII.  156-157. 

Der  Verfasser  macht  die  Bemerkung,  dass  man  bei  der 
Lösung  von  Functionalgleichungen  die  willkürlichen  Constanten 
durch  Operationssymbole  ersetzen  kann.  Beispielsweise  kann 
man  in  der  Lösung 

q){x)  =  Clogo; 

der  Functionalgleichung 

19* 


1 


t 
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die  Constante  C  ersetzen  durch  das  Symbol  e  -^-- ,  so  dass 
eine  Losung  ergiebt  61r.  (M.) 


Morel,  Evans,  Townsend,  McKenzie  a.  o.     Solutions 

of  a  question   (5569).    Edac.  Times  XXIX.  41^2. 

Lösungen  der  Functionalgleichung 


G.  Lemotne.     Sul  valore  medio  geometrico  delle  fan- 
zioni  d'una  variabile  reale.     BattagliDi  Q.  XVL  209-216. 

Caueby  bat  (Exercices  d'Analyse  IV.,  Himoire  snr  les  valeurs 
moyennes  des  foncüons)  das  arithmetische  Mittel  zwischen  den 
Werthen  einer  Function  innerhalb  eines  gegebenen  Intervalles 
untersucht  Statt  dessen  kann  man  auch  das  geometrische  Mittel 
der  Werthe  der  Function  y  =  f(fe)  in  dem  Intervalle  x  =  a  bis 
X  =  b  betrachten,  worunter  man  die  Grenze  (fttr  11  =  00)  von 


«  =  l/(«)/(ö4-^)./(a4  23)...f(a+«-Jd)]", 

wo  d  =     ""     ist,  versteht    Diese  Grenze  hat  Schlömilch  ganz 

unabhängig   von   der  Natur  der  Function   im  IIL  Bande  seiner 
Zeitschrift  (p.  305)  betrachtet  und  die  Ungleichung  hergeleitet: 


welche  aussagt,  dass  das  geometrische  Mittel  kleiner  sei  als  das 
arithmetische.  In  der  vorliegenden  Note  wird  diese  Ungleichung 
bewiesen,  ohne  auf  das  bekannte  Theorem 

V'aja,...fl,<  — (a, +a,  +  .-.fl,) 

zurückzugehen.  M. 


\ 


N, 


"^  ^J 
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O.  ScHLöMiLCH.     üeber  die  Grenzwerthe  der  Functionen 
mehrerer  Variabein.  Hoffmann  z.  IX.  356-359. 

Der  Aufsatz,  welcher  auch  in  die  neueste  Auflage  des 
Uebungsbuches  des  Herrn  Verfassers  aufgenommen  ist,  zeigt  an 
einigen  Beispielen  die  Vieldeutigkeit  des  Grenzwerthes  einer 
Function  von  mehreren  Variabein.  Das  erste  Beispiel,  das  auch 
geometrisch  veranschaulicht  wird,  ist  die  Function 

der  Grenzwerth  /(0,0)  ist  unendlich  vieldeutig,  je  nach  der  Art 
und  Weise,  wie  x  und  y  in  Null  ttbergeftthrt  werden.  An  eini- 
gen anderen  Beispielen  wird  gezeigt,  dass  die  Vieldeutigkeit  auch 
hervortritt,  wenn  man  f&r  x  und  y  zwei  unendlich  abnehmende 

Grössen  d  und  e  setzt,  oder  wenn  man  in  x  =  — ,  t/  =  —  %  und  co 

in's  Unendliche  wachsen  lässt.  Die  wiUktlrliche  Wahl  der  Grenz- 
werthe erhellt  besonders  aus  dem  Beispiel 

f(iJ,  fi)  =  d(-pq:j  +  gj^  +  -gq^j  -f  ...  +  ^j^:fj), 

wenn  d  gegen  Null  und  n  gegen  Unendlich  convergirt 

M. 


W.  Thomson.    Harmonic-Analyzer,  shown  and  explained 

by  tum.    Proc.  of  London  XXVH.  371-373. 

Dies  ist  die  Realisirung  eines  Instruments,  dessen  Gedanken 
schon  in  der  Mittheilung  des  Verfassers:  „On  an  instrument  for 

calculating    1  fp(x)%p{x)dx^  the  integral  of  the  product  of  two 

given  functions""  (Proc.  of  London  1876,  s.  F.  d.  M.  VIII.  p.  176) 
erwähnt  war.  Es  besteht  aus  5  Scheiben,  Kugel  und  Gylinder 
und  Integratoren  von  der  Art,  wie  sie  in  Prof.  James  Thomson's 
Arbeit:  „An  integrating  machine  having  a  new  kinematic  prin- 
ciple**  Proc.  of  London  1876,  s.  F.d.  M.  VIII.  p.  175)  beschrieben 
worden  ist.  Cly.  (0.) 


^ 
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E.  Lagcerre.     Snr  la  r^action  de  e'^'^^  P{x)  d^ignant 
un  polynöme  entier.    CR  LXXXVIL  890-823. 

Id    einer  früheren  Abhandlung  Ton  allgemdnerer  Tendenz 
war  Verfaseer  dahin  gelangt,  zn  zeigen,  daas  ein  NShernngsbraefa 

fix) 

'         der  ftlr  e^'>  gefundenen  Kettenbrachentwickelong   darcfa 

nachstehende  lineare  Differentialgleichang  zweiter  Ordnung   be- 
Btimmt  sei: 

Hier  sind  y  =  f*{x)  und  q>\x)  zwei  Polynome  vom  it**"  Grade,  €^x) 
ist  ein  solches  vom  (m-1)**"  und  £r"(x)  ein  solches  vom  2(m-l)*'" 
Grade.  Welches  sind  nun  die  Coefiicienten  der  beiden  letzteren 
Polynome?  Dies  wird  gezeigt  und  am  speciellen  Falle  einer 
quadratischen  Function  F{pc)  illustrirt;  in  Kürze  lassen  sieh  die 
,  umfänglichen  Formeln  kaum  wiedergeben.  Gr. 


E.  Laguerrb.     Sor  la  r^duction  cd  fractions  continues 
d'uDC  classe  assez  ^tendue  de  fonctions.   0.  R  LXXXYii. 

923-925. 

Ausdehnung   der  frtther   fUr  e^'>  gefundenen  Methode   auf 
solche  Functionen  V  von  x,  welche  der  Gleichung 

P=FK+a) 

(F  und  <Z>  beliebige  rationale  Functionen  von  x)  Genüge  leisten 
und  einer  Entwickelung  nach  aufsteigenden  Potenzen  des  Argu- 
mentes o;  fähig  sind.  Gr. 


E.    Laguerre.      Sur   le   d^veloppement    d'une    fonction 
suivant   las   puissances   d'uD  polynöme.    C.  R  LXXXYI. 

383-385. 

Es  wird  ^*  in  eine  Reihe  nach  steigenden  Potenzen  eines 

Polynomes  F(»)  vom  m'*"  Grade  entwickelt,  deren  Goefficienten 

"olynome  (m— l)*«*»  Grades  in  »  sind  —  Entwickelungen,   die 


V 
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saerst  Jaeobi  (Borchardt  J.  Uli.  p.  103)  betrachtet  hat     Die 

CoefficienteD  lassen   sich   auf  gewisse,  von  Hermite  behandelte 

Integrale  zurttckführen  (Vergl.  F.  d.  M.  V.  p.  248).  St 


Lemonnier.      8ur    une  formule  analytique.     8oc.  Fhilom. 

Paris  (7)  II.  97-98. 

Die  Formel: 

worin  F{x),  f(x)  zwei  ganze  Functionen  von  x,  a  und  h  irgend 
welche  Zahlen,  die  nicht  Wurzeln  von  f{x)  sind,  und  f^(jx)  ein 
ganzes  Polynom  in  x  bedeuten,  lässt  sich  benutzen  zur  Auf- 
suchung des  grössten  gemeinsamen  Theilers  zweier  ganzer  Poly- 
nome von  X  mit  numerischen  CoeilGcienten,  sowie  zur  Berechnung 
solcher  den  Sturm'schen  Functionen  analogen  Functionen  /)  (x)  etc. 

M. 


Ch.  Hermite.    Sur  la  d^composition  des  fractioDS  ration- 
nelles  en   fractions   simples,    add.  Soc.  scient.  Brax.  ii.  B. 

157-161. 

Es  sei 

Ft  =  {x — d)(x — 6)(«— c)4-'**, 

wo  q>x  und  fx  ganze  Functionen  sind.  Derivirt  man  die  beiden 
Seitender  zweiten  Gleichung  (m  —  l)mal  nach  a,  (n  — l)mal  nach 
b,  (p~])mal  nach  c  u.  s.  f.,  so  findet  man  die  Formel  zur  Zer- 
legung von 

t. 

(x — aYQc  —  by{x — c)P . . . 

in  einfache  Brttche.  Mn.  (0.) 


A.  E.  Pellet.      Snr    la   d^composition    d'une  fonction 

enti^re   en   facteurs  irröductibles  suivant  un   module  i 

premier.   c.  R  LXXXVi  I07i-1072. 
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Das  Produet  J  der  Quadrate  der  Warzeldifferenzen  von 
f(x)^0  (modp)  ist  Nichtrest  (modp),  wenn  f(x)  eine  ungrade 
Anzahl  irrednctibler  Factoren  graden  Grades  hat,  and  J  ist 
quadratischer  Rest,  wenn  f{x)  eine  grade  Anzahl  oder  gar  keine 
irreductible  Factoren  enthält.    Die  Anwendung  auf  die  Function 

a^— 1 

x  —  i 


ergiebt  das  Legendre'sche  Reciprocitätsgesetz.        M. 


A.  S.  Hathaway,     A  case  of  symbolic  operative  expan- 

sioD.    Analyst  V.  38-39. 

Wenn  D""  die  Entwickelung  von 

/        d      ,         d      .      Y 

V'^'d^+^^-d^  +  'V 

bezeichnet,  wo  die  Symbole  nicht  aufeinander  wirken,  und  wenn 
(/>)"*  die  Operation  D  m-mal  wiederholt  bezeichnet,  so  lässt  sich, 
wie  der  Verfasser  zeigt,  (Z>)"»  ausdrücken  in  D,  !>',  ...  D*»  als 
Determinante  m*^'  Ordnung.    Es  wird  auch  bewiesen,  dass 


<  >fif  im 


(/>)-  =  2; -^^ />•. 


Glr.  (0.) 


Bäcklünd.     Entwickelung  der  negativen  ungraden  Po- 
tenzen der  Quadratwurzeln  der  Function  l-f2ijt^+^'- 

BuU.  de  St  P«t.  XXIY.  509-518. 


R.  LiPSCHiTZ.     Demonstration  of  a  fundamental  theorem 
obtained  by  Mr.  Sylvester.   Am.  J.  i.  336-340. 

J.  J.  Sylvester.      Note  on   the  theorem  contained  in 
Professor  Lipschitz's  Paper.    Am.  J.  i.  341-343. 

Das  betreffende  Theorem  findet  sich  in  der  Abhandlung  des 
Herrn  Sylvester:  Sur  les  actions  niutuelles  des  formes  invarian- 
tives  diriv^es  (ßorchardt  J.  LXXXV.  89—114;  siehe  p.  84)  und 
lautet:  „In  einer  vorbereiteten  Form  geben  zwei  entgegengesetzte 


\ 


N 
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Sabstitatiooen,  die  an  den  Verilnderlieben  ausgeführt  werden, 
zwei  entgegengesetzte  Substitutionen,  die  an  den  Elementen  aus- 
geführt werden^.  M. 


W.  J.  Stringham.     Investigations  in  quaternions. 

Proc.  Am.  Acad    XUI.  310-341. 

Die  Arbeit  besteht  aus  zwei  Theilen.  Der  erste  behandelt 
die  Theorie  der  Logarithmen  von  Quaternionen.  Der  Herr  Ver- 
fasser geht  von  dem  Fundamentalsatze  für  die  complanaren 
Quaternionen  aus,  der  dem  Hauptgesetze  Hir  die  Exponential- 
function  entspricht,  entwickelt  dann  eine  Reihe  von  Sätzen  ftlr 
Logarithmen  von  Quaternionen  und  schliesst  mit  der  Untersuchung 
des  Logarithmus  eines  Productes  aus  einer  Anzahl  complanarer 
Vectoren.  Im  zweiten  Theile  werden  Anwendungen  des  Quater- 
nionen-Calculs  auf  Rectification  von  Curven,  Quadratur  von 
Flächen  und  Cubatur  von  Körpern  gegeben.  M. 


Clifford.    Application  of  Grassmann's  extensive  algebra. 

Am.  J.  L  860. 

Der  Verfasser  weist  nach,  wie  die  Quaternionen  und  Bi- 
quatemionen  mit  der  Ausdehnungslehre  Grassmann's  in  Ver- 
bindung zu  setzen  sind.  Mi. 


Capitel  2. 
Besondere  Functionen. 

W.  A.  WhITWORTH.   Sub-factorial  iV.  Measeoger  (2)  VIL  145-147. 

Der  Verfasser  schlägt  ein  neues  Symbol  ILn  vor,  welches  er 
folgendermassen  definirt:  Man  schreibe  1  hin  und  subtrahire  1, 
so  ist  das  Resultat  /£,  multiplicire  mit  2  und  addire  1 ,  so  ist  das 
Resultat  /£^,  multiplicire  mit  3  und  subtrahire  1,  so  ist  das  Resultat  ^ 


* 
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/L\  u.  8.  f. ,  80  da88  1  abwech8eliHl  addirt  oder  8ubtrahirt  wird. 
£8  wird  bewiesen,  dass 

Auch  wird  eine  Tafel  der  Werthe  von  /L"  und  seiner  reciproken 
Werthe  bis  zu  n  =  12  gegeben.  Glr.  (0.) 


A.  Cayley.    An  algebraic  identity.    MeBsenger  (2)  viu.  45-46. 

Wenn 
«1  ^  ^>  fj  9^  ^  =  ß-"V^  y  — «>  «  — A  a  — iJ,  ß—dj  y  — ^1 
80  heisst  die  Identität: 
agh{-ga-\-ah-  hg)'  f  bhf(—  hb  +  bf-  /%)* 

+  cfg(i-fc  +  cg-^gf)'  +  abc(bc]-ca  +  aby  =  0 

oder,  wie  man  auch  schreiben  kann: 

a9Kg'+  h'+  ay+  bhf(h'+r+by+  cfg(r+g'+  cj 

+  abc(a'+b'+cy  =  0. 

Hergeleitet  wird  sie  aus  der  Cauchy'schen  Identität: 
(a+67-a'-fr'  =  7ab(a  +  bXa'+ab  +  by. 

Glr.  (0.) 


J.  W.  L.  Olaisher.     Note  on  the  above.  Messeoger  (2)  viir. 

46-47. 

1)  Die  obige  Identität   wird   bewiesen,    indem  die  Glieder 
siebenter  Ordnung  in  der  trigonometrischen  Identität 

sina.sinysin^-fsii^^sii^^sioA+siQ^sinAsiD^  +  siQ^^siQbBin^^  =  O 
der  Null  gleichgesetzt  werden.  2)  Es  wird  bemerkt,  dass  eine  Iden- 
tität 11*^'  Ordnung,  welche  die  von  Cayley  einschliesst,  existirt. 
3)  Die  Zerlegung  von  (x+y)"  — i«^— y"  in  Factoren,  die  nur 
«*+^  +  y*  und  xy(x-\'y)  enthalten,  wird  für  «  =  7,  11,  13 
gegeben.  Glr.  (0.) 


J.  W.  L.  Olaisher.     On  a  class  of  algebraical  identilies. 

Mesaeoger  (2)  VUI.  53-56. 
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1)  Die  Zeriegaogen  tod 

(«+»)*•— ^"—y"    ftlr   «  =  3,5,  7,. ..13 
werden  in  symmetrische  Formen  gebracht,  indem  man  setzt: 

—  a:,  — y,  a^  +  y  =  6— c,  c— a,  a  — 6. 

2)    Die  5  anderen   Identitäten,   ähnlich   der    Cayley'schen,   auf 

welche  diese  ftihren,  werden  gegeben.    Setzt  man 

L  =  a'+g^+h%  M  =  5»+Ä'+^,  N  =  c*+r+g\  X  =  a'+fr'+c' 

(a,  fr,  c,  /i  g,  h  in  der  Bedeutung  wie  in  der  Note  von  Cayley 

oben),   so  hat  man  z.  B.,  entsprechend  der   zweiten  Form  der 

Identität: 

3fl^ÄL»+  ZbhfM*+  3cfgN'+  3afecX» 

+  8ayA*+86V/^+8c'/^^'+8a'&V  =  0. 

Die  analogen  Identitäten  fttr  L*  u.  s.  f.,  L*  u.  s.  f.  werden  eben- 
falls aufgestellt.     Drittens  wird  die  Identität 

gegeben»  Glr.  (0.) 


J.  W.  L.  Glaisher.     Note  on  Cayley 's  theorem. 

Messeoger  (2)  YIII.  121. 

Gegenstand  dieser  Note  ist  die  Bemerkung,  dass  die  Zer- 
legungen von  (a?-f-y)*— a?* — y»  in  Factoren  fiir  «  =  9,  11,  13 
von  Gaochy  selbst  gegeben  sind,  und  dass  die  Auflösung  für  den 
allgemeinen  Fall  ebenfalls  1867  publicirt  ist;  femer  wird  auf 
Arbeiten  von  Muir  und  dem  Verfasser  im  Quart  J.  1878  (siehe 
unten)  aufmerksam  gemacht.  Glr.  (0.) 


J.  W.  L.  Glaishbr.     Note  on  Cauchy's  theorem  relating 

tO   the   factors   Of  {x  +  yY  —  X"  —  y\     Quart.  J.  XV.  365366. 

Th,  Muir.     On  an  expansion  of  (a?+y)H(~^)*+(— y)". 

Quart  J.  XVI.  9-15. 

J.  W.  L.  Glaibher.     On   Cauchy's  theorem   relating   to 
the  factors  of  (a? + y )"  —  a?* — y".   Quart.  J.  xvi.  89*96. 

Das  Cauchy'sche  Theorem,  mit  welchem  sich  die  drei  oben- 
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•tebendeo  Arbeiten  besehäftigeD,  Uolet:  Der  Aasdrnck 

ist  doreb  x^-^-xy  +  y*  theilbar,  wenn  m  eine  positiTe  ganze  Zahl 
Ton  der  Form  6m — 1  oder  6m -fl  ist;  im  letzteren  Falle  ist 
derselbe  auch  noch  dureh  (x*+xy  +  y*)'  theilbar.  In  der  ersten 
kurzen  Notiz  giebt  Giaisber  dem  erwähnten  Ansdrueke  die  Form 

F.  =  (fr-c)-+(c-a)*+(a-fr)* 
und  findet^  dass  jP»  durch  jP,,  P,  und  P^  theilbar  wird,  wenn  n 
von  der  Form  6fii  + 1  ist    In  der  zweiten  Abhandlung  setzt  Huir 

(x+yy+i-xy+i^sY  =  Sn 

und  beweist  die  rekurrente  Formel 

6S,  =  3S,  S„_2  +  2Ä,  S«_3. 
Femer  zeigt  er,   dass  der  Ausdruck  (x  +  y  +  s)"— a:*  — y*  — »", 
worin  n  eine  ungrade  ganze  Zahl  bedeutet,  stets  durch 

getheilt  werden  kann.  In  der  dritten  Abhandlung,  deren  Scbluss 
noch  nicht  erschienen  ist,  leitet  Giaisber  dieselben  Resultate  in 
anderer  Weise  her,  indem  er  von  der  Form  a"  4-  /^  +  y"  ™i*  der 
Bedingungsgleichung  a-\-ß-^y  =  0  ausgeht  und  veraUgemeinert 
dieselben  in  mancher  Beziehung.  Schi. 


Th.  Muir«     Caucby's  theorem  regarding  the  divisibility 

of  (x  +  y)"  +  (—  xY  +  (—  y)".    MesseDger  (2)  VUI.  119-130. 

Einfache,  von  der  von  Cauchy  verschiedene  Methode  zur  Be- 
stimmung der  Formen  von  n^  f&r  welche 

theilbar  ist  durch 

xy(ap+y),    «'-fiTy  +  y*     und     (x'  +  «y  +  y')V 

Glr.  (0.) 

Aufgaben  über  specielle  Functionen,  mit  Lösungen  von 

C.  LkUDESDORP,   WoLSTENUOLME   U.  a.,   siehe   Ednc.  Timea 
XXIX.  63-66  uod  100-101. 

M. 
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W.  Trzaska.     üeber  Multiplication  der  goniometrischen 

und  hyperbolischen  Functionen.  Par.DenkBchr.1878.  (Polnisch). 

Eine   aaf  deo  Eigenschaften  der  Determinanten  beruhende 
Methode  der  Multiplication  genannter  Functionen.         Bcki. 

O.  ScHLÖMiLCH.     lieber  die  Summen  von  Potenzen  der 
reeiproken  natürlichen  Zahlen.  Schiömiich  z.  xxiii.  135-137. 

Ebenso  wie  früher  (Onmert  Arch.  XU.)  von  dem  Herrn  Ver- 
fasser ein  Znsammenhang  zvnschen  der  Function 

und  der  complementären  Function  i^(l— ^)  nachgewiesen  worden 
ist,  wird  hier  eine  ähnliche  Relation  zwischen  den  Functionen 

und  9)(1  — ^)  gegeben.    Es  gelingt  dies  mit  Hülfe  des  Integrals 

ü 
indem   man  dieses  auf  zwei   verschiedene  Weisen  entwickelt 
Aehnlich  lässt  sich  die  früher  gegebene  Belatioo  zwischen  tpifi) 
und  ^(1— fi)  mit  Hülfe  des  Integrals 

1 


/ 


xf^'^dx 


gewinnen.  M. 


Fr.  Hejzlar.     Hyperbolische  Logarithmen.    Casopis  vii. 

8-20.  (Böhmisch). 

Enthält  eine  kurze  Geschichte  und  Theorie  dieser  häufig  in 
Schulbüchern  falsch  aufgefassten  besonderen  Logarithmen. 

•  Std. 

Y.  ViLLARCBAU.      Theorie   des    sinus  des  ordres  sup^- 

rieurs.     0.  R  LXXXVI.  II6O-II66,  I2I6-I222,  1287-1290. 


1 


Me  hier  Mrtfroapbtoi  Sims  hSberer  OfdMng  esMelHB  atff 
iolgeade  W«Be:  Gidä  «0«  n  der  FnttdamimtaigleichiMg  Ar 
die  ExpooeflCialfiniotieii 

dem  «I  dea  aUgemeingten  Werä  p  +  qij  bo  serfiUh  11^  in  fie 
beideB  Fftctorai 

tf^  =  €^tgt^  =  «*>"    (ir'  =  ^i^^  «"  =  «flog«)- 

Jeder  dieser  Fftctorcn  wird  um  ewnsfjii  betutcMet.  Dis  Stadran 
defi  eislerea  liefert  £e  llieerie  der  liypertio&fleheii  FimflliaiMii 
&msc  wkl  &fx;  das  des  sweilee  ebcaot»  die  Theorie  der 
FoBctioiieo  mx  nnd  oosx  (TgL  CL  R.  LXXXIU.  594;  F.  d.  IL 
Vm.  252).    Setn  man 

90  wird  die  aHgemei&flte  Form  der  Exp  eaciiti  rtfanetion 

wo  u  nad  »  ganae  Zahleo^  relaÜF  prim  zo  einander  nad  ead- 
lieh  oder  anendlieh,  je  naebdem  ^  oad  «r  eommensarabd  oder 
ineommensarabel  sind.    Die  Reihe 


""^  m     n   .  ««,«•'» 


.<-  «       ~    1A.     '  .-"S-T'    .       '      J 


läast  sieb  nun  in  m  partielle  Iteibep  zerlegen.    Man  erUb 


4  wo 


1) 


j^-.-l  jjlm-l  ^|j4«-l 

-  1.2.3...(/m-l)  "^   K2.3...(3iif-1)    --  1.2.3...(4m-l)  "•""'• 

Diese  Functionen  ^j;  sind  schon    vor  mehr  als  50  Jahren  Ton 

H.  Wronski   untersucht  worden;   er  nennt  q>^  eosinns  nnd  die 

Übrigen  q>  sinus,  die  nach  der  Ordnung  (m — 1)  benannt  werden. 

^  Villaroean  unterscheidet  eine  „hyperl)olische^  Gattung ,  ttibr 

e  fi  grade,  und  eine  ^elliptische^,  ftr  welche  n  ungrade  ist 
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Sind  n  und  m  zugleich  uneudKch^  so  Iftsst  sieb  eine  dritte  Gat- 
tung, die  ^parabolische",  unterscheiden.  Es  werden  nun  die 
Uaupteigeni^chaften  dieser  Gattungen  entwickelt  Als  Additions- 
tbeoreme  ergeben  sich  die  ^(^  +  9)  gleich  einer  Summe  von 
Produeten  aus  je  zweien  der  q>x  und  q>y.  Femer  lassen  sich 
die  Sinus  höherer  Ordnung,  unter  endlicher  Form,  ausdrücken 
durch  Exponential-,  hyperbolische  und  Kreis -Functionen,  und 
aas  dieser  Form  fliessen  mehrere  interessante  Eigenschaften,  so- 
wie auch  die  numerische  Darstellung.  Hierauf  werden  die  For- 
meln für  die  Muttiplication  der  Argumente  gegeben.  Durch  Division 
der  Functionen  g>  durch  g>^  erhält  man  sogenannte  Tangential- 
functionen, die  ebenfalls  sehr  bemerkenswertbe  Eigenschaften 
besitzen.  M. 

H.  DuREGE.     Theorie  der  elliptischen  Functionen.  3.  Aufl. 

Leipsig.  Teabner. 

H.  Laurent.     Theorie   ^l^raentaire   des  fonctions  elHp- 

tiques.     Noav.  Ano.  (2)  XVII.  119-129,  247-252.  386-408,  ö37-öö7. 

Fortsetzung  der  Arbeit,  über  welche  F.  d.  M.  IX.  327  be- 
richtet  wurde.  Es  werden  hier  zunächst  Differentialgleichungen 
fhr  die  Hfllfsfunctionen  gegeben,  dann  folgen  die  zahlreichen 
Beziehungen  zwischen  snti,  cnti,  dnti,  hierauf  die  Additionstheoreme. 
Alsdann  schliesst  sich  an  die  Betrachtung  der  elementaren  Pe- 
rioden eine  Reihe  von  allgemeinen  Sätzen  über  doppeltperiodische 
Functionen,  die  mit  der  Entwickelung  in  trigonometrische  Reihen 
endet.  Hierauf  folgt  die  Transformationstheorie,  und  den  Schluss 
bildet  die  Anwendung  auf  das  Poncelet'sche  Theorem.       M. 


D.  Bierens  de  Haan.  Ovar  het  differentieeren  van 
eenige  elliptische  integralen  naar  den  modulus  ofeene 
funetie  daarvan.    Verb.  v.  Amet  xviii.  1-33. 

Hier  werden  einige  Eigenschaften  der  elliptischen  Integrale 
untersucht  mittels  der  Differentiation  nach  dem  Modul  oder  einer 


i 
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Function  des  Moduls.     In  dieser  Weise  werden   die  einfachsten 

Integrale    behandelt,    in    welchen  die  Form    |^1— p'sin'«   oder 

}^l+p*sin*«  vorkommt  Mehrere  neue  Integrale,  welche  mit 
den  elliptischen  verwandt  oder  darauf  reducirbar  sind,  werden 
auf  demselben  Wege  gefunden.  G. 


A.  Catlet.      Note  on   a  definite  integral.     Messenger  (2) 

Vin.  126. 

Beweis,  dass  das  Weierstrass'sche  Integral  F'y  d.  h. 

gleich  £'  ist  GIr.  (O.) 

R.  Ravitson,  J.  Hammond  a.  o.     Solution  of  a  qnestion 

(5498).    Educ.  Times  XXIX.  92-93. 

Das  vollständige  elliptische  Integral  zweiter  Gattung  lässt 
sich  in  folgender  Form  darstellen: 

M. 


J.   Thomas,      lieber  elliptische    Integrale.     Scbiomiicb  z. 

XXm.  406-409. 

Es  wird  das  überall  endliche  elliptische  Integral 

darch  zwei  bestimmte  lotegrale  dritter  Gattung  dargestellt,  nämlich 

un  +  oKn  +  ofiK'n 

wo 

a(ö  =  1^1(1 -9(1- kl),  «(1)  =  K,  tt(oo)  =  •Af', 


^Xs 


Gapiiel  2.    B«*soDdere  FanotioDen.  305 

und  a,  c/  ungrade,  aber  unbestimmte  Zahlen  sind.  Dieses  Re- 
sultat, das  mit  Hülfe  der  Thetafunctionen  leicht  zu  verificiren 
ist,  wie  hier  auch  a  posteriori  geschieht,  wird  zunächst  auf  einem 
Wege  hergeleitet,  der  deshalb  von  Wichtigkeit  ist,  weil  er  in 
gleicher  Weise  eine  Darstellung  von  AbeFschen  Integralen  durch 
andere  gestattet,  bei  denen  die  Veränderliche  der  ersteren  nur 
noch  als  Parameter  auftritt,  also  durch  bestimmte  Integrale.  Es 
genügen  nämlich  die  Aberschen  Integrale  linearen  Differential- 
gleichungen,  deren  CoefScienten  in  Bezug  auf  die  Klassenmoduln 
algebraisch  sind.  Die  Lösung  dieser  completen  Differential- 
gleichungen findet  man  aber  durch  blosse  Quadratur  aus  der 
Lösung  der  reducirten  Differentialgleichung,  in  der  das  von  der 
Unbekannten  freie  Olied  fortgelassen  ist;  und  diese  letztere  wird 
durch  bestimmte  AbeVsche  Integrale,  nämlich  durch  Periodidtäts- 
modnln  befriedigt  M. 


^    J.  Hammond,  Wolstenholme  a.  o.     Solution  of  a  que- 

Stion   (5508).    Edac.  Times  XXX.  55-58. 
Fttr  a  >  6  >  c  ist 


/•* d^ _     p dx 


M. 


J.  Neuberg.     Sur  l'addition   des   fonctions  elUptiques. 

N.  0.  M.  IV.  343-346. 

L   Vereinfachung  der  Methode  von  Lagrange  und  Darboux, 
um  die  Gleichung 


xo  integriren.    Setzt  man 

-^  =  Vl-ft'8in'a,    -^  =  -|/l-*»8in'A 

Forttcbr.  d.  Math.  X.  1.  20 


rx- 
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TIL 


•ofort 


iTä  ^    rf»/? 


de  -  de 


da   ^    dß 


^    tm(a+ß)  f  da         dß  y^ 
«111(04:/^)  \  di    ^    di  / 
di    -^    di 

deren  lotepid  irt 

n.  Geometrische  Dentong.  Es  sden  Jr,(jrj,jr,X  'i(*i.fO 
zwei  Ponkte  der  Ellipse  ay+6V  =  aV,  so  dass  »V=o»— 6% 
JT,  =  acoso,  x^  =  aeos/?.    Dann  wird  die  Gleidinng 

yi-ik'sin'a-t^l-rsinV  =  Csin(a-/!), 

1 1__   _  . 

Jf,  IT,  Jf,  IT,     ""  ^°^' 

wo  M^^^J  MjH^  die  Höhen  von  OM^M^  sind.     Da  die  Gleidtoni^ 

dß 


da 


=^  0 


^l^k'sin^a  j^l-^sinV 

das  Integral 

f/^l-ik'8in'a  +  >^l-»«8inV  =  Csin(a-/J) 
ergiebt,  so  hat  man  anch 

1  1 


+ 


=  const 


Daraus  leitet  man  folgendes  Theorem  ab:  „Bestimmt  man  auf 
einer  Ellipse  eine  Folge  von  Punkten  lf,lf,lf,...  so,  dass  in  den 
Dreiecken  OJf ,  Jf,,  Olf,  Jf,,  etc.  die  Reciproken  der  Höheni  welche 
von  den  Punkten  M  ausgehen,  eine  constante  Summe  haben, 
und  fällt  dann  der  Punkt  lf„  mit  IT,  zusammen,  so  scbliesst  sidi 
das  Polygon  lf,Jlf,... ir„,  welches  auch  der  Punkt  Jf,  der  El- 
lipse sei^.  Hn.  (M.) 


C.  H.  KuMMKLL.     Remarks  on   Mr.  Meech's  article  on 

elliptic   functions.    Aoalyst  V.  17-19. 

Diese   Bemerkungen   zu   L.  W.  Meech^s  ^  Short  method  of 
elliptic  functions^  Analyst  1877  (s.  F.  d.  M.  IX.  328),  betreffen 


V 
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folgende  Punkte:  1)  die  Integration  der  Gleichung 

•X  "^  /r  "■  " 

mit  Hülfe  der  sphärischen  Trigonometrie,  nach  einer  von  der 
Liegendre'schen  abweichenden  Methode ;  2)  die  Methode  der  Ent- 
wickelung  der  elliptischen  Integrale  erster  Gattung  nach  steigen- 
den Potenzen  des  Moduls,  abweichend  von  Legendre;  3)  die 
Gauss'sche  Methode  mit  einer  Reihe,  die  nach  absteigenden  Po- 
tenzen des  Moduls  geordnet  ist,  angewendet  zum  Beweise,  dass 

> d(f _     y« 

^,         l/a'cos^  +  ft'sinV  S-o«  ' 

wo  o»  das  arithmetisch-geometrische  Mittel  von  a  und  6  ist 

Glr.  (M.) 


/ 


C.  EL  KuMMSLL.     Evaluation  of  elllptic  functions  of  the 
second  and  third  species.   Analyst  v.  97-104. 

Fortsetzung  der  obigen  Arbeit    Für  die  Entwickelung  nach 
steigenden  Potenzen  wird  das  Integral  in  der  Form 

}^a"—c' sin*  qp.dqp 
u 
geschrieben  und  durch  die  Substitutionen 

asin(29'— qp)  =  csinqp,    a' =  i(a  +  c),    &  = /äc 

transformirt     Für  die  Entwickelung  nach  fallenden  Potenzen 
wird  die  Gktnss'sche  Form 

9 


/ 


/ 


V  a*  cos*  q>  +  b*9m*q>.dq> 

0 

benutzt  und  durch  die  Substitution 
(a4-6)sin(2y— 9),)  =  (a— 6)sinqpj,    a,  =i(a-|-6),    b^  =  ^ah 

transformirt  Diese  Transformationen  werden  vollständig  ausge- 
führt In  gleicher  Weise  wird  das  Integral  dritter  Gattung  be« 
bandelt,  und  zwar  auch  nach  steigenden  und  fallenden  Potenzen 
entwickelt  Glr.  (M.) 


20' 
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J.  W.  L.  Glaishkr.     On  expressions  for  the  theta-func- 
tions  as  definite  Integrals.   Proc.  of  Cambr.  m.  61-66. 

Die   Function  Q(x)  wird   nach    Jacobi   definirt  durch   die 
Gleichung: 

(1)      ©C-^^f-)  =  1  — 2gco82a?+25'*COß4a?-29*co8&r+...; 

und  in  vorliegender  Arbeit  wird  die  rechte  Seite  dieser  Glei- 
chung als  bestimmtes  Integral  dargestellt  Derselbe  Gegenstand 
ist  bereits  von  Kummer  in  seiner  Abhandlung:  De  integralibus 
definitis  et  seriebus  infinitis,  Grelle  J.  XVII,  berührt  worden. 
Kummer  giebt  die  Werthe  von  l+g^+^^+^'  +  etc.  als  bestimmte 
Integrale  und  bemerkt,  dass  dieselbe  Methode  auch  die  Werthe 
der  Reihen  fttr  Q  und  H  ergeben  würde.  In  der  vorliegenden 
Arbeit  wird  die  Function  &  auf  4  verschiedene  Arten  als  be- 
stimmtes Integral  dargestellt  Die  beiden  ersten  Arten  werden 
nach  Kummer's  Methode  gewonnen,  mit  Hülfe  des  Integrals 

e'**C082atdt  =  4/we-«', 

0 

und  zwar  einmal  direct  aus  der  Reihe  (1),  dann  durch  die  Ex- 
ponentialreihe,  die  aus  (l)  mit  Hülfe  der  Gleichung 

— — U+2c    *•  cos h2c    «'cos h  —  ) 

=  6-*'  +  e-<*  -«>'  +  c-('+«)'+ .  .. 

gewonnen  wird.  Die  beiden  andern  Arten  ergeben  sich  aus  der- 
selben Reihe  mit  Hülfe  der  Integrale 

/*"   cosc/    .       ,    ^     _.      f^  'sine/    .        . 

Setzt  man,  als  Beispiel,  in  diese  letztere  Form  x  =-Q,  so  er- 
hält man 

—  9\l~^  /*'  sinhÄi+sin/J/        ,.^^ 
=  21/Z  r  «i»h/?<+«'EgLBinrnrff 


/ 


X" 


\ 
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wo 

^  =  ^^  =  ^21og(i-). 

In   der  Arbeit  sind  nur  die  Resultate  mitgetheilt  und  ist  die 
Methode  nur  angedeutet.  Glr.  (M.) 


A.  Cayley.     On  the  double  5^-functions.   Proc.  L.  M,  s.  ix. 

29-30. 

Der  Herr  Verfasser  wendet  hier  die  Methode,  welche  er  bei 
der  Untersuchung  der  doppelten  Thetafunctionen  verfolgt  hat, 
auf  einfache  Thetafunctionen  an  und  gelangt  so  zu  folgenden 
Resultaten:  Ist 

dx 


du  = 


'^a  —  x.b—x.c — x.d  —  x 
und  bezeichnen  A,  B,  C,  D,  Si  Functionen  von  u,  so  dass  A,  B, 

C,  D  resp.  =  Si^a'—x^  ii^b  —  x,  ii^c  —  a?,  Si^d^-x,  so  ergeben 
sich  eine  Reihe  von  Differentialgleichungen  von  der  Form 

AdB-BdA  =  CD, 

welche  die  Quotienten  A:B:C:D  bestimmen.  Durch  abermalige 
Differentiation  gelangt  man  zu  Gleichungen  von  der  Form 

wo  M  eine  Function  von  x  ist.  Am  geeignetsten  ist  der  folgende 
Werth  flir  If  : 

M  =  —  2ir'+a;(a  +  6  +  c  +  d)  +  a'+6'+c'+d' 

—  26c  -  2ca  -  2ab  —  2ad — 2bd  —  2cd. 

Alsdann  ergeben  sich  4  Gleichungen  von  der  Form 

Ad'A-(dAy=^i2'%(Suy, 

wo  91  eine  lineare  Function  von  x;  mithin  kann  ii^U  als  lineare 
Function  von  zweien  der  vier  Quadrate  4',  B\  C,  !>•  ausgedrückt 
werden.  Der  Zusammenhang  mit  den  Jacobi'schen  Functionen 
&  und  H  ist  leicht  herzustellen.  M. 


VU.J 


.  Catlet.     New  formulae  for  the  integratioD  of 
üMMigct  (s  vm.  eo-fS- 

Fflr  die  Infa^ration  der  Differentialgkicbiws 

fa—x .  b — x.c — x .  d—x  I  a — jr .  b — jf .  e— jf .  ^— y 

At  Herr  Cayley  eine  Beihe  ron  Fonneln,  vdebe  demjenigen 
nlich  sind,  die  sich  fftr  sn(ii-}-D)  ete.  nnf  p.  63  seines  nTres- 
e  on  eUipüe  fnnetiona'*  finden.    Die  Fonndn  Imnten: 

rf— »  (^,  od)  rWAr,)— t'C«.^,/'j') 


(a-6)  VWÄ) 
d  ähnliche  Systeme  ftlr 


,  ß ,  y  ,  d   =  a— a;,  6— a;,  c- 
,  /?,,  y,,  d,  =  o— J>  *— y»  <^- 


1,  x+ffi  <^y 
1,  6-1- c,  6c 
1,  a+d,  ad 


-X,   d- 
-9,  d- 


(fec,orf)  = 


Glr.  (M.) 


Caylby.     On  a  formula  in  elliptic  fuactions. 

Meueggir  (2)  VIII.  127. 

Wenn  enu  =-j —  gesetzt  wird,  so  ist 


B,a(u-\-v')  = 


l-\-k  snti.enti.snr.eno 


,  ca(u-i-v)  =  etc. 
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Diese  Formeln  sind  schon  früher  von  Gudermann  gegeben  (Grelle  J. 
XVm.  147).  Glr.  (M.) 


J.  W.  L.  Glaisher.     On  a  formula  in  elliptlc  functions.. 

Messenger  (2)  YII.  144-145. 

Es  wird  folgender  Satz  bewiesen:   Bezeichnet  qf(u)  das  un- 
endliche Product 

(l-*'sn*tt)(l-*'sn*yy(l-*'sn*-^y*(l-Ä'8n*|.y'..., 
so  ist 

—  =  1 — Ä'sn'ii.sn'©. 


Glr.  (M.) 
M.  M.  V.  WiLKiNSON,     An  elliptic  function  identity. 

Messenger  (2)  VII.  156. 

Die  hier  aufgestellte  Identität  lautet: 
sna.sn/?.sn(a— /?)  +  sn/?sny8n(/?— y) -f  snysnasn(y— a) 

+  sn  (a— /?)  sn  (/?— y)  sn  (y—a)  =  0; 
dieselbe  ist  jedoch  schon  früher  von  Gudermann  (Grelle  J.  XVIII. 
167)  gegeben.  Glr.  (M.) 

D.  Andre.     Sur   les   döveloppements ,   par  rapport  au 
module,  des  fonctions  elliptiques  l{x)y  fi{x)  et  de  leurs 

puissances.     G.  B.  LXXXVI.  1323-1325. 

D.  Andre.     Sur  le  ddveloppement  de  la  fonction  ellip- 
tique  (Ji{x)  suivant  les  puissances  croissantes  du  module. 

BnU.  8.  M.  P.  VI.  163-165. 

Die  Form  der  Entwickelungen  der  Functionen  l^{x),  fi^{x\ 
p%x)  nach  Potenzen  von  &',  deren  GoefGcienten  ganze  Functionen 
von  X  sind,  war  bereits  früher  von  Herrn  Andrä,  G.  R.  LXXXIII. 
135  (siehe  F.  d.  M.  VIII.  263)  gegeben.    In  der  ersten  der  obigen 


VILA 

ird  die  lletlM>de,  wddie  anf  diese  Eahrkkebiigai  ge- 
KnnnB  amenuuidei^gesettt;  die  zweite  Note  entbilt  die 
Rlr  die  FtnwtioD  fi{x).  Uebo-  die  aiufUiriieke  Abband- 
khe  Ann.  de  !*£«.  Norm.  (3)  VL  endiiawn,  iat  bereitB 
IX.  340  beriebteL  M. 


BS.      Snr  la  transfonnation   des   fonctioas  ellip- 
j.    BbIL  8.  H.  ¥.  VL  78-70. 

einleitendeD  BetraehtnngeD  dieser  TransfonnatioiiBtbeorie 
Sea  neb  mit  Folgenugen  ans  der  Formel: 

X 


ind  die  Ableitungen  in  Bezng  auf  r  genommen  sind.    AIs- 
^D  die  Jacobi'scben  Formeln,  welche  aus  der  Gleiehnng 


l'la;,.  ff.)         }fnx,  ff) 
und  eine  TraoBTormation  dieser  Formeln. 


[N.      Ueber   die  Transformation  der  elliptischen 
tionen  und  die  Auflösung  der  Gleichungen  fUnften 

SB.    Clebsch  Adu.  XVI:  111-172. 
e  Abschn.  II.  Cap.  1.  p.  69-73- 


N.     On   the  transfonnation  of  elliptic  functions. 

L.  H.  S.  IX.  123-126. 

a:e  MittfaeiluDgen  aus  der  obigen  Arbeit,  befreffend  die 

gen  zwischen  der  absoluten  Inranante  der  uraprllQglieben 

und  der  der  trausfonnirten  Function.    Es  wird  gezeigt, 

n  =  5,  7,  13    diese  Invarianten  J  und  J'  rationale 
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Functionen  eines  Parameters  sind,  und  dass  diese  Functionen 
Yollständig  bestimmt  sind  durch  die  Art  der  Verzweigung  von  J' 
in  Bezug  auf  J.  M. 


F.  Brioschi.     Su  di  alcune  formole  nella  teorica  delle 
fanzioni  ellittiche.   Aco.  R.  d.  Line.  (3)  IL  115-118. 

Der  Herr  Verfasser  gelangt  zunächst  von  der  Weierstrass'- 

sehen  Normalform 

y(ar)  =  4x^  —  g,x  —  g^ 

zu  dem  Differential 


la 


^>^  =  (2*A0* 


d§ 


y<p(x) 


i/(i-r)(i-ÄT)' 


wo  d  =  gl—  27gl ,  drückt  die  Perioden  w,  (o'  des  entsprechenden 
Integrals  durch  K  und  K'  aus  und  leitet  die  lineare  Differential- 
gleichung 2***'  Ordnung  fllr  co  her.  Hierauf  wird  das  der  analo- 
gen Function 

V<^)  =  4y'-G,y-G, 

entsprechende  Differential 


la 


drj 


<^yi^  =  mv^^  — 


betrachtet  und  für  die  Transformation 


=  fi 


d^ 


eine  Reihe  von  Formeln  gewonnen. 


M. 


H.  J.   Stephen  Smith.      On    the   singularities    of   the 
modular  equations  and  curves.    Proc.  L.  M.  s.  ix.  242-272. 

Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  2.  B. 


F.  Brioschi.     Sopra  una  classe  di  equazioni  modulari. 

Brioschi  Ann.  (2)  IX.  167-172. 

Die  hier  betrachteten  Modulargleichungen   gehören  zu  den 


*.»  V  *,•  s„   -s»-* 
sieb  ener  mUkb  riiiihait   w  iü  hduadU 

tarn  ftr  bscad  cne  dicaa-  Wandm 

igt  ose  yiiMT  dieicr  JicobTsckea  Cleicfcmgf  de*  an- 
Bedi^iiiBgea : 

Ben  eine  Beibe  Tim  SeUtionem  zwiiebeii  des  ^,  a,,  ^  ■ . . 
pebt,  die  auf  besoitdere  Ei^eoaduften  ftr  die  Cocffidentoi 
äehnngeD  in  %  fUut.  Die*  wird  ftr  ■  =  5,  7  nnd  1 1 
Inrdiseflihrt.  M. 


ITLEY.     Addition  to  the  memoir  on  the  tranafor- 

ioQ   of  elliptic   foDCtioilS.    mi  Tnam.  CLXiX.  419-425. 

3  Arbeit  veiTollstAndigt  die  Theorie  der  Transfomutioa 
ides,  n  —  7,  wie  se  in  des  Ver&Baer's  „Memoir  on  the 
■mation  of  eUiptie  fnnctiotts'',  PhiL  TnutB.  CLXIV.  (1874, 
'.  d.  M.  VI.  p.  277)  entwickelt  worden  ist 

Cly.  (M.) 


S.  Smith.     Oq  qaadric  transformatioD.    B«p.  Snt. 

ISTtt. 

Cej. 


S.  BuiTH.     Oq  the  modular  carves.    Bep.  Brit  Au. 

Csy. 
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J.  SocHOCKi.  Bestimmung  der  constanten  Factoren  in 
den  Formeln  für  die  lineare  Transformation  der  Theta- 
functionen.  Die  Gauss'schen  Summen  und  das  Reci- 
procitätsgesetz  der  Legendre'schen  Symbole. 

Par.  Denksohr.  187a  (Polnisch.). 

Wenn  zwei  Thetafunctionen  OJ^ta^  oi',  %)  und  0/^Si^  Q\  s),  deren 
Parameter  den  Bedingungen 

Q  s=  a(o-{'b(o'j    Q'  =  a^w-^-b^cj'j    ab^ — ä^b  =  1, 
in  welchen  o,  6,  a„  6^  ganze  Zahlen  sind,  Genüge  leisten ,  und 
wenn  i  und  j  so  gewählt  sind^  dass  Oi  und  Oj  für  dieselben  Werthe 
der  Grösse  «  verschwinden,  so  findet  folgende  Beziehung  statt : 

bnzH 


d/ß,  ß',  ^)  =  C.e  "»«' .  Ö,<cü,  cü',»). 
Den  Ausdruck  für  den  Factor  C  hat  Hermite  in  seiner  Arbeit: 
„Snr  quelques  formules  relatives  ä  la  transformation  des  fonctions 
elliptiqnes^  (Liouville  J.  1858)  gegeben  und  die  Frage  endgültig 
gelöst 

Der  Verfasser  giebt  hier  eine  andere,  auf  den  elementaren 
Eigenschaften  der  Thetafunctionen  beruhende  Methode  zur  Be- 
stimmung des  Factors  C  und  erhält  auf  demselben  Wege  die  in 
Hermite's  Arbeit  benutzten  Formeln  von  Gauss  und  Gauchy. 
Auch  die  wichtigsten  Eigenschaften  der  Legendre*schen  und 
Jacobrschen  Symbole  werden  auf  eine  einfache  Weise  abgeleitet 

Bcki. 


Ch.  Hermite.     Sur  quelques   applications  des  fonctions 

elliptiques.     0.  B.  LXXXVL   271-277,   422-428,   622-628,   777-781, 
850-854. 

Fortsetzung  der  Anwendungen;  über  welche  F.  d.  M.  IX.  349 
berichtet  worden  ist.    Der  Schluss  fehlt  noch.  M. 


A.  Martin.     Kectification  of  the  hyperbola,     Aoaiyst  v. 

52-53. 

Der  Bogen  der  Hyperbel  wird  mit  Hülfe  elliptischer  Functionen 
zweiter  Gattung  mit  reellen  Moduln  ausgedrückt.         Glr.  (0.) 


w 


\ 
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V.   PüisEüx.      Note  8ur   les   polygones   qui  sont   ä   la 
fois  inscrits  dans  un  circle  et  circonscrits  ä  un  aatre 

Cercle.   Adq.  Soc.  scient.  Bruz.  IL  B.  1-12* 

Damit  ein  Polygon  von  n  Seiten  einem  Kreise  vom  Radius  K 
eingeschrieben  und  einem  andern  vom  Badius  r  umschrieben  sei, 
deren  Centrale  a  ist*,  genttgt  es,  wie  man  bewiesen  hat,  dass 
zwischen  ß,  r  und  a  eine  algebraische  Gleichung  existirt,  deren 
Grad  mit  n  wächst  Jacobi  (Grelle  J.  III.)  hat  eine  Formel 
gegeben^  mit  der  man  successive  die  Gleichungen  flir  die  ver- 
schiedenen Werthe  von  n  erhalten  kann.  Diese  Gleichungen 
hängen  von  Functionen  P^«  0»  ab,  die  sich  aus  früheren  P».|, 
On-i,  Pn-2,  Qn-1  Iclcht  herleiten  lassen.  Herr  Puiseux  untersucht 
diese  Functionen  in  elementarer  Weise,  woraus  folgt:  1)  Wenn 
n  =  4t  4-2,  kann  man  r  =  0  machen.  2)  Wenn  n  =  61+3,  so  ist 
2Är  =  Ä'— a\  3)  Jeder  Werth  von  r  in  Ä  uud  a,  der  einem 
it  =  2p4-l  entspricht,  entspricht  auch  einem  n  =  (2p-fl) 
(25  +  1).  4)  Jeder  Werth  von  r,  der  einem  n  =  2p  entspricht, 
entspricht  auch  einem  n  =  2p(2q+l).  5)  Der  Grad  D  in  r  der 
Gleichung  in  r,  fi,  a  fttr  n  =  2p,  ist  so,  dass 

D +y2  =  (1 + Y2yp-  (1  -  ^2ypy 

für  n  =  2p  +  l 

4i> + 2  =  (1  + 1^>+'  +  (1  - 1^)''^-^ 

Mn.  (O.) 


J.  W.  L.  Gl  AISHER.     Oa  the  caustic  by  refraction  of  a 
cercle  for  parallel  rays.    Messeoger  (2)  viii.  44-45. 

j  Die  Gleichung  der  kaustischen  Linie 

.  (i-M>  =  (l-M^ff¥+i"(l-^-*y*)» 

wird,  wie  in  Gay ley's  Abhandlung  (Phil.  Trans.  1857.  281—282) 
hergeleitet.  Nur  wird  die  Elimination  durch  Benutzung  ellipti- 
scher Functionen  etwas  vereinfacht.  Glr.  (0.) 


E.  Ghyskns.     Sur  les  aires  partielles  de  rellipsoide. 

Ann    Soc.  scient.  Brax.  11.  B.  89-98. 


\ 
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Vereinfachang  und  AusdehnuDg  der  Untersuchungen,  die 
sich  im  zweiten  Bande  von  Schlömilch's  Compendium  der  höheren 
Analysis  über  diesen  Gegenstand  finden.  Mn.  (M.) 


Y.  ViLLARCBAU.  Originc  g^om^trique  et  repr^sentation 
gdomötrique  des  fonctious  elliptlques,  ab^liennes  et 
de  transcendantes  d'ordres  sup^rieurs.  Liouville  J.  (3)  IV. 

305-314. 

Schon  früher  war  es  dem  Herrn  Verfasser  gelungen,  nicht 
blos  einzelne  elliptische  Functionen,  sondern  die  Oesammtheit 
der  Functionen  amti,  snuj  cnu,  dnu  durch  eine  einzige  Curve 
4'^  Grades  geometrisch  darzustellen,  und  zwar  dadurch,  dass 
er  das  Argument  (z.  B.  beim  Kreise)  nicht  als  Quotient  aus 
Bogen  und  Radius,  sondern  als  Quotient  aus  dem  doppelten 
Sector^  dividirt  durch  das  Quadrat  des  Radius^  als  „argument 
ar^olaire'^,  auffasste.  Diese  Betrachtung  ftlhrt  nun  zur  geometri- 
schen Darstellung  der  elliptischen,  AbePschen  und  höheren  Trans- 
cendenten  mit  Hülfe  algebraischer  Curven^  die  geschlossen  sind, 
aus  einem  einzigen  Zweige  bestehen  und  zu  beiden  Seiten  der 
senkrechten  Coordinaten-Axen  symmetrisch  liegen.  Ist  S  der 
Sector  zwischen  der  a^Axe,  dem  Radiusvector  r  und  der  Curve^ 

und  a  die  halbe  grosse  Axe  parallel  der  a;-Axe,  so  ist  u  =  — p- 
das    „argument  ar^laire'^ ;  femer  ist  du  =  — |-  dq>^  und  wenn 


a" 


r 


—  =  //  gesetzt  wird, 


•=/ 


wo  also  z/  eine  Function  von  q>  ist,  die  durch  die  Gleichung  der 
Curve  gegeben  ist.  Die  Gleichung  derjenigen  algebraischen 
Curven,  welche  den  oben  angegebenen  Bedingungen  genügen, 
kann  auf  die  Form 

gebracht  werden,  oder  auf  die  Form 


31g  VII.  Abschnitt    PoDOtioneotheorie. 

WO  die  Parameter  6,  &',  V\  . . .  reelle  Grössen  sein  müssen.    Die 
Function  J{(p)  wird  dann  bestimmt  durch  die  Gleichung 
Jm  ^  (I-c'8in»(l-c"sin»(l-c'''sin»..., 

wo  die  a  mit  den  6  durch  die  Relationen  c*  =  1— 6*  etc.  ver- 
bunden sind.  M. 


K.  Schering.     Zur   Theorie  des  Borchardt'schen   arith- 
metisch-geometrischen Mittels  aus  vier  Elementen. 

Borchardt  J.   LXXXV.  115-170. 

Herr  Borchardt  hat  einen  Algorithmus  fUr  das  arithmetisch- 
geometrische Mittel  aus  vier  Elementen  ausgebildet  und  dieses 
Mittel  durch  hyperelliptische  Integrale  dargestellt  (Berl.  Monatsber. 
1876,  611—621;  s.  F.  d.  M.  VIU.  300).  Herr  Karl  Schering 
stellt  hier  einen  Algorithmus  fBr  ein  Mittel  aus  drei  Elementen 
auf,  der  mit  dem  ersteren  übereinstimmt,  sobald  zwei  von  den 
vier  Elementen  einander  gleich  werden.  Sind  nämlich  f,  9,  \p 
reelle  positive  Grössen,  und  f<(p<,tp]  sind  femer  Jf(f,  9)  und 
M{f^%lj)  zwei  Gauss'sche  arithmetisch-geometrische  Mittel  (Gauss' 
Werke  III.  352),  so  fUhren  die  successiven  Substitutionen 

ZU  der  Gleichung: 

f  fn  A+l 

fflr  n  =  I,  2,  3  . . .    Die  Function 


F(r,<p,v')=    *(Ay)-W.V^) 


ist  ihrem  Werthe  nach  durch  den  Algorithmus  (I.)  vollkommea 
bestimmt;  ihr  Werth  ist  gleich  dem  gemeinsamen  Grenzwerth 
der  Grössen  /;, *  y,,,  ^„  für  11  =  00.  Der  Algorithmus  (I.)  l&sst 
sich  auch  nach  rückwärts  fortsetzen,  d.  h.,  es  lassen  sich  /«,  9>„,  tp^ 
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durch  ft^^tj  9>ii+iy  V^^+i  aasdrücken,  und  zwar  mit  Hülfe  derDif- 
ferenzenquadrate 

Nan  wird  ans  den  Grössen  /«,  g)«,  t/fn  ein  neuer  Algorithmus 
gebildet    Setzt  man 

so  ergiebt  sich  der  neue  Algorithmus  in  der  Form 


(V.) 


2«,  =  ^4^+cw 


l  2c,  =  (1^ 


m 


und  umgekehrt  werden/«,  g>n,  ^n  durch  o«)  6«,  c«  auf  folgende 
Weise  ausgedrückt: 

u  =  -^±)/(^4^)--c.- 

Aach  Pix  die  Grenz wertbe  von  o,,  6,,  c,  folgt,  dass  aie  einander 
gleich  sind^  und  es  wird  der  Grenzwerth 

f  In 

Diese  Function  111(0,6,  e)  wird  nun  zunächst  durch  die  ganzen 
elliptischen  Integrale  dargestellt;  es  ist 

1  _      4  f         jrr 

Um  aber  die  Analere  des  Mittels  111(0, 6;  c)  mit  einem  Mittel 
aus  zwei  Elementen,  das  durch  das  reelle  ganze  elliptische  In- 
tegral erster  Oattung  darstellbar  ist,  deutlicher  hervortreten  zu 
lassen,  wird  m  durch  die  reellen  ganzen  hyperelliptischen  Inte- 
grale erster  Gattung  ausgedrückt  Mit  Benutzung  einer  von  Ja- 
eobi  (Grelle  J.  YIII.  416)  gegebenen  Reduction  gewisser  hyper- 
elliptiseher  Integrale  auf  eine  Summe  und  Differenz  zweier  ellipti- 
scher Integrale^  und  mit  Hülfe  der  Theorie  der  Riemann'schen 
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FÜdien,  ergiebt  si^  folgeades  Benttat:    Setit  naa 


V  = 


fr 


9- 


r  = 


fr 


V. 


(i'<i,r<iX  i-*^  =  r,  i-r  =  p, 


(i+«Xt+«)      fr 


«,(.)=.(.-i)(.--i.)(.+-|,)C+^). 


so  ist 


i^ =  f  '  r 


«i=— ^ 


(»-»,)**, 


»»^-^ 

Im  Folgenden  wird  nan  gezeigt,  wie  diese  DarsteUang  von 
01(0^  6,  c)  sich  omgekehrt  ans  dem  von  Herrn  Borchsrdt  (1.  c. 
p.  617)  gegebenen  allgemeinen  Theoreme  ableiten  lisst  Dazn 
werden  die  Bedingungen  aofgesneht,  denen  die  4  Elemente  des 
Mittels  genügen  mQssen,  damit  die  Nullwerthe  m^^  m,,  m^,  «i^ 
der  ganzen  rationalen  Function,  deren  Quadratwurzel  im  Nenner 
unter  den  bjperelliptischen  Integralen  steht,  die  Gleichung 

iiij  fiij  —  jw,  ffi^  =  0 
erfblleuy   also  die  Integrale  auf  elliptische  Integrale  reducirbar 
sind.  H. 


L.  KöNiGSBKRGER.     VorlesuDgcn  über  die  Theorie  der 
hyperelliptischen  Integrale.  Leipsig.  Tenbner. 

Nachdem  durch  eine  Reihe  von  Abhandlungen  ttber  die 
Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale^  welche  Herr  Königsberger 
in  Borchardf  s  Journal  und  in  den  Math.  Ann.  veröffentlicht  hat 
(s.  F.  d.  M.  VIL  VIU.  IX),  einzelne  damit  zusammenhängende 
Probleme  der  Integralrechnung  ihre  Beantwortung  gefunden, 
stellt  der  Herr  Verfasser  in  dem  vorliegenden  Werke  die  Haupt- 
punkte der  Theorie  der  hyperelliptischen  Integrale  im  Zusammen- 
hange dar^  um  zugleich  eine  Basis  fttr  eine  spätere  eingehendere 
Bearbeitung  der  Theorie  der  hyperelliptischen  Functionen, 
der  durch  Umkehrung  der  hyperelliptischen  Integrale  entstehenden 


^ 


Capitel  2.    Besondere  Fanctionen.  321 

Transcendenten,  zu  haben.  Da  uns  der  hier  zugewiesene  Raum 
eine  ansftthrliche  Besprechung  des  Werkes  nicht  gestattet,  so 
müssen  wir  uns  mit  einer  flüchtigen  Skizzirung  des  Inhaltes 
dieser  Vorlesungen  begnügen;  wir  verweisen  deshalb  den  Leser 
auf  die  eingehende  Inhaltsangabe,  welche  der  Herr  Verfasser 
von  seinem  Werke  in  dem  von  ihm  herausgegebenen  „Reper- 
torium",  IL  202—223  gegeben  hat  Die  Grundlage  der  Theorie 
bilden  die  Riemann'schen  Principien  der  allgemeinen  Functionen- 
theorie,  wie  sie  in  des  Herrn  Verfassers  „Vorlesungen  über  die 
Theorie  der  elliptischen  Functionen"  auseinandergesetzt  worden 
sind.  Gegenstand  der  ersten  Vorlesung  ist  die  Frage,  ob  die 
Lage  und  die  Zahl  der  Unstetigkeitspunkte  auf  einem  oder  beiden 
Blättern  einer  zweiblättrigen  Riemann'schen  Fläche  für  eine  auf 
derselben  eindeutige  algebraische  Function  beliebig  angenommen 
werden  könne,  und  welche  nothwendigen  und  hinreichenden  Be- 
dingungen für  die  Existenz  einer  in  «  und  yR(z)  rationalen 
Function  mit  vorgeschriebenen  Unstetigkeitspunkten  erfüllt  sein 
müssen.  In  der  zweiten  Vorlesung  werden  die  Formen  für  die 
byperelliptischen  Integrale  der  ersten,  zweiten  und  dritten  Gattung, 
nach  Riemann's  Definitionen  aufgestellt,  und  in  der  dritten  Vor- 
lesung wird  da^enige  hyperelliptische  Integral  analytisch  be- 
stimmt, das  in  den  p  Punkten  JSa(a  =  1,  2 ...  v)  wie 

A,l0g(5-  Za)  +  Ba(»  -  ^0)'^  Ca(z  ^  äJ-^+  ...  +  Ka(z  ~  O    *« 

unendlich  wird,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  Summe 

k  Aa    =   0 
0=1 

ist  Dies  führt  zur  Darstellung  des  Dirichlet'schen  Princips  iür 
die  vorgelegte  Fläche.  Hierauf  wird,  in  der  vierten  Vorlesung, 
ein  beliebiges  hyperelliptisches  Integral  auf  drei  Arten  von  Normal- 
integralen reducirt  Die  fünfte  Vorlesung  beschäftigt  sich  mit 
der  Aufstellung  von  Relationen  zwischen  den  Periodicitäts-Moduln 
der  verschiedenen,  zu  derselben  Irrationalität  gehörenden  Integrale, 
Relationen,  wie  sie  von  Legendre  für  die  Periodicitäts- Moduln 
der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung,  von  Weier- 
strass  für  die  der  hyperelliptiscben  Integrale  gegeben  wurden. 
In  der  sechsten  Vorlesung  folgt  nun  das  Aberschc  Theorem  fQr 

Forttcbr.  d.  Math.  X.  1.  21 
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die  hyperclliptischen  Integrale.  Dieses  kann  in  der  Art  ausge- 
drückt werden,  dass  eine  Summe  von  beliebig  vielen  (2ifi— p) 
gleicjiartigen  hyperelliptiscben  Integralen  mit  irgend  welchen 
Grenzen  sieb  als  Summe  von  p  ebensolcben  Integralen  dar- 
stellen lässt,  deren  obere  Grenzen  durch  eine  Gleichung  p^° 
Grades  gefunden  werden,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen 
der  {2m — p)  willkürlich  angenommenen  Grenzen  und  der  zuge- 
hörigen Irrationalitäten  sind.  Dieses  Theorem  ftthrt,  in  der  sie- 
benten Vorlesung,  zu  der  Betrachtung  der  allgemeinsten  alge- 
braischen Beziehungen,  welche  zwischen  hyperelliptischen  Inte- 
gralen für  dieselbe  oder  verschiedene  Riemann'sche  Flächen 
bestehen,  wenn  die  oberen  Grenzen  dieser  Integrale  algebraisch 
miteinander  verknüpft  sind.  Durch  den  Nachweis,  dass  eine 
solche  Beziehung  eine  lineare  Function  der  hyperelliptischen  In- 
tegrale mit  Constanten  Coefficienten  sein  muss,  wird  das  Trans- 
formations-Problem  wesentlich  vereinfacht.  Daran  schliesst  sich 
die  Frage  nach  den  allgemeinsten  Beziehungen  zwischen  hyper- 
elliptischeu  Integralen  derselben  Ordnung  und  algebraisch- loga- 
rithmischen Functionen.  Es  ergiebt  sich  als  Folgerung,  dass  in 
diesen  allgemeinen  Relationen  keine  Umkehrungsfunetionen  der 
Integrale  niederer  Gattungen  auftreten  können.  In  der  achten 
Vorlesung  wird  dann  die  Frage  behandelt,  wann  sich  ein  hyper- 
elliptisches Integral  auf  solche  Integrale  niederer  Ordnung  reda- 
ciren  lässt;  die  vollständige  Beantwortung  dieser  Frage  ist  Imb 
jetzt  noch  nicht  möglich.  Gegenstand  der  letzten  Vorlesung  ist 
die  Multiplication  und  Division  der  hyperelliptischen  Integrale. 

M. 


L.    Königsberger.       Reduction    des    Transformations- 
problems  der  hyperelUptischen  Integrale,     ciebsch  Ann. 

Xra.  540-545. 

In   einer   früheren   Arbeit:    ^Ueber  die   allgemeinsten  Be- 
ziehungen zwischen  hyperelliptischen  Integralen"  (Borchardt  J. 
LXXXI.  193;    s.  F.  d.  M.  VIII.  286)  hatte   der  Herr  Verfasser 
^  gezeigt,   dass,  wenn  zwischen   hyperelliptischen  Integralen  ver- 
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sehiedener  Ordnung  irgend  eine  lineare  Relation  mit  constanteü 
Coefficienten  besteht^  ein  System  von  Differentialgleichungen  von 
der  Form 

existirt.  Im  Vorliegenden  wird  nun  mit  Hülfe  des  Aberschen 
Theorems  dieses  System  durch  ein  anderes  von  der  Form 

ersetzt;  worin  F. ,  Y^j  ...  F«,  die  Lösungen  einer  algebraischen 
Gleichung  darstellen,  deren  Coefficienten  rationale  Functionen 
von  %^  sind,  und 

sieh  als  rationale  Functionen  der  zugehörigen  F-Grössen  und  z^, 
multiplicirt  mit  }^Ä(»j),  ausdrucken  lassen.  M. 


L,  Königsberger.    Ueber  die  Reduction  hyperelHptischer 

Integrale  auf  elliptische.     Borchardt  J.  LXXXV.  273-294. 

Von  der  in  der  eben  besprochenen  Arbeit  gegebenen  Ver- 
einfachong  des  Transformationsproblems  wird  hier  eine  Anwen- 
dung gemacht  auf  die  Herstellung  beliebig  vieler  hyperelliptischer 
Integrale,  die  sich  auf  ebensolche  Integrale  niederer  Ordnung 
zurückführen  lassen.  Die  Reduction  geschieht  nicht  mit  Hülfe 
der  zu  den  Integralen  gehörigen  Thetafunctionen,  sondern  auf 
dem  Wege  der  algebraischen  Transformation,  wie  ihn  Jacobi  für 
die  Reduction  eines  elliptischen  Integrales  auf  ein  anderes  oder 
die  Transformation  der  elliptischen  Integrale  auf  einander  ein- 
geschlagen hat.  Als  einfachste  Fälle  der  gefundenen  Resultate 
ergeben  sich  die  von  Jacobi  und  Hermite  ausgeführten  Re- 
duetionen  (s.  F.  d.  M.  VIII.  278).  M. 
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G.  Janni.     Saggio  di  una  teorica  delle  funzioni  abeliaDi 

d'indice  2.    Acc.  Pontan.  XIX. 


D.  Andre.     Siir  les  d6veloppements  des  fonctions  Al{x)^ 
Ali{x),  Aliix)^   suivant  les  puissances  croissantes  du 

raodule.    0.  R.  LXXXVI   1498-1499. 

Die  Weierstrass'schen  Functionen  lassen  sich  bekanntlich 
sowohl  nach  Potenzen  der  Veränderlichen  x^  als  auch  nach  Po- 
tenzen des  Moduls  h  entwickeln.  Die  Form  der  Coefficienten  in 
der  ersteren  Entwickelung  hat  Herr  Andrä  früher  aufgestellt 
(C.  R.  LXXXV.  1108;  s.  F.  d.  M.  IX.  362).  In  der  vorliegenden 
Note  werden  in  Kurzem  die  Methode  und  die  Resultate  flir  die 
Entwickelung  nach  steigenden  Potenzen  von  k  mitgetheilt.  Die 
Methode  ist  ähnlich  der  für  die  elliptischen  Functionen  X(x)i 
^{x)  angewandten  (s.  oben  p.  311).  Auch  die  Resultate  sind 
analog  den  dort  gegebenen,  nur  weichen  sie  in  Bezug  auf  die 
Bedingungen  für  die  Summation  ab.  Die  Form  für  die  Coef- 
ficienten in  Al(jc)  ist  tlbrigens  schon  früher  von  P.  Joubert  ge- 
geben (C.  R.  LXXXII.;  s.  F.  d.  M.  VIII.  264).  M. 


A.  Cayley.     A  raemoir  on  the  double  ^-functions. 

Borchardt  J.  LXXXV.  214-245. 

Fortsetzung  der  Untersuchungen  Über  Thetafunctionen  zweier 
Argumente  (Borchardt  J.  LXXXIII.  210—233;  s.  F.  d.  M.  IX. 
365  und  366).  Als  Einleitung  werden  in  analoger  Weise,  wie 
dort  die  doppelten  Thetafunctionen,  hier  die  Kreis-  oder  Ex- 
ponentialfunctionen  und  die  einfachen  Thetafunctionen  behandelt 
(s.  oben  p.  309).  Mit  Hülfe  der  Differentialgleichungen  T*'  und 
2'*'  Ordnung  für  die  Functionen  A(u),  B(u),  ii{u),  die  durch  die 
Relationen 

denen  die  Gleichung 

nd'Q-(dny  =  o 
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zugefügt  wirdy  verbunden  sind,  ergiebt  sich  als  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung 

du    ==  r-, 

ya  —  x.o—x 

^a—  X  =  ]^a  —  6 .  cosb  jti,     ^b—x  =  —  }^a— ft.sinh  {u. 

Ebenso  wird  bei  der  Behandlung  der  einfachen  Thetafunctionen 
ausgegangen  von  den  Definitionen 

A  =  ßy'a  — ar,  B  =  ß/6— x,  C=ßj/c— a?,  D=  Si\^d—x^ 
denen  die  Gleichung 

Qd'ii-(dny  =  n*M,    M=\(duy\-'2x*  +  x(a  +  b  +  d)  +  k\ 

hinzugefügt  wird,  wo  die  Constante 

k  ==  a'  +  &'  +  c'  +  d'  — a6— ac  — orf— 6c-W-cd. 

Für  die  Doppel -Thetafunctionen  hat  man  entsprechend  16 
^-Functionen  A^  B,  C,  D,  £,  F,  i4B,  i4C,  AD,  AE,  BC,  BD^  BE, 
CDj  CEy  DEy  denen  eine  C(>- Function  i2  zugesellt  wird  (s.  die 
oben  angefahrten  Referate).  Es  wird  nun  die  Form  der  algebrai- 
schen Relationen  bestimmt,  die  zwischen  diesen  16  Thetafunctionen 
bestehen.  Jede  der  quadratischen  Functionen  A\  ...  C^)',  . . . 
ist  eine  Summe  von  Quadraten  ^  und  wenn  man  4  dieser  qua- 
dratischen Functionen  beliebig  auswählt,  so  lassen  sich  die  12 
übrigen  alle  als  eine  Summe  aus  jenen  vier  Quadraten,  multi- 
plicirt  mit  entsprechenden  Coefficienten,  darstellen.  In  gleicher 
Weise  bilden  die  120  Producte  von  zweien  dieser  16  Functionen 
30  Gruppen,  so  dass,  wenn  man  beliebig  2  aus  jeder  Gruppe  aus- 
wählt, die  übrigen  beiden  in  dieser  Gruppe  lineare  Functionen 
jener  sind.  Im  Folgenden  wird  die  analytische  Darstellung 
dieser  Relationen  vollständig  durchgeführt.  M. 


U.  Weber.  Ueber  die  Transformationstheorie  der  Theta- 
functionen, insbesondere  derer  von  drei  Veränder- 
lichen.   Brioechi  Ann.  (2)  IX.  126-166. 

Durch  Einführung  passender  Variabein  kann  man  stets  eine 
2p-facb  periodische  Function  von  p  Veränderlichen  so  umformen. 


der  itcBe  TVü  tc^u  ^«^ ,  i^  -r,  we^mür  seia,  daaül  die 

:tiM  äch  dncfe  TWlsfoKiMMs  diniriW»  b«e.  Na  viid 
:  FndioB  tnwfaniit  dsitk  £e  SdfaMitatioa 

■i  =  ^0'/r.     4  =  1,  i. ../>;, 

die  Coeffin«iileB  Q',  '\  dena  DclenüuBle  ueU  nnehwiBden 
,  M  n  beftiKBCB  BDd,  da«  die  sese  i^&ek  penodiacbe 

etioB  theahüs  flir  jede  der  Variabda  t^.  r, r^  die  Periode 

\at,  tmd  das  die  anden  Feriodensyxtcaie  C\r  ^•••6^,*) 
für  die  DanteDbarkeit  dnrrh  TbetafimctioD«!  erforderlicheD 
Dgangea  geniigen.     Vosteht  man  nun  nnter 

«.*    (i  =  h2...2p,  i=l.  2. ..2p) 
Selten  Ton  4p'  ganzen  Zahlen,  so  ist 

et  besteben  zwischen  den  a^^  and  fti^  die  linearen  Glei- 
igen: 

den  Bedingungen  6,-,^.  =  fr,.,,  ergeben  sich,  wenn  m  eine  ganxe 
I  ist,  die  Relationen: 

iCo<"ot'')-a(/')aO  =  !±"'  "^•"'  '-''  =  ±P' 
I.P     *"      '  '*  '  0  in  allen  anderen  Fällen. 

Oi.»'  =  l,  2,...  2p) 

Ugt  ein  ZablenBystem  a'*)  dieser  Bedingong,  so  hat  die  Deter- 
mto 
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den  Werth  tiP.  Die  ganze  positive  Zahl  n  heisst  der  Grad  der 
Transformation;  letztere  heisst  linear,  wenn  n=  \  ist.  Nun 
werden  zwei  Transformationen  dureh  wiederholte  Substitution 
zusammengesetzt  zu  einer  dritten: 

(Ä)  =  (P)  CO). 

Wie  bei  Jacobi  fund.  nov.  p.  71,  in  den  elliptischen  Functionen, 
werden  solche  Transformationen  (0),  welche  (P)  zur  Multiplica- 
tion  ergänzen,  zu  (F)  supplementäre  genannt;  und  zwei  Trans- 
formationen (P);  ((?)  heissen  äquivalent,  wenn  die  eine  aus  der 
andern  durch  eine  lineare  Transformation  (B)  entsteht,  so  dass 

(P)  ==((?)(«),        ((?)  =  (P)  (Z?)-i. 

Alle  äquivalenten  Transformationen  bilden  Eine  Classe.  Mit  Hülfe 
des  von  Kronecker  (lieber  bilineare  Formen,  Berl.  Ber.  1866  und 
Borchardt  J.  LXVIII.)  angegebenen  und  schon  von  Clebsch  und 
Gordan  in  der  Theorie  der  Aberschen  Functionen  angewandten 
Verfahrens  wird  dann  ein  möglichst  einfacher  Repräsentant  einer 
jeden  Classe  erhalten.  Eine  so  charakterisirte  Normalform  (JV) 
bat  in  jeder  Classe  nur  Eine  Transformation.  Für  eine  Prim- 
zahl 11,  als  Transformationsgrad,  werden  8  Typen  als  Repräsen- 
tanten der  nicht  äquivalenten  Transformationsclassen  aufge- 
stellt Schliesslich  wird  das  von  Eronecker  (1.  c.)  gefundene 
Resultat  erwiesen,  dass  es  singulare  Werthe  der  Moduln  a,,jb  giebt, 
fOr  welche  die  bi^^  den  entsprechenden  a,^  gleich  werden,  und 
dass  diese  singulären  Moduln  durch  die  Wurzeln  einer  reciproken 
Gleichung  2p*^"  Grades  mit  ganzzahligen  Coefficienten  sich  be- 
stimmen lassen.  Es  existirt  für  eine  gegebene  Transformation, 
fllr  welche  diese  Gleichung  2p"^"  Grades  lauter  von  einander  ver- 
schiedene imaginäre  Wurzeln  hat,  höchstens  Ein  den  Convergenz- 
bedingungen  genügendes  Grössensystem 

"^•'^  ni  ni  ' 

welches  dem  entsprechenden  transformirten  Grössensystem  gleich 
wird;  aber  es  existirt,  wie  Beispiele  lehren,  nicht  immer  ein  solches 
Grössensystem.    Hat  die  Gleichung  2p*''"  Grades  gleiche  Wurzeln, 
dann  können  unendlich  viele  solcher  Grössensysteme  existiren. 
Diese  hier  entwickelten  allgemeinen  Transformationsprinci- 
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pien  werden  nun  auf  die  Thetafunction  dreier  Variabein 

angewendet.    Es  wird  eine  Function  von  der  Form 
betrachtet,  in  welcher  die  homogene  Function  zweiten  Grades 


/(«„    Wj,    Wj)  =  2:2:  Cij,  Ui  Uk 

so  bestimmt  wird,  dass  dieselbe  in  eine  ^-Function  der  Yariabeln 
^19  c'ti  ^8  übergeht.  Nach  Behandlung  der  Transformation  ersten 
Grades  wird  der  Hauptsatz  der  allgemeinen  Transformationstheorie 
bewiesen,  dass  sich  nämlich  die  Function  /7(nj)(tij,  u^,  ti,)  als 
homogene  ganze  rationale  Function  n*^"  Grades  der  Functionen 

darstellen  lässt.  Hierauf  werden  speciell  die  Transformationen 
des  zweiten  Grades  behandelt  und  hier  die  vollständigen  Trans- 
formationsformeln für  die  Repräsentanten  der  135  Transforma- 
tionsclassen  gegeben.  M. 


H.  Weber.     Ueber  gewisse  111  der  Theorie  der  Aberschen 
Functionen  auftretende  AusnahmefäUe.  Clebsch  Ann.  xiii. 

35-48. 

Es  wird  im  Vorliegenden  für  die  einer  besonderen  Classe 
von  algebraischen  Functionen  zugehörigen  algebraischen  Integrale 
und  Thetafunctionen  eine  Reihe  von  Ausnahmeföllen  begründet, 
von  denen  die  speciellsten  die  hyperelliptischen  Functionen  bil- 
den.   Setzt  man  in  die  Thetafunction 

ftlr  die  Moduln  a,^  die  Periodicitätsmoduln  der  Normalintegrale 
erster  Gattung  an  den  Querschnitten  bi  und  für  die  Argumente 
9i  die  um  Constanten  vermehiien  Normaliutegrale  erster  Gattung: 


)i  =    /    dui  —  ßi. 


e 


N 
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WO  By^  zwei  beliebige  Punkte  in  der  (2p-f  0'^^^^^  zusammen- 
hängenden Fläche  T  sind^  und  ^  variabel,  so  entsteht  die 
Function 

€ 

welche  eine  in  der  einfach  zusammenhängenden  Fläche  T'  stetige 
Function  von  ^  ist,  die  entweder  identisch  verschwindet  oder  in 
p  Punkten  tj^,  17,9  ••  •  %  unendlich  klein  von  der  ersten  Ordnung 
wird.    Nun  betrachten  wir  den  Quotienten 


^[A(/d«.-A)].*[A(/d«.+A)] 

dieser  ist  eine  wie  T  verzweigte  Function  von  ^,  die  sich  als 
Quotient  zweier  Functionen  cp,  =  -^,  darstellen  lässt.    Es  wer- 

den  für  die  Grössensysteme  e,  f  derartige  Annahmen  gemacht, 
dass  die  Nullpunkte  des  Zählers  sowohl  als  des  Nenners  paar- 
weise zusammenfallen;  dadurch  entstehen  Functionen  9),  welche 
in  p— 1  Punkten  unendlich  klein  von  der  zweiten  Ordnung  wer- 
den. Die  Quadratwurzeln  aus  diesen  Functionen  werden  „Aber- 
sehe  Functionen^  im  engeren  Sinne  genannt  Wenn  von  den 
2^  Functionen 

^|Ä(y  rfM,~4o,)]    oder    nGi}[h(J^' du,)] 

keine  identisch  für  alle  Lagen  von  e,^  verschwindet,  so  existiren 
2p-i(2p— 1)  AbeFsche  Functionen.  Hier  werden  nun  diejenigen 
Ausnahmefälle,  in  denen  eine  oder  einige  der  Functionen 

*[ft(/^d«,±im,)] 

e 

identisch  verschwinden,  untersucht,  und  das  Verhalten  der  Abel'- 
sehen  Functionen  in  diesen  Fällen  studirt.  Es  ergiebt  sich  der 
Satz:   „Wenn  die  Function 


330 


VII.  Abschnitt    Fanotioneatheorie. 


identisch  fUr  alle  c«,  ^i  yersehwindety  dagegen 

nicht  identisch  flir  alle  «^  ^»  verschwindet,  oder,  was  dasselbe 
ist,  wenn  für  die  Argnmentwerthe  QcJ,,  iOa,...j®p)  die  Func- 
tion &  mit  ihren  sämmtlichen  Derivirten  bis  zur  (m— 1)'*"  Ordnung 
einschliesslich,  aber  nicht  sämmtlichen  Derivirtev  der  m**"  Ord- 
nung verschwindet,  so  entspricht  der  Charakteristik  (a)  ein  ganzes 
System  AbeVscher  Functionen,  welche  linear  und  homogen  mit 
willkürlichen  constanten  Coefficienten  aus  m  solchen  Functionen 
zusammengesetzt  sind.^  Und  umgekehrt:  „Wenn  ein  System 
von  Aberschen  Functionen  existirt,  welches  linear  und  homogen 
mit  willkürlichen  constanten  Coef&cienten  aus  m  linear  unabhän- 
gigen Abel'schen  Functionen  zusammensetzbar  ist,  so  lässt  sich 
eine  Charakteristik  (w)  bestimmen  von  der  Eigenschaft,  dass  die 
Function  ^  sammt  allen  ihren  Derivirten  bis  zur  Ordnung  m— 1 
einschliesslich  verschwindet  für  die  Argumentwerthe 

Die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  die  hyperelliptischen  Functionen 

vom  Geschlecht  p  ergiebt,   dass     ^"^   fZ^'"  ^  Theta- 

1.2. 3. ..p 

functionen  übrig  bleiben,  welchen  keine  Aberschen  Functionen 
entsprechen,  und  diese  müssen  grade  Thetafunctionen  sein, 
welche  für  die  Nullwerthe  der  Argumente  nicht  verschwinden. 
Nun  werden ,  unter  Betrachtung  der  zwischen  den  Functionen  qt 
bestehenden  Relationen,  die  aus  der  Anzahl  und  Beschaffenheit 
der  vorhandenen  Systeme  von  unendlich  vielen  Aberschen  Func- 
tionen sich  ergebenden  Ausnahmefälle  näher  untersucht,  von 
denen  die  hyperelliptischen  Functionen  die  speciellste  Classe  bilden, 
und  es  wird  diese  Untersuchung  für  die  Werthe  p  =  3,  4,  5  ein- 
gehender durchgeführt.  M. 


M.  Nöther.     Ueber  die  Thetafunctionen  von   vier  Ar- 
gumenten.   Erl.  Ber.  1878.  87-91. 

Die  Charakteristiken  der  ^-Functionen  sind  von  Herrn  Weier- 
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strass  so  gruppirt^  dass  sich  hieraus  die  AdditioDstheoreme  für 
die  byperelliptiscben  ^-Functionen  in  einfacher  Form  ergeben. 
Dasselbe  ist  von  Herrn  Weber  ftlr  die  allgemeinen  ^Functionen 
Ton  drei  Argumenten  geliefert  Der  Herr  Verfasser  hat,  von 
algebraischen  Betrachtungen  über  Bertthrungscurven  für  p  =  4 
ausgehend,  solche  vollständigen  Systeme  von  je  8  Charakteristiken 
auch  fbr  die  ^Functionen  von  4  Variabein  aufgestellt.  Die  Ab- 
handlung, deren  Resultate  hier  mitgetheilt  werden,  ist  später 
in  Clebscb  Ann.  erschienen.  M. 


F.    Lindemann.       üeber    eine    Verallgemeinerung    des 
Jacobi'schen  Umkehrproblems  der  Aberschen  Integrale. 

Freib.  Her.  VII-  273-291. 

Es  wird  folgende,  das  Jacobi'sche  Umkehrproblem  erweiternde 
Aufgabe  gelöst:  Es  seien:  Uj,  u^  .,,Up  die  Norraalintegrale  erster 
Gattung  einer  Curve  p**^"  Geschlechts  und  Cj,  v.^  ...  Vp  gegebene 
Grössen;  man  soll  aus  den  p  Gleichungen 

(h  =  1,  2,  . . .  p,) 
in  denen  ^,,  q^,  ...  qp  beliebige  ganze  Zahlen  (^  1)  bedeuten, 
die  oberen  Grenzen  x^,  x^^  ...  Xp  bestimmen.  M. 


F.  Lindemann.  Extrait  d'une  lettre,  concernant  Tappli- 
cation  des  integrales  aböliennes  k  la  gdomdtrie  des 
courbes  planes,  adressde  h  M.  Hermite. 

Ca  Hermitk.  Extrait  d'une  lettre  h  M.  Lindemann 
(Observations  alg^briques  sur  les  courbes  planes). 

F.  Lindemann.  Extrait  d'une  seconde  lettre,  concernant 
Tapplication  etc.,  ä  M.  Hermite.  Borchardt  j.  lxxxiv.  294-305. 

Lindemann  macht  die  Bemerkung,  dass  sich  der  Beweis  des 
Satzes  von  der  Eiiialtung  des  Geschlechts  einer  Curve  bei  ein- 
deutiger Transformation   in   der  Weise  ftthren  lässt,   dass  man 
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die  zur  Transformation  verwandten  Functionen  der  Coordinaten 
nach  Riemann  als  Summen  von  AbeFschen  Integralen  zweiter 
Gattung  darstellt  Die  gleiche  Bemerkung  Iftsst  sich,  wie  Linde* 
mann  in  dem  anderen  Briefe  ausführt,  zum  Beweise  desjenigen 
Correspondenzsatzes  verwenden,  welcher  auf  einer  allgemeinen 
algebraischen  Curve  dem  Chasles'schen  Correspondenzprincip  fllr 
die  gerade  Linie  entspricht. 

In  dem  Antwortschreiben*  beschäftigt  sich  Hermite  mit  der 
Aufstellung  einer  Bedingung  fttr  das  Auftreten  mehrerer  Doppel- 
punkte auf  einer  ebenen  Curve.  Bl. 


E.  Hein£.  Handbuch  der  Kugelfunctionen.  Theorie 
und  Anwendungeo.  Erster  Band,  zweite  umgearbeitete 
und  vermehrte  Auflage.   Berlin,    ö.  Reimer. 

Ch.  Hermitk.     Sur  la  th^orie  des  fonetions  sphdriques. 

C.  B.  LXXXVI.  1515-1519. 

Das  bekannte  Heine'sche  Handbuch  hat  in  der  vorliegenden 
zweiten  Auflage  eine  wesentliche  Erweiterung  und  zum  Theil 
völlige  Umgestaltung  erfahren.  Der  hauptsächlichste  Grund  da- 
für ist  die  erschöpfende  Berücksichtigung  der  zahlreichen,  seit 
dem  Druck  der  ersten  Auflage  erschienenen  Arbeiten  aus  dem 
Gebiete  der  Kugelfunctionen  und  der  verwandten  Functionen. 
Ausserdem  hat  der  Verfasser  hier  auch  viel  eignes  neues  Material 
beigebracht.  Eine  vollständige  Uebersicbt  über  alle  Einzelnheiten 
des  inhaltreichen  Buches  zu  geben,  wtlrde  den  zu  Gebote  stehen- 
den Raum  weit  überschreiten;  Referent  beschränkt  sich  daher 
auf  die  Hervorhebung  einzelner  weniger,  besonders  wichtiger 
Punkte.  Der  Abschnitt  über  die  Kugelfunctionen  der  zweiten 
Art  (Q^(xy)  und  ihre  verschiedenen  Darstellungen  ist  als  eine 
ganz  neue  Arbeit  anzusehen.  Bemerkenswerth  ist  die  Art,  Q  so 
zu  definiren,  dass  diese  Function  für  alle  Werthe  der  Variabein 
eindeutig  wird.  An  Stelle  des  Dirichlefschen  Beweises  iHr  die 
Entwickelung  von  Functionen  zweier  Veränderlichen  nach  Kugel- 
functionen ist  ein  völlig  anderer  getreten,  bei  dem  die  Arbeiten 
von  Dini   benutzt  wurden,   der  aber  in  wesentlichen  Punkten 
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Herrn  Heine  eigenthümlich  ist.  Die  schon  in  der  ersten  Auflage 
Yorhandenen  Capitel  über  die  Lamä'schen  Functionen  sind  erwei- 
tert, nnd  ausserdem  ist  ein  neuer  Abschnitt  über  die  Lamö'schen 
Functionen  der  verschiedenen  Ordnungen  hinzugefligt,  der  auch 
eine  Theorie  der  Kugelfunctionen  höherer  Ordnung  giebt  Zu  er- 
wähnen ist  sodann,  dass  der  Verfasser  eine  ausführlichere  und 
strengere  Begründung  tiberall  dort  giebt,  wo  Formeln,  die  zunächst 
f&r  reelle  Grössen  gelten,  auf  complexe  Yariabele  auszudehnen  sind. 
Neben  der  systematischen  Darstellung  aller  auf  die  Kugelfunctionen 
und  die  Lam^'schen  Functionen  bezüglichen  Untersuchungen  enthält 
das  Buch  noch  grössere  Zusätze  über  trigonometrische  Reihen 
und  ihre  Convergenz  in  gleichem  Grade,  über  hypergeometrische 
Reihen  nnd  über  Kettenbrüche.  In  diesen  Zusätzen,  die  durch 
kleineren  Druck  von  dem  Haupttext  unterschieden  sind,  werden 
die  darin  behandelten  Gegenstände  weiter  geführt,  als  es  ihre 
Beziehung  zu  den  Kugelfunctionen  nöthig  macht,  und  es  findet 
sich  hier  eine  grosse  Zahl  von  interessanten  und  zum  Theil 
neuen  Resultaten.  Endlich  werden  auch  die  hauptsächlichsten 
Formeln  über  Cylinderfunctionen  (Bessel'sche  Functionen)  den 
entsprechenden  Formeln  der  Kugelfunctionen  angereiht,  wobei 
die  ersteren  Functionen  als  Grenze  der  letzteren  für  den  Fall 
auftreten,  dass  der  Index  n  =  90  wird.  Aus  den  Lamä'schen 
Functionen  ergeben  sich  auf  ähnliche  Weise  die  Functionen  des 
elliptischen  Cylinders. 

Der  vorliegende  erste  Band  enthält  nur  die  Theorie,  die 
Anwendungen  sollen  in  einem  besonderen  Bande  später  folgen. 

Der  Aufsatz  des  Herrn  Hermite  enthält  eine  Anzeige  des 
Heineschen  Buches.  Speciell  hervorgehoben  wird  als  etwas  we- 
sentlich Neues  der  Abschnitt  über  die  Lam^'schen  Functionen 
höherer  Ordnung  und  die  Functionen  des  elliptischen  Cylinders. 

Wn. 


F.  Neümann.     Beiträge  zur  Theorie  der  Kugelfunctionen. 
Erste  und  zweite  Abtheilung.    Leipzig.  Teabner. 

Die  erste  Abtheilung  des  Neumann'schen  Buches  beschäftigt 
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sich  mit  der  Darstellung  der  Kugelfunctionen  mittelst  unendlicher 
Reihen  und  bestimmter  Integrale.  Nachdem  die  Kugelfunctionen 
als  particuläre  Integrale  der  bekannten  Differentialgleichung  de- 
finirt  sind,  derart,  dass  sich  die  beiden  Arten  der  Kugelfunctionen 
durch  ihr  Verhalten  in  den  singnlären  Punkten  +\j  —1,  oo  unter- 
scheiden, werden  fftr  die  abgeleiteten  Kugelfunctionen  (so  nennt 
der  Verfasser  die  Kugelfunctionen  mit  2  Indices,  die  bei  Heine  zuge- 
ordnete Functionen  heissen;  die  zugeordneten  Functionen  unter- 
scheiden sich  tlbrigens  von  den  abgeleiteten  durcb  einen  constanten 
Factor,)  nach  der  gewöhnlichen  Methode  aus  der  Differential- 
gleichung zwei  nach  Potenzen  von  (^—1)  fortschreitende  Reihen 

j_ 

— — f— }      0*  der  zweite  Index) 

multiplicirt  sind.  Eine  von  diesen  Reihen  ist  mit  der  Kugel- 
function  erster  Art  Pi^(a;),  die  andere  mit  der  zweiten  Art  0^f(üe) 
gleichwerthigy  d.  h.  unterscheidet  sich  von  diesen  Functionen  nur 
durch  einen  constanten  Factor,  wie  sich  aus  dem  Verhalten  in 
den  singulären  Punkten  ergiebt.  Aus  den  so  erhaltenen  Reihen 
werden  andere  abgeleitet  durch  Vertauschung  von  x  mit  — x, 
von  j  mit  —  j,  von  n  mit  — («  +  1),  resp.  dadurch,  dass  mehrere 
dieser  Vertauschungen,  durch  welche  die  Differentialgleichung 
nicht  geändert  wird,  vorgenommen  werden.  Eß  wird  dann  unter- 
sucht, mit  welcher  der  beiden  Arten  der  Kugelfunctionen  die 
neuen  Reiben  gicichwerthig  sind.  Dabei  ergiebt  sich  nun,  dass 
;|  man  für  die  Kugelfunctionen  erster  Art  zwei  Fälle  unterscheiden 

!  ]|  muss:    1)  der  zweite  Index  j  ist  kleiner  als  der  Hauptindex  n 

oder  ihm  gleich;  2)  n>j\  Für  den  ersten  (gewöhnlich  allein 
untersuchten)  Fall  giebt  es  ein  particuläres  Integral  der  Diffe- 
rentialgleichung, das  in  den  beiden  Punkten  -f  1  und  —1  end- 
lich ist,  Pnj(x),  Im  zweiten  Falle  dagegen  kann  ein  particuläres 
Integral  nur  in  einem  dieser  Punkte  endlich  sein,  während  es 
im  zweiten  unendlich  ist.  Hier  existiren  also  zwei  Functionen, 
Snj(x)  und  T^f{x)  genannt,  deren  erste  für  a?=:-fl  unendlich 
wird,  für  x  =  — 1  verschwindet,  während  die  zweite  umgekehrt 
für  ic  =  —  1  unendlich  wird,  x  =  -{-l  verschwindet.  Die  Constan- 
zen Factoren  dieser  Integrale  werden  so  bestimmt,  dass 


t 
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wird.    Bei  Q^^^ix)  existirt  ein  derartiger  Unterschied  nicht. 

Sodann  wird  gezeigt,  dasB  die  ftlr  die  neuen  Functionen 
8^j{x)y  TnjCpo)  erhaltenen  Reihen  sich  durch  bestimmte  Integrale 
Bummiren  lassen.    Nämlich: 

wobei  P»(»)  die  einfache  Eugelfunctiou,  A  eine  Constante  ist, 
während  der  Integrationsweg  so  zu  wählen  ist,  dass  die  Stelle 
«  =  X  vermieden  wird.  Aus  den  Integralen  werden  neue  Reihen 
ftlr  S^ß(cD)  und  Tnj{x)  abgeleitet,  und  aus  diesen  ergiebt  sich  eine 
zweite  Darstellung  jener  Reihen  durch  bestimmte  Integrale,  näm- 
lich durch  solche  von  der  Form 

X 

Durch  Integrale  von  analoger  Form  lassen  sich  auch  die  Func- 
tionen Pnj(x)  und  Q^)(x)  darstellen.  Schliesslich  werden  die 
Bämmtlichen  Functionen  Pnf{x)j  Qnj(x)^  S^ix)j  T^f(x)  in  Reihen 
nach  steigenden  Potenzen  von  x  entwickelt.  Diese  Reihen  lassen 
«cb  sämmtlich  auf  die  Form  bringen 

(i-x')y{cst^(x)+c,®nj(x)\. 

Die  Reihen  ^^^f  und  @,^,  deren  erste  nur  grade,  die  zweite  nur 
ungrade  Potenzen  enthält,  sind  dieselben  für  alle  4  Functionen. 
Die  Constanten  C  und  C^  ändern  ihre  Werthe,  wenn  mau  von 
einer  Function  zur  anderen  übergeht  Dieselben  sind  entweder 
reell  oder  gleich  einer  reellen  Zahl  mal  log( — 1).  Die  Reihen 
convergiren,  soweit  sie  nicht  endlich  sind,  f&r  x^<:  1 ;  zu  bemerken 
ist,  dass  wegen  des  Factors  log(— 1)  die  Function  On/(«)  för 
«•<  1  vieldeutig  wird.  Auf  imaginäre  Werthe  der  Variabcln 
geht  der  Verfasser  nicht  ein. 

In  einem  Anhange  stellt  der  Verfasser  eine  grosse  Anzahl 
von  recurrenten  Relationen  flir  die  einfachen  und  die  abgeleiteten 
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Kugelfunctioncn  zusammen,  die  zum  Theil  bekanut,  zum  Tbeil 
eine  weitere  Ausführung  von  Bekanntem  sind. 

In  der  zweiten  Abtheilung  wird  die  Aufgabe,  das  Product 
zweier  Kugelfunctionen  in  eine  nach  Eugelfunctionen  fortschrei- 
tende Reihe  zu  entwickeln,  auf  eine  neue  und  einfache  Art  ge- 
löst Es  wird  gezeigt,  dass  ein  solches  Product  einer  linearen 
homogenen  Differentialgleichung  der  vierten  Ordnung  genügt 
Ihre  vier  particulären  Integrale  sind  die  vier  Producte  PpPq, 
QpQq^  PyQqj  PgOpy  wcuu  P  uud  Q  einfache  Eugelfunctionen  der 
ersten  und  zweiten  Art,  p,  q  ihre  Indices  sind.  Andrerseits  kann 
man  jene  Differentialgleichung  durch  eine  nach  einfachen  Eugel- 
functionen fortschreitende  Reihe  integriren  und  erhält  vier  par- 
ticuläre  Integrale  in  anderer  Form.  Die  Vergleichung  beider 
Arten  von  Integralen  giebt  die  gesuchten  Reihen.  Unter  den 
verschiedenen  Anwendungen  auf  specielle  Fälle  ist  die  Entwicke- 

lung  von  logf-j-j — )  in  eine  nach  Eugelfunctionen  P«(a)  ge- 

ordnete  unendliche  Reihe  hervorzuheben.  Ferner  wird  das  Pro- 
duct zweier  abgeleiteten  Eugelfunctionen  ersten  Grades,  z.  B. 
PpX'Pgi  etc.,  sowie  das  einer  Eugelfunction  und  einer  abgeleite- 
ten Eugelfunction  ersten  Grades  in  eine  ähnliche  Reihe  ent- 
wickelt Endlich  werden  verschiedene  Integrale  der  Form  er- 
mittelt 


/ 


-i 


er  — a 


wo  F(z)  eines  der  zuletzt  entwickelten  Producte  ist 


Wn. 


W.  D.  NivEN.     Od  spherical  harmoDics.  Mesaenger  (2)  vii. 

131-136. 

Das  hauptsächlichste  der  hier  bewiesenen  Theoreme  ist  fol* 
gendes:  Ist  V  der  Werth,  den  eine  der  Laplace'schen  Gleichung 
genügende  Function  im  Punkte  x^  y,  z  annimmt;  ist  V^  der 
Werth  derselben  Function  im  Anfangspunkte  der  Coordinaten; 
sind  ferner  F,  F',  die  Werthe  einer  anderen  analogen  Function, 
so  findet  die  Gleichung  statt: 


// 
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t!  t! 


(2i  +  l)!    \dx    dx  '^  By    dy  "^   dz    dz  )    '^'' 

Dabei  ist  die  Integration  links  über  die  Oberfläche  einer  Engel 
erstreckt,  die  mit  dem  Radius  R  nm  den  Anfangspunkt  be- 
schrieben  ist;   -^  V^  bezeichnet  ^-^ — j    etc.,   und   die   Diffe- 

d  d' 

rentiationen  -tt-  etc.  sind  allein  auf  die  Function    F,  -tt—  etc. 

ox  '    dx 

allein  auf  V  zu  beziehen.  Aus  diesem  allgemeinen  Satze  werden 
dann  noch  andere,  als  specielle  Fälle  hergeleitet.  Die  Arbeit  ist 
eine  Fortsetzung  einer  früheren  (Vergl.  F.  d.  M.  IX.  372). 

Glr.  (Wn.) 


J.  C.  Adams.  On  the  expression  for  the  product  of  any 
two  Legendre's  coefficients  by  means  of  a  series  of 
Legendre^s  coefficients.   Proc.  of  London  xxvii.  63-71. 

Der  Verfasser  hat  früher  (Febr.  1873)  den  Satz  gefunden: 
f'p  PPdn  --        1        A(s^m)A(s^n)ACs^p) 


wo 


„,  *  +  i  A(s) 


s=-i(m  +  n  +  p)    und    i4(m)  =  2"'.   ^'f'''^     * 

1  .^ ...  TU 


-^-   il(m)il(-i)    • 

Der  Satz  wurde  unabhängig  auch  1874  von  Herrn  Ferrers 
entdeckt  und  ist  in  seinen  ^Spherical  harmonics^  London  1877 
publicirt  Cly.  (0.) 


J.  ToDHUNTER.    Notc  on  Legendrc's  coefficients.   Proc.  of 

London  XXVIL  381-383. 

Enthält  einen  kürzeren  Beweis  des  Adams'schen  Satzes  über 

Fortnhr.  d.  Math.  X.  1.  :22 


838 


VII.  Abschoitt    Fanotionentheorie. 


das  Integral    /  PmPnPpdp.  Das  Integral  war,  wie  der  Verfasser 


— i 


bemerkt,  schon  in  einer  Dissertation  von  N.  C.  Schmidt  (Brüssel 
18ö8)  behandelt;  dort  war  die  Untersuchung  aber  zu  keinem 
einfachen  Resultat  gelangt  Cly.  (0.) 


RscARY.     Sur  las  fonctions  qui  naissent  dn  d^veloppe- 
ment  de  Texpression 

(1— 2ax  +  a'o*)      ^    . 
0.  R.  LXXXVL  114-116. 

EscARY.     Sur  les  fonctions  qui  naissent  du  d^veloppe- 
ment  de  Texpression 


(1— 2aaj  +  a'o«)   ^   . 
0.  B.  LXXXVL  1451-1454. 

EscARY.     Bemarque  relative  k  deux  intögral^s  obtenues 
par  Lamd  dans  la  th^orie  analytique  de  la  chaleur. 

C.  B.  LXXXVII.  646-648. 

Aus  der  bekannten  Entwickelung  des  Ausdrucks 

(1— 2ax  +  a'a')-* 
nach  Potenzen  von  o  (durch  welche  Entwickelung  die  einfachen 
Kugelfunctionen  erster  Art  definirt  werden)  leitet  der  Verfasser 
durch  f-roalige  Differentiation,   resp.  durch  (Z+l)- malige  Inte« 
gration  nach  x  die  Entwickelung  von 

resp.  von 


(l-2aa:  +  a'a*)  ^   , 
ab.    Den  Coefficienten  von  o"  in  diesen  Beihen   bezeichnet  er 

mit  X|^Vh  ,  resp.  mit  X^*\i+i  .    Fftr  diese  Functionen  ergeben 

sich  sofort  Darstellungen  als  vielfache  Differentialquotienten.  Dann 
werden  die  Differentialgleichungen  angegeben,  denen  diese  Func- 
tionen genügen,  sowie  Becursionsformeln  f&r  je  drei  solcher 
Functionen   mit   auf  einander  folgenden  Indices  fi.    Diese  Re- 
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saltate  sind  nicht  neu,  sondern  finden  sich  schon  bei  Gauss  und 
in  der  nachgelassenen  Arbeit  von  Jacobi  über  die  hyper- 
geometriscbe  Reibe  in  Borchardt's  J.  LVI. ;  (vergl.  auch  Heine, 
Eugelfunctionen,  zweite  Auflage,  sowie  F.  d.  M.  IX.  374).  Einige 
weitere  vom  Verfasser  aufgestellte  Sätze  sind  falsch.  Es  ist 
nicht,  wie  der  Verfasser  meint 


/ 


■^V\,+,  .x^'W,  dx  =  0, 


— a 

sondern 


y^"^V  w+i  .X^%^t  (a'-x'ydx  =  0. 


— a 


Ein  ähnlicher  Fehler  findet  sich  bei  der  Function  ^i^\ ,  sowie 

bei  den  Werthen  der  analogen  Integrale  ftlr  n  =  y. 

Es  folgt  eine  Bemerkung  über  die  Wurzeln  der  Gleichung 

X^^  =  0,  wenn  X^^  der  Coefficient  von  a*  in  der  Entwickelung 
Ton  (1— 2aa?  +  a'a')"  ist.   Je  nach  der  Realität,  resp.  der  Grösse 

der  Wurzeln  lassen  sich  die  XS^^  in  fttnf  Kategorien  theilen. 

In  dem  dritten  Aufsätze  zeigt  der  Verfasser,  dass  sich  zwei 
Ton  Lam6  in  seinen  „Le^ons  sur  les  fonctions  inverses'^  p.  255  ge- 
gebene Ausdrücke  auf  obige  Functionen  X^^^si+i  mit  reellen  oder 

imaginären  Argumenten   reduciren.     Uebrigens   wiederholt  sich 
hier  der  oben  bemerkte  Fehler.  Wn. 


EscARY.     Sur  une   proposition  de  Didon.    C.  r.  lxxxvi. 

1014-1017. 

Durch  Specialisirung  einer  von  Herrn  Didon  in  den  Nouv. 
Ann.  (2)  XI.  96  gegebeneu  Formel  erhält  der  Verfasser  die  Ent- 
wickelung der  Function 
[l-2a(A,+A,+  ...  +  Ä,> 

nach  steigenden  Potenzen  von  a,  und  die  Goefficienten ,  die  mit 
f*  3/4-1    bezeichnet  werden,  sind   ganze  Functionen  von  a:,   die 

""      2 

22* 
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analoge  Eigenschaften  mit  denen  haben,  die  Lamö  bei  der  Be^ 
Stimmung  der  stationären  Temperaturen  im  Innern   eines  drei- 
achsigen Ellipsoids  eingefthrt  hat    Sie  genügen  einer  linearen 
Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 
(iA]  +  Al+"  +  Al--vx')y''^2v(li-l)xy'+yn(n-{-2l  +  l)y  =  0; 

und  zwischen  3  auf  einander  folgenden  Polynomen  F'_  w-n  y  in 

2 

denen  /  constant  bleibt,  findet  eine  lineare  Relation  statt 

Hr. 


Lord  Rayleigh,     On  the  relation  between  the  functions 
of  Laplace  and  BesseL   Proc.  L.  M.  s.  ix.  61-64. 

Dass  die  Bessersche  Function  «/^(s)  die  Grenze  der  Kugel- 
function  P"  Tcos  — j  fttr  n  =  c»  ist,  ist  zuerst  von  Mehler  ge- 
zeigt, und  die  analogen  Formeln  f&r  die  Besserschen  Functionen 
mit  anderen  ganzzahligen  Indices  sind  von  Heine  abgeleitet 
(cf.  F.  d.  M.  I.  p.  147).  Diese  Formeln  reproducirt  der  Verfasser 
der  vorliegenden  Arbeit;  ohne  die  oben  genannten  Quellen  anza* 
geben.  Er  zeigt  weiter,  dass  man  auch  gewisse,  die  Besserschen 
Functionen  betreffende  Recursionsformeln,  z.  B.  die  Formel 

und   ähnliche,   aus  den  analogen  Formeln  f&r  Kugelfunctionen 
durch  Grenzbetrachtungen  ableiten  kann.  Wn. 


Worms  de  Romilly.     Note  sur  rint^gration  de  rdquation 


dx*  X      dx 

Liouville  J.  (3)  lU.  177-187. 

Weder  die  in  der  vorliegenden  Arbeit  gegebenen  Resultate, 
noch  die  Methode  der  Ableitung  sind  neu.  Elas  Hauptresultat, 
dass  die  im  Titel  genannte  Gleichung  stets  ein  Integral  der 
Form  hat 

COS  (x  cos  «?)  %mf  to  dw, 
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ist  nichts  Anderes,  als  die  längst  bekannte  Darstellung  der 
BessePschen  Fanctionen  in  Form  eines  bestimmten  Integrals 
(denn  es  ist  F  =  C^-^i^Jj^Ca;),  wo  C  eine  Constante,  J  die 
Besselscbe  Function  mit  dem  Index  ^/u  ist).  Das  Resultat  wird 
bier  dadurch  abgeleitet,  dass  für  das  obige  Integral  und  drei 
analoge,  die  durch  Vertauschung  der  Functionen  Sinus  und  Co- 
sinus unter  dem  Integral  entstehen,  Recursionsformeln  gebildet 
werden,  aus  denen  die  Differentialgleichung  folgt.  Auch  diese 
Art  der  Ableitung  ist  nicht  neu;  u.  A.  geht  Lommel  in  seinen 
Studien  über  BesseFsche  Functionen  ebenfalls  von  der  Definition 
jener  Functionen  durch  das  obige  Integral  aus.  Auch  die  weiter 
gegebenen  Reihenentwickelungen  der  oben  genannten  Integrale, 
so¥Fie  die  Darstellung  von  V  in  der  Form 

V  =  Äcosaj  +  ÄjSina?, 

wo  R  und  jR,  gewisse  Potenzreihen  bezeichnen,  sind  längst  be- 
kannt Wn. 


Achter  Abschnitt. 

Reine,  elementare  und  synthetische 

Geometrie. 

Capitel  L 
Principien  der  Geometrie. 

E.  Netto.     Beitrag  zur  Mannigfaltigkeitslehre. 

Borchardt  J.  LXXXVI.  263-208. 

Im  LXXXIV.  Bande  von  Borcbardt*s  J.  hat  Herr  6.  Cantor 
(s.  F.  d.  M.  IX.  379)  nachgewiesen,  dass  eine  Mannigfaltigkeit 
von  n  Dimensionen  und  eine  solche  von  m  Dimensionen  unter 
gegenseitiger  Eindeutigkeit  auf  einander  bezogen  werden  können. 
Der  Nachweis,  dass  diese  Beziehung  nicht  zugleich  stetig  sein 
kann,  bildet  den  Inhalt  der  vorliegenden  Arbeit  Dem  gleichen 
Ziele  strebten  bereits  die  Herren  Lüroth,  Jürgens  und  Thomae 
auf  dem  Wege  zu,  dass  sie^die  Stetigkeit  der  Beziehung  zu  Grunde 
legten  und  daraus  die  Existenz  der  Mehrdeutigkeit  folgerten.  Hier 
wird  aus  gleichzeitiger  Annahme  der  Eindeutigkeit  und  Stetigkeit 
ein  Widerspruch  gegen  die  letztere  gefolgert.  Der  Gedankengang 
des  Beweises,  der  zuerst  fUr  ein,  zwei  und  drei  Dimensionen 
aus  Raumanschauungen,  dann  nach  Feststellung  der  Begriffe  eines 
Gebildes  r*^«"  Dimension,  der  Grenze  eines  Gebildes  u.  s.  w.,  all- 
gemein geführt  wird,  ist  im  Wesentlichen  folgender:  Zu  Grunde 
^elegt  wird  das  Princip;    „In  einer  Mannigfaltigkeit  r»«"  Grades 
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wird  jedes  Gebilde  r'*"*  Grades  darcb  ein  anderes  von  geringerem 
Grade  begrenzt;  in  einer  Mannigfaltigkeit  (r-f-l)**^"  Grades  fällt 
jedes  Gebilde  r*<^"  Grades  mit  seiner  Grenze  zusammen.^  Nimmt 
man  nnn  in  der  Mannigfaltigkeit  (r  +  l)*^'*  Grades,  welche  ein- 
deutig nnd  stetig  auf  diejenige  r*^"  Grades  bezogen  sei,  ein  Ge- 
bilde 9.  r*^"  Grades  an,  so  bildet  es  sich  in  der  Mannigfaltigkeit 
r*^"  Grades  als  ein  Gebilde  §[  r*^"  Grades  ab.  Letzteres  wird 
durch  ein  Gebilde  geringeren  Grades  begrenzt.  Von  einem  Punkte, 
der  zu  Sl  gehört,  kann  man  zu  einem  nicht  zu  Sl  gehörigen  Punkte 
auf  stetigem  Wege  nur  gelangen^  wenn  man  die  Grenze  von  §[ 
überschreitet  Dieser  entspricht  ein  gewisses  Gebilde  a  in  der 
Mannigfaltigkeit  (r4- 1)'"""  Grades.  Bei  stetiger  Abbildung  könnte 
man  also  auch  von  einem  zu  Sl  gehörigen  Punkte  zu  einem  nicht 
zu  9  gehörigen  nur  gelangen ,  wenn  man  das  Gebilde  a  über- 
schreitet, denn  Entsprechendes  findet  für  §[  statt  Aber  %  ist  in 
allen  Punkten  seine  eigene  Grenze  gegen  den  Rest  der  Mannig- 
faltigkeit (r+l)*^"  Grades.  Also  kann  man  von  einem  zu  % 
gehörigen  Punkte  zu  einem  nicht  zu  %  gehörigen  gelangen,  ohne 
das  Gebilde  a  zu  überschreiten.  Mithin  kann  die  Stetigkeit  der 
Abbildung  nicht  stattfinden.  B.  K. 


G.  B.  Halsted.     ßibliogiaphy  of  hyperspace  and  non- 
euclidian  geometr j.   Am.  J.  i.  262-276,  384-385. 

Enthält  in  chronologischer  Folge  Titel  und  kurze  Inhalts- 
angabe der  wichtigeren  Schriften,  welche  ^seit  Gauss  und  Bolyai 
bis  zam  Jahre  1878  über  allgemeine  Raumtheorien  erschienen 
sind.  V. 


S.  Newcomb.  Note  on  a  class  of  transformations  which 
snrfaces  may  undergo  in  space  of  mpre  than  tbree 
dimensions.   Am  J.  I.  1-4. 

Herr  Zöllner  hat  gelegentlich  in  seinen  wissenschaftlichen 
Abhandlungen   auf  Bewegungspbänomene   hingewiesen,   welche 
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unter  ZiiluIfiraiahiDe  eiiier  yi^tai  Dimeiisioii  mOglidi  sein  würden. 
Der  Yerfiuser  giebt  ein  weheres  Bei8[»el  za  diesen,  indem  er 
anter  der  genannten  Yoranss^znng  an  dem  Fall  einer  nnendlich 
dünnen  Kogelsehale  matliematiaeh  erlänteit,  wie  eine  gesehlossene 
materielle  FUehe  dordi  reine  Bi^;ang  so  deformirt  werden  kann, 
dass  die  innere  Seite  mit  der  äusseren  yertanscht  wird.        V. 


W.  KiLLiNG.     Ueber  zwei  Baumformen  mit  constanter 

Krfimmmig.    Borchardt  J.  LXXXYL  72-83. 

Herr  S.  Newcomb  hatte  (Borchardt  J.  LXXXTII.  S.  293)  anf 
sjrnthetischem  Wege  die  Existenz  eines  Baumes  constanter  posi- 
tiver Krümmung  nachgewiesen  (vgl.  F.  d.  M.  IX.  381,  VUL  313) 
in  welchem  die  Gerade  ausnahmslos  durch  zwei  Punkte  bestimmt 
ist,  die  Ebene  durch  eine  Gerade  in  ihr  nicht  zerlegt  wird,  u.  s.  w. 
Herr  Killing  zeigt  nun,  Ton  den  Beltrami'schen  Ausdrücken  far 
die  Mannigfaltigkeit  constanten  (positiven)  Krümmungsmasses 
ausgehend,  dass  in  demselben  zwei  (und  nur  zwei)  verschiedene 
Baumformen  enthalten  sind,  je  nachdem  man  festsetzt,  dass  Punkte 
mit  verschiedenen  Coordinaten  unter  gewissen  Umständen  als 
identisch  angesehen  werden  sollen  oder  nicht,  von  denen  die  erste 
den  Charakter  der  Greometrie  auf  der  Kugel  trägt,  die  zweite 
mit  der  von  Herrn  Newcomb  untersuchten  übereinstimmt,  auf 
welche  Herr  Klein  bereits  früher  (Glebsch  Ann.  VI.  S.  125,  s.  F. 
d.  M.  V.  p.  271)  hingewiesen  hatte.  V. 


G.   Battaglini.      Suir   affinitä  circolare  non  -  euclidea. 

Battaglini  G.  XVL  256-263. 

Die  Transformation  durch  reciproke  Badien  (Möbius'sche 
Kreisverwandtschaft)  in  der  Ebene  stellt  sich  bekanntlich  im 
projectiviscben  Sinne  als  eine  solche  dar,  bei  der  doppelte  Be- 
rührung eines  Kegelschnittes  mit  einem  festen  Kegelschnitte  eine 
invariante  Beziehung  ist.  Verfasser  entwickelt  analytisch  diese  Trans- 
formation, erläutert  die  geometrische  Gonstruction  entsprechender 
Punkte  und  beweist  schliesslich  die  Unveränderlichkeit  des  Doppel- 


V 


^ 
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yerbältnisses ,  d.  b.  die  Gleichheit  der  Winkel,  welche  vou  ent- 
sprechenden Gurven  gebildet  werden.  V. 


G.  Frattini.     Un  caso  particolare  del  teorema  dei  nove 

punti  di  Feuerbach,    sua  generalizzazione  iiella  geo- 

metria  non  euclidea.  Battaglini  G.  XVI.  298-305. 

Schi. 


A.  Genocchi.     Sur  un  memoire  de  Daviet  de  Foncenex 
et  sur  les  g^omdtries  non  euclidiennes.    Mem.  di  Torioo 

(3)  XXIX.  1877,  Darboux  Bull.  (2)  II.  207-209. 

Ans  dem  dem  Referenten  vorliegenden  Bericht  in  dem  Dar- 
boux'schen  Bulletin  ist  nur  ersichtlich,  dass  der  erste  Theil  der 
Arbeit  sich  im  Anschluss  an  eine  Abhandlung  von  Daviet  de 
Foncenex  mit  der  Zusammensetzung  der  Kräfte  beschäftigt,  wäh- 
rend der  2.  Theil  einer  Kritik  der  nicht-euklidischen  Geometrie 
gewidmet  ist  0. 


V.  Schlegel,     Ueber  die  geometrische  Darstellung  des 
Imaginären  vom  Standpunkte  der  Ausdehnungslehre. 

Schlomilch  Z.  XXIU.  141-157. 

Herr  Schlegel  ist  von  Seiten  der  Ausdehnungslehre  zu  einer 
Auffassung  des  Imaginären  gelangt,  welche  ihm  die  Forderung 
des  Zusammenhanges  zwischen  dem  geometrisch  Reellen  und 
Imaginären  besser  zu  erfüllen  scheint,  wie  die  bisherige.  Imagi- 
näre Punkte  einer  Geraden  in  der  Ebene  sind  hiemach  die  sym- 
metrisch zu  derselben  gelegenen  Punkte.  Diese  Auffassung  deckt 
sich  mit  der  Gauss'-Möbius'schen  Repräsentation ;  sie  ist  zugleich 
in  den  Elementen  der  Functionentheorie  längst  gebräuchlich.  Da- 
gegen muss  Referent  die  Behandlung  des  Imaginären  im  Räume 
als  verfehlt  bezeichnen.  Die  dreifach  unendlich  vielen  Punkte 
des  Raumes  können  nicht  mehr  die  oo^  imaginären  Punkte  der 
Ebene  zur  Darstellung  bringen,  und  der  eingeschlagene  Gesichts- 
punkt muss  hier  nothwendig  in  Widerspruch  mit  der  massgeben- 
den analytischen  Theorie  gerathen.  V. 
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P,  Appell.     Sur  une  repr^entation   des  points  imagi- 
naires  en  g^om^trie  plane.   Omnert  Arch.  LXI.  359-361. 

Herr  Appell  stellt  den  imaginären  Punkt  der  Ebene 
durch  den  ^umpunkt 

dar.  Da  keine  Anwendung  dieser  Darstellung  gegeben  wird,  so 
ist  der  Zweck  derselben  um  so  weniger  ersichtlich,  als  dabei  un- 
endlich vielen  imaginären  Punkten  der  Ebene  derselbe  Punkt  des 
Raumes  entspricht.  V. 


Capitel  2. 
Continuitätsbetrachtungen  (Analysis  situs). 

C.  L.  Landre.      Over  veelvlakkige  lichamen.    Nienw  Arch. 

IV.  194-199. 

Kurze  Betrachtung  des  Theorems  von  Euler  über  Vielflache, 
in  welcher  gezeigt  wird,  unter  welchen  Bedingungen  dieses  Ge- 
setz giltig  ist/ und  welchen  Beziehungen  die  Vielflache  unter- 
worfen sind,  für  welche  das  Euler'sche  Theorem  nicht  gilt 

G. 


E.  Hess.     Vier  archimedeische  Polyeder  höherer  Art. 

CaBsel.  Th.  Kay. 

Der  Verfasser  setzt  hier  seine  Untersuchungen  über  gleich- 
eckige und  über  gleichflächige  Polyeder  von  höherer  Art-2iahl 
fort  (cfr.  die  Referate  in  den  früheren  Bänden  des  Jahrbuches). 
Er  leitet  hier  als  Beispiele  die  beiden  höheren  Arten  des  Tria- 
kontaeders  und  die  beiden  diesen  polar  entsprechenden ,  gleich- 
"".ckigen  Polyeder  ab.    Ein  Triakontaeder   ist  ein  von  30  con- 
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graenteD  Rhomben  begrenztes  Polyeder,  dessen  Flächen  in  glei- 
chem Abstände  senkrecht  auf  den  Kantenaxen  eines  regulären 
Ikosaeders  oder  Pentagon  -  Dodekaeders  stehen.  Von  seinen 
32  Eeken  sind  12  regulär  fünfflächig,  den  Ecken  eines  Ikosaeders 
entsprechend,  und  20  regulär  dreiflächig,  den  Ecken  eines  Do- 
dekaeders entsprechend.  Um  aus  diesem  Körper  erster  Art  die 
Triakontaeder  höherer  Art  abzuleiten,  verfährt  der  Verfasser  zuerst 
nadi  einer  schon  früher  auseinandergesetzten  Methode,  indem  er 
nämlich  auf  einer  der  Grenzflächen  die  Schnittlinien  der  sämmt- 
liehen  übrigen  Grenzflächen  constmirt,  wodurch  er  in  der  Ebene 
der  Zeichnung  die  Grenzflächen  der  möglichen  gleichflächigen 
Körper  höherer  Art  erhält.  Nach  dieser  Methode  findet  der  Ver- 
fasser die  genaue  Beschreibung  von  noch  2  Triakontaedern,  von 
denen  das  eine  3*^%  das  zweite  7*^'  Art  ist.  Am  Schluss  wird 
noch  eine  zweite  Methode  der  Herleitung  angedeutet.  Man  kann 
nämlich  das  dem  Triakontaeder  erster  Art  polar  entsprechende 
gleicheckige  (12+20>flächige  30-Eck  aus  dem  regulären  Ikosa- 
eder  und  Dodekaeder  dadurch  gewinnen,  dass  man  das  eine  die 
Ecken  des  anderen  abstumpfen  lässt,  bis  die  Kanten  des  abge- 
stumpften Polyeders  verschwinden.  Ganz  ebenso  resultiren  die 
beiden  neuen  Polyeder  3*^"  und  7**"^  Art,  wenn  die  Ecken  eines 
Poinsot'schen  12-flächigen  Stern- 12-Ecks  S'*'"  Art  resp.  die  Ecken 
eines  Poinsot'schen  20-flächigen  Stern- 12-Ecks  7^**'  Art  durch  die 
Flächen  eines  regulären  Dodekaeders  bis  zum  Verschwinden  der 
Kanten  abgestumpft  werden.  Seht. 


A.  Badourbaü.    Sur  las  figures  isocMes.   c.  R.  lxxxyii. 

823-825. 

Die  Note  ist  ein  kurzgefasster  Auszug  aus  einer  grösseren, 
der  Akademie  vorgelegten  Arbeit  über  convexe  und  stemartige, 
gleichflächige  Polyeder.  Die  Arbeiten  von  Poinsot  und  Bertrand 
über  dieses  Gebiet  werden  erwähnt,  die  von  Hess  in  Marburg 
nicht  Ausser  einer  Aufzählung  der  behandelten  Körper  findet 
man  in  der  Note  auch  eine  Besprechung  der  der  Euler*schen 
Formel  analogen  Formeln,   welche  die  Art-Zahl  des  Polyeders 
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enthalten.  Unter  Art  eines  Polyeders  versteht  man  bekanntlich 
die  Zahl  der  Kugel-Bedeckungen,  welche  man  erhält,  wenn  man 
die  säromtlichen  Flächen  nach  einander  von  einem  innerhalb 
gelegenen  Punkte  aus  auf  eine  umschliessende  Kugel  projicirt. 

Seht 


Capitel  3. 

Elementare  Geometrie  (Planimetrie,  Trigonometrie, 

Stereometrie), 

Fr.  Polster.     Geometrie  der  Ebene.    Würzburg,  suudinger. 

Der  Verfasser  führt  in  seiner  kleinen  Schrift  die  Geometrie 
bis  zum  Äbschluss  der  Parallelentheorie,  in  der  Absicht,  durch 
Annahme  des  Bertrand'schen  Winkelbegriffes  und  durch  Umände- 
rung des  neunten  euklidischen  Axioms  das  elfte  Axiom  entbehr- 
lich  oder  beweisbar  zu   machen.     Die  Theorie  des  Verfassers 
beansprucht,  in  sich  ohne  jeden  Widerspruch  und  ohne  jede  Lücke 
zu  sein.  Die  Gerade  wird  definirt  als  eine  Linie,  welche  zwischen 
jeden  beliebigen  2  in  ihr  liegenden  Punkten  eine  einzige  mög- 
liche Lage  hat.    Der  Winkel  ist  jeder  von  beiden  Ausschnitten, 
in   welche  eine  Ebene  durch  zwei  von  demselben  Punkte  aus- 
laufende Strahlen  getheilt  wird.    Parallele  Gerade  sind  solche, 
deren  Bichtungen  in  derselben  Ebene  liegen,  ohne  einander  za 
schneiden.    An  Stelle  des  achten  und  neunten  Axioms  Euklid's 
treten  folgende  Grundsätze:    1)  Was  in  irgend  einer  möglichen 
Lage  mit  Anderem  sich  deckt,  ist  einander  gleich.    2)  Was  in 
keiner  möglichen  Lage  mit  Anderem  sich  deckt,  was  jedoch  als 
Ganzes  in  irgend  einer  möglichen  Lage  das  Andere  als  Theil 
enthält,  ist  grösser  als  sein  Theil.  Ausführlich,  scharf  und  wohl- 
geordnet ist  die  Longimetrie  behandelt,  ebenso  die  Beziehungen 
der  Geraden  und  der  Ebene;   den  wichtigsten  Theil  bildet  die 
Theorie  der  Convergenz  und  des  Parallelismus.    Der  Verfasser 
stellt  10  Criterien  der  Convergenz  (von  denen  das  fünfte  dem 
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elften  Axiom  Euklid'B  entspricht)  und  4  Griterien  des  Parallelis- 
mus  auf.  Die  Parallelentheorie  wird  übrigens  noch  auf  zwei 
andere,  in  der  Ordnung  sich  unterscheidende ,  im  Princip  unter 
sich  und  mit  der  ersten  Darstellung  übereinstimmende  Arten  be- 
handelt —  Dem  Versuche  des  Verfassers  kann  die  Anerkennung 
nicht  versagt  werden,  dass  seine  Deductionen  in  sich  geschlossen, 
Tollständig  und  möglichst  einfach  sind.  Aber  auch  er  muss  zu- 
geben,  dass  ohne  Annahme  eines  besonderen  Axioms  in  der 
Parallelentheorie  nicht  auszukommen  ist.  Deswegen  eben  formt 
er  das  neunte  Axiom  Euklid's  um.  Beseitigt  wird  also  durch 
seine  Theorie  die  Schwierigkeit  nicht.  Ein  unbeweisbarer  Rest 
bleibt  auch  hier.  Nur  in  der  Beschränkung  also,  dass  die 
Schwierigkeit  in  einen  Punkt  zusammengedrängt,  und  die  Dar- 
stellung vereinfacht  wird,  können  wir  dem  Verfasser  beistimmen, 
mit  dem  über  das  Einzelne  (z.  B.  gerade  Linie,  Winkel)  zu  rechten, 
hier  nicht  der  Ort  ist  Mi. 


Dietrich.     Anfangsgründe  der  Geometrie  mit  besonde- 
rer Berücksichtigung   der  parallelen   geraden  Linien. 

Pr.  Greiffenberg  i.  P. 

Der  Verfasser  will  seine  Ansichten  über  die  Fundamente  der 
Geometrie  darlegen.  Seine  Auseinandersetzung  zerfällt  in  eine 
Einleitung  und  vier  Paragraphen:  von  den  ebenen  Figuren,  der 
(Kongruenz,  den  ebenen  Winkeln  und  den  parallelen  Geraden. 

Der  Begriff  des  Raumes  entsteht  ihm  durch  Beobachtung  be- 
wegter Gegenstände.  Aus  dem  mit  Materie  erfüllten  Raum  ab- 
strahirt  man  den  mathematischen  Raum.  Aus  dem  Raumbegriff 
wird  der  des  Körpers,  aus  diesem  der  der  Fläche,  aus  diesem 
der  der  Linie  und  aus  diesem  endlich  der  des  Punktes  abgeleitet 
Eine  gerade  Linie  ist  der  Weg  eines  Lichtstrahles  in  demselben 
Mittel;  da  der  Lichtstrahl  aus  dem  Unendlichen  kommend  und 
in*s  Unendliche  gehend  vorgestellt  werden  kann,  so  ist  auch  die 
gerade  Linie  unendlich.  Eine  Linie,  bei  welcher  kein  Theil 
gerade  ist,  heisst  krumm.  Eine  Ebene  ist  eine  Fläche  von  der 
Beschaffenheit,  dass  jede  gerade  Linie,  welche  durch  2  Punkte 
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derselben  geht,  ganz  in  dieselbe  hineinfallt.  Theilt  man  eine 
Ebene  dnreh  eine  gerade  Linie,  so  nennt  man  jeden  der  beiden 
Theile  einen  Flächenstrahl.  £in  Winkel  ist  ein  Theil  der  un- 
endlichen Ebene,  welcher  dnrch  2  von  einem  Ponkte  ausgehende 
Strahlen  eingeschlossen  wird.  Das  Mass  eines  Winkels  ist  die 
anendliche  Ebene  selbst,  oder  ein  bestimmter  Thdl  derselben. 
Ein  rechter  Winkel  z.  B.  ist  der  vierte  Theil  der  nnendliefaen 
Ebene.  Ein  Flächenwinkel  ist  ein  Theil  des  nne&dlidien  Raumes, 
welcher  durch  2  von  einer  Geraden  ausgehende  FlädienstrahleB 
eingeschlossen  ¥rird.  Es  giebt  vier  fiaumbegriffe:  Baum,  Fläche, 
Linie  und  Punkt,  und  fUnf  Baumgrössen:  KOrper,  Figuren,  Seiten 
ebene  Winkel  und  Flächenwinkel. 

Die  Entwickelung  der  Planimetrie  geht  aus  von  der  Bestim- 
mung des  iV-Ecks,  JV-Seits  und  des  Kreises.  Congruent  heissen 
zwei  Figuren,  wenn  alle  gleichliegenden  Stücke  beider  Figuren 
der  Beihe  nach  gleich  sind  und  nach  derselben  Bichtung  liegen. 
Die  Sätze  von  der  Congruenz  der  Polygone  beruhen  auf  den  zwei 
Sätzen,  dass  gleiche  gerade  Seiten  und  dass  gleiche  gerade  Winkel 
congruent  sind.  Aus  der  Congruenz  der  Polygone  wird  die  der 
Dreiecke  und  der  Kreise  resp.  Kreistheile  gefolgert  Die  Lehre 
von  den  ebenen  Winkeln,  die  sich  an  die  Congruenzsätze  an- 
schliesst,  umfasst  die  Sätze  von  den  Winkelpaaren  mit  Ausschluss 
des  Begriffs  der  parallelen  Linien,  die  Sätze  von  der  Summe  der 
Aussen-  und  Innenwinkel  des  Polygons  und  die  hieraus  gezogenen 
Folgerungen  fQr  das  Dreieck  und  die  Winkel  am  Kreise.  Die 
Theorie  der  parallelen  Geraden  wird  eingeleitet  mit  dem  Satz: 
Wenn  2  gerade  Linien  auf  einer  dritten  senkrecht  stehen,  so  sind 
beide  überall  gleich  weit  entfernt.  Hieran  schliesst  sich  die  De- 
finition: zwei  gerade  Linien,  welche  in  einer  Ebene  liegen  und 
überall  gleich  weit  von  einander  entfernt  sind,  heissen  parallel. 
Das  Ganze  beschliesst  eine  Herleitung  der  bekannten  Sätze  von 
den  Gegenwinkeln  etc.  —  So  weit  der  Verfasser.  —  Ob  Viele 
dem  Wunsche  desselben,  seine  Ansichten  günstig  aufzunehmen, 
entsprechen  werden,  erscheint  dem  Beferenten  zweifelhaft.  Ihm 
scheinen  dieselben  zum  mindesten  wenig  in  sich  zusammenbän-- 
^end.   Von  vornherein  ist  ein  unbestimmter  und  fehlerhafter  Be- 
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griff  der  Unendlichkeit  zn  Grande  gelegt.  Hierauf  gründet  sich 
dann  der  Begriff  des  Winkels;  der  Satz  von  der  Samme  der 
Aussenwinkel  eines  Polygons  wird  durch  die  Behauptung  er- 
wiesen: „das  Endliche  kann  das  Unendliche  weder  vermehren 
noch  vermindern^.  Wie  sein  Wiukelbegriff  mit  dem  Winkel  einer 
allseitig  begrenzten  Figur  in  Zusammenhang  gebracht  werden 
soll,  sagt  der  Verfasser  nicht  Der  Begriff  der  Diagonale  ist 
gegen  die  Definition  auch  auf  das  vollständige  iV-Seit  angewandt 
Der  Begriff  Sichtung  begegnet  uns  in  der  Definition  der  Con- 
gruenzy  ohne  vorher  abgeleitet  zu  sein.  Ob  die  Definition,  die 
d^  Verfasser  von  der  geraden  Linie  giebt,  von  Jemand  für 
mathematisch  gehalten  wird,  weiss  ich  nicht  Dass  der  Verfasser 
die  Sätze  von  den  Parallelen  wirklich  bewiesen  hat,  scheint  mir 
zweifelhaft.  Mi. 


W.  FiEDLBR.    Sulla  riforma  dell'  insegnamento  geometrico. 

BattagliDi  0.  XVI.  243-256. 

Dieser  Artikel  ist  nur  eine  Uebersetzung  einer  Abhandlung 
Fiedler's  (Wolf  2.  XXII.  82  —  97;  s.  F.  d.  M-  IX.  396-397). 
Angehängt  sind  der  Uebersetzung  von  Torelli  drei  Briefe  Fiedler's 
an  den  Uebersetzer,  in  denen  Fiedler  ausspricht,  dasa  er  eine 
Amalgamirung  der  euclidisohen  Oeometrie  mit  der  descriptiven 
für  anthunUch  hält  Er  fordert  f&r  den  Unterricht  erst  einen 
Corsus  nach  Euelid,  dann  einen  in  der  descriptiven  Geometrie. 
Zugleich  macht  er  auf  seine  Behandlung  der  Lehre  von  der 
Symmetrie  aufmerksam.  Mi. 


B.  Hoppe.     Rein  geometrische  Proportionslehre.   Grunert 

Arch.  LXn.  153-164. 

Der  Verfasser  geht  von  der  Ansicht  aus,  dass  die  Gründung 
der  Lehre  von  den  Linienproportionen  auf  Messung  und  die 
Hineinziehung  der  Irrationalzahl  in  dieselbe  weder  nothwendig 
noeh  vortheilhaft  sei,  dass  somit  eine  rein  geometrische  Ableitung 
der  Proportionslehre   ein   methodischer   Fortschritt  sein   würde. 
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Bucht  diese  Verbeasernng  der  Methode  auf  zwei  Wegen  z\x 
eichen.  Zuerst  leitet  er  die  Aehnlicbkeitslehre  von  der  Gleicb- 
t  der  Wiukel  nnd  von  dieser  die  Lehre  tod  den  Linien- 
iportionen  ab.  Pandamentalsatz  ist  hierbei:  Sind  to  eiaem 
snen  Viereck  die  4  Winkel,  welche  eine  Seite  mit  den  2  an- 
säenden Seiten  nnd  den  Diagonalen  bildet,  gleich  den  ent- 
echenden  4  Winkeln  in  einem  andern  Viereck,  so  sind  auch  die 
Bprecbenden  4  Paar  Winkel  in  beiden  gleich,  welche  die  Gegen- 
%  mit  denselben  4  Geraden  bildet  Dieser  Satz  ist  nur  mit  Hilfe 
iger  stereometischer  Voraussetzungen  beweisbar.  Als  Definition 
'  Aebniiehkeit  ergiebt  sich:  Zwei  Vielecke  sind  einander  ähn- 
I,  wenn  alle  von  Seiten  and  Diagonalen  an  den  Ecken  ge- 
leten  Wiokel  im  einen  Vieleck  den  in  gleicher  Ordnung  cnt- 
echenden  im  andern  gleich  sind.  Die  Definition  der  Pro- 
tionalität  folgt  dann  aas  dem  zweiten  Satz  von  der  Aebniiehkeit 

Dreiecke  (Satz  6  p.  157):  Aas  2  Paar  entsprechenden  Seiten 
ilicher  Dreiecke  lassen  sich  ähnliche  Dreiecke  mit  beliebigen 
ikeln  zwischen  ihnen  bilden.  Zwei  Paar  Strecken,  die  dieBe 
enschafl  haben,  heissen  proportionirt  Bieraos  ei^ben  eich 
liesslich  rein  geometrisch  die  LehrsStze  tod  den  Proportionen 
.  der  Begriff  des  Verhältnisses,   sowie  weitere  Beziehungen 

Aehnlicbkeit. 

Der  zweite  Weg,  den  der  Verfasser  einsohlägt,  be^nnt  mit 

Definition  der  Proportionalität:  Vier  Strecken  in  bestimmter 
benfolge  bilden  eine  Proportion,  wenn  das  Rechteck  aus  der 
en  und  vierten  gleich  dem  Rechteck  aus  der  zweiten  nnd 
ten  ist.  Hier  ergeben  sich  die  bekannten  Sätze  von  den 
portiouen  sehr  einfach,  aber  der  Satz:  Die  Strecken,  welche 
i  Parallelen  auf  den  Schenkeln  eines  beliebigen  Winkels  be- 
izen, stehen  in  gleichem  Verhältuisa,  muss  wiederam  anf  den 
idamentalsatz  der  ersten  Methode,  mitbin  auf  stereometrische 
auBsetzangen  zurttckgefßhrt  werden.  Mi. 


TTiG.      Flanitnetrische  Fundamental -Constructioneo, 
tUHgefUbrt  mit  dem  Lineal.    Pr.  Zeits. 
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Der  matbematiscbe  Unterricht  in  den  oberen  Klassen  der 
Gymnasien  und  Bealscbulen  leidet  vielfacb  an  einer  Ueberfttlle 
algebraischer  Rechnungen,  und  der  Sinn  für  räumliche  An- 
schauung wird  zu  wenig  geweckt  Die  neuere  Geometrie  bietet 
gegen  diese  Einseitigkeit  ein  gutes  Gegengewicht  vermöge  der 
EigenthQmlichkeit  ihrer  Methode,  sie  geht  auf  Massverbältnisse 
nur  in  so  weit  ein,  als  dieselben  sich  aus  der  gegenseitigen  Lage 
der  Gebilde  selbst  ergeben.  Der  Unterricht  soll  auch  diese  Seite 
berücksichtigen  und  auf  die  Behandlungsweise  der  geometrischen 
CoDstructionsaufgaben  im  Sinne  der  Geometrie  der  Lage  .auf- 
merksam machen.  Von  diesen  in  der  Einleitung  ausgesprochenen 
Gesichtspunkten  ist  die  Schrift  abgefasst.  Sie  enthält  in  12  Ab- 
schnitten reichhaltigen  Uebungsstoff,  nämlich  die  Construction 
der  harmonischen  Punkte  und  Strahlen  mit  Anwendungen  auf 
das  Parallelogramm,  die  Construction  der  Pole  und  Polaren; 
Aufgaben  über  die  Aehnlichkeitspunkte  zweier  Kreise  und  die 
Aefanlichkeitsaxen  dreier  Kreise,  endlich  Aufgaben  über  das  voll- 
ständige Sehnen-  und  Tangentenvierseit.  Alle  Constructionen 
sind  nur  mit  dem  Lineal  ausgeführt  und  die  nöthigen  Er- 
läuterungen vorausgeschickt.  Schi. 


W.  W.  Johnson  and  C.  Ladd.     Solution  of  a  problem. 

Aoalyst  V.  29-31. 

Beweis  des  bekannten  Satzes:  A^,  Ä^;  B^^  B^;  C,,  C,  seien 
drei  Paare  von  Punkten  in  einer  Ebene,  dergestalt,  dass  die  drei 
Geraden  A^Ä^^  ^i^ti  ^1  ^3  ^^^^  iQ  einem  gemeinsamen  Punkte 
0  schneiden;  femer  mögen  sich  B^C^  und  £,C,  in  a  schneiden, 
dann  liegen  a,  6,  c  in  einer  geraden  Linie,  wobei  6  und  c  die 
analoge  Bedeutung  von  a  haben.  Glr.  (0.) 


H.  Eggbrs.     A  problem  and  its  Solution.  Analyst  v.  I8i-183. 

Die  Aufgabe  heisst:  L,,  L,,  L,  seien  drei  gegebene  gerade 
Linien  und  A^^  A^,  A^  drei  gegebene  Punkte  in  ihnen.     Man 

Fortaohr.  d.  Math.  X.  2.  23 
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soll  eine  gerade  Linie  ziehen,  die  L, ,  L,,  L,  in  drei  Punkten 
Bj,  Bj,  ß,  so  schneidet,  dass  A^B^  ^  Ä^B^  =  ^a^j« 

Glr.  (0.) 


A.  Sykora.     Neue  Ableitung  der  Pythagoräischen  Lehr- 
sätze.   Grnnert  Arch.  LXI.  447-448. 

Einige  Folgerungen  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke,  die 
durch  das  auf  die  Hypotenuse  gefällte  Loth  entstehen.        O. 


E.  W.  Hydm.    Proposition  in  transversals.  Analyst  V.  113-115. 

Eine  Transversale  OY  sei  in  dem  Dreieck  ^0C  so  gezogen, 
dass  sie  die  Seiten  in  P^,  P,,  P,  schneidet  Von  einem  Punkte 
0  auf  der  Transversale  trage  man  die  Entfernungen  OF^  OP', 
OF"  (entweder  alle  auf  derselben  Seite  von  0  wie  resp.  P„  P„ 
P,  oder  entgegengesetzt)  ab,  so  dass 

OP,  .OF  =  OP,.OFf  =  OP, . OP"  =  const. 
Dann  schneiden  sich  FA^  F^B,  F^'C  in  einem  Punkte.     Dieser 
Satz  wird  bewiesen  und  auf  den  speciellen  Fall  angewandt,  wo 
ABC  ein  einem  Kegelschnitt  eingeschriebenes  Dreieck  ist 

Glr.  (0.) 

H.  Franke.     Sätze  aus  der  neueren  Geometrie.  Pr.  Alteobarg 

Die  Arbeit  enthält  in  sechs  Abschnitten  die  bekannten  Sätze 
über  die  Dreieckstransversalen,  die  harmonischen  Verhältnisse, 
Pole  und  Polaren,  Ghordalen  und  dergleichen  mehr.       Sohl« 


M.  Baker.     A  coUection  of  proofs  of  tbe  relation 

r'  +  r''  +  r"*  —  r  =  4Ä. 
Analyst  Y.  82-86. 

r',  r'',  r'''  sind  die  Radien  der  angeschriebenen,  r  und  R 
die  des  eingeschriebenen  und  umgeschriebenen  Kreises.  Der 
Verfasser  stellt  11  von  ihm  gesammelte  Beweise  zusammen. 

Glr.  (0.) 


N 
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W.  Fuhrmann,   üeber  den  Neunpunktekreis  des  Dreiecks. 

Gronert  Areh.  LXII.  218-220. 

Ein  lediglich  aaf  den  harmonischen  Eigenschaften  des  Kreises 
bernhender  Beweis,  dass  der  Nennpunktekreis  den  Inkreis  des 
Dreie<^  berOhrt  Der  Berührungspunkt  wird  auf  folgende  Weise 
konstmirt:  Die  Mittelpunkte  der  Seiten  BC,  CA  und  AB  sind  mit 
Ol  fr,  c,  die  BerQhrungspunkte  des  Inkreises  mit  den  Seiten  mit 
o^,  V^  c'  bezeichnet  M  ist  der  Schnittpunkt  von  ab  und  a'V  und 
D  der  Schnittpunkt  von  BM  und  AC.  Die  von  D  an  den  Inkreis 
gezogene  Tangente  berOhrt  denselben  im  Punkte  d,  welcher  zu- 
gleich der  Berührungspunkt  mit  dem  Neunpunktekreise  ist 

Schi. 


P.  Mennesson.     Sur  le  cercle  des  neuf  points. 

N.  0.  M.  IV.  241-242. 

Es  sei  ABC  ein  Dreieck,  JT,  M',  M"  die  Mitten  der  Seiten, 
S  der  Schnittpunkt  der  Höhen,  iV,  iV',  iV"  die  Mitten  von  Sil, 
SB,  SC  und  0  der  Mittelpunkt  des  umschriebenen  Kreises.  Die 
Eigenschaften  des  Neunpunktekreises  können  ohne  Schwierigkeit 
gefunden  werden,  indem  man  NM'^N'SM'OMN"  als  Projection  eines 
Parallelepipedons,  das  in  S  mit  der  Pyramide  SABC  eine  körper- 
liche Ecke  gemeinsam  hat,  auf  die  Ebene  ABC  betrachtet  und 
dann  die  diesem  Parallepipedon  umschriebene  Kugel  berücksichtigt- 

Mn.  (0.) 


B.  F.  Davis.  Geometrical  investigation  of  the  distance 
between  the  centres  of  the  iuscribed  and  nine-point 
cercles  of  any  triangle.   Edac.  Times  xxx.  99. 

Elementare  geometrische  Sätze  über  diese  Entfernungen. 

0. 


F.  Reidt.     Ein   weiterer "  Beitrag  zu  den  Kleinigkeiten 
aus  der  Schulstube.    Hoffmann  z.  ix.  267-274. 

23» 
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Enthält  Lehrsätze  und  Aufgaben  über  Hdhenabschnitte,  Ab- 
ständig der  Mittelpunkte  der  Berührungskreise  des  Dreiecks. 

0. 


TowNSEND,  R.  Tücker,  E.  Rütter.     Solutions  of  a  que- 

Stion   (5479).    Educ.  Times  XXIX.  60-52. 

Wenn  man  über  einem  Paar  gegenüberliegender  Seiten  eines 
Quadrates  Kreise  zeichnet,  so  schneiden  sich  die  Polaren  der  Punkte 
der  einen  Diagonale  in  Bezug  auf  die  beiden  Kreise  auf  der 
anderen  Diagonale,  und  die  4  Tangenten  von  dem  Punkte  sind 
harmonische  Strahlen.  O. 


L.  W.  Meech  and  D.  J.   McAdam.      Demonstration  of 

a  propOsition.    Analyst  V.  8,  87-88. 

ABCD  sei  ein  in  einen  Halbkreis  beschriebenes  Viereck,  AB 
der  Durchmesser.  Es  wird  bewiesen,  dass  AB^  BCj  CD,  DA 
proportional  sein  müssen  den  reciproken  Werthen  von  r,  a,  /},  /, 
wo  r  der  Radius  des  einem  Dreieck  einbeschriebenen  Kreises, 
a,  ß,  y  die  Entfernungen  seines  Mittelpunktes  von  den  Eckpunkten 
desselben  sind.  GIr.  (0.) 


G.  Eastwood.     A  question   and  its  Solution.    Analyst  V. 

50-51. 

Gegeben  sind  die  4  Seiten  eines  Vierecks;  man  bestimme,  ob 
es  in  einen  Kreis  einbeschrieben  werden  kann.        Glr.  (0.) 


K.  MiLiNOwsKi.     üeber  einen  geometrischen  Satz. 

Sohlomilch  Z.  XXUI.  139-140. 

Wenn  r  und  q  die  Radien  der  um  resp.  in  ein  Viereck  ge- 
zeichneten Kreise  und  d  ihre  Centrale  ist,  so  gilt  die  Gleichung 

oder 

2Q\r'  +  d')=:{r'—dy.  M. 
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L.  F.  M.  Terrbira.     Sobra  uu  problema  di  geometria. 

Joro.  8C.  matb.  e  astr.  L  102-104,  138-137. 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  über 
das  Dreieck  und  Viereck  von  Ch.  Ladd,  D*  Edwardes, 
J.  O'Regan,  A.  W.  Ca  VE,  R.  F.  Davis,  W-  J.  C.  Sharpe, 
Evans,  R.  Rawson,  D.  J.  McAdam,  W.  F.  S.  Long, 
W.  J.  C.  Miller,  Cochez,  H.  Murphy,  E.  Rütter, 
J.  F.  Wilson,  E.  W.  Symons,  A.  Buchheim,  A.  Escott, 
G,  G.  Storr,  Townsend,  S.  Constable,  F.  D.  Thom- 
son, S.  RuGGERo,  Johnson,  8.  A,  Renshaw,  T.  Morley 

finden   sich   Educ.  Times  XXIX.  34,  40,  53,  80,  109;    XXX.  26, 

32,  62,  62,  64,  72,  76,  77,  91. 

0. 


W.  H.  Preuss.     Ueber  einen  das  Sehnenfünfeck  betref- 
fenden Satz.    Schldmilch  Z.  XXIIL  194-195. 

Wählt  man  auf  zweien,  sich  in  einem  Punkte  B  schneidcDden 
Geraden  die  beliebigen  Strecken  BA  und  BC,  und  errichtet  auf 
den  Mitten  m^  und  m^  dieser  Strecken  die  beiden  Lethe  DE  und 
DF,  Yon  deuen  ersteres  die  Gerade  BC  in  E  und  letzteres  die 
Gerade  AB  in  jP  schneidet,  so  liegen  die  5  Punkte  Z>,  A,  £,  F,  C 
auf  einem  Kreise.  M. 


R.  Hoppe.     Bestimmung  der  Vielecke  durch  die  Winkel 
zwischen    Seiten    und    Diagonalen.     Grunert  Arch.  LXI. 

439-444. 

Sind  in  einem  n-Eck  alle  Diagonalen  gezogen,  so  gehen  von 
jedem  Eckpunkte  («— 1)  Gerade  aus,  welche  i(n--l)(ft  — 2) 
Winkel  mit  einander  bilden.  Es  entstehen  also  an  den  n  Ecken 
zusammen  in(n— l)(n— 2)  Winkel,  von  denen  2(n— 2)  Winkel 
unabhängig  sind  und  zur  Bestimmung  der  übrigen  ausreichen. 
Dazu  sind  !(»— 2)(n*-  n— 4)  Relationen  erforderlich,  von  welchen 


k- 


358     VIII.  Abschnitt.    Reine,  elementare  a  synthetische  Geometrie. 

4(«  — 2)(n*— 2w — 1)  Relationen  linear,  die  übrigen  K«  — 2)(« — 3 
aber  nicht  linear  sind.  Unter  den  linearen  giebt  es  i(n—  l)(ii — 2 
Relationen  zwischen  den  Winkeln  eines  Dreiecks;  die  flbrigei 
^n(n  — 2)(n  — 3)  beziehen  sich  auf  Winkel  mit  gemeinschaftlichen 
Scheitelpunkte.  Von  den  12  Winkeln  eines  Vierecks  sind  ^ 
unabhängig;  und  nur  eine  von  den  8  erforderlichen  Belationei 
ist  nicht  linear.  Es  empfiehlt  sich  die  4  an  einer  Diagonale  de 
Vierecks  liegenden  Winkel  (a),  (/}),  (/),  (d)  als  unabhängige  aus 
znwählen  und  den  Winkel  {k)  zwischen  den  beiden  Diagonalei 
als  Hilfswinkel  einzuführen.  Werden  die  Cotangenten  diesei 
Winkel  mit  denselben    Buchstaben    aber    ohne   Klammern    be 

zeichnet,   so  ist  h  = ^ -^-    die    einzige   transcendenti 

'  a-\-ß  +  y  +  d 

Vierecksrelation.  Die  übrigen  Viereckswinkel  «ind  linear  am 
den  vier  gegebenen  und  dem  Hilfswinkel  zu  berechnen.  Im  Viel- 
eck bilden  zwei  benachbarte  Eckpunkte  A  und  B  mit  je  zwei  dei 
übrigen  ein  Viereck,  so  dass  l(n--2)(n— 3)  Vierecke  über  der 
Seite  AB  entstehen.  Für  dieselben  ist  die  Auswahl  der  unab* 
faängigen  und  Hilfswinkel  zu  modificiren,  wie  im  letzten  Theile 
der  Abhandlung  auseinandergeseitzt  wird.  Schi. 


P.  Meütznkr.     Sätze  über  reguläre  Polygone.  Ciebech  Ann. 

XIII.  66G-571. 

Beschreibt  man  zwei  concentrische  Kreise  mit  den  Radien 
Ä  und  r,  so  ist  die  Summe  der  n*'"  Potenzen  der  Perpendikel, 
welche  man  von  den  Eckpunkten  oder  Berührungspunkten  eines 
dem  ersten  Kreise  ein-  bez.  umgeschriebenen  regulären  Polygons 
von  m  Seiten  auf  eine  der  Tangenten  des  zweiten  Kreises  fällen 
kann,  eine  constante  Grösse.  Dieser  Satz  ist  eine  Folgerung  aus 
einem  allgemeineren  in  dieser  Abhandlung  bewiesenen  Satze. 

Schi. 


G.  Dostor.  Nombres  relatifs  des  polygones  r^guliers 
de  n  et  de  2»  cötds,  suivant  que  n  est  an  nombre 
impair  on  un  nombre  pair.    QrunertArch.  LXli.  148-158. 
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G.  Dostor.  Recherche  des  systfemes  de  deux  polygones 
r^galiera  ^toil^,  inscrits  dans  le  m^rne  cercle,  qui 
8ont  tek  que  la  surface  de  Tun  seit  le  double  de  la 

SUrface  de  l'autre.     Granert  Arch.   LXL  407-410. 

Die  Fläche  eines  regalären  2fi-Eck8  von  der  Gattung  n—2 
(n  angrade)  ist  doppelt  so  gross  als  die  Fläche  des  regulären 

M-Ecks  von  der  Gattung  — - — ,  welches  mit  dem  2n'Eck  dem- 
selben Kreise  eingeschrieben  ist.  Schi. 


G.  Dostor.     Inscription  dans  le  cercle  des  quatre  poly- 
gones r^guliers  de  trente  cöt^s.  Nouv.  Aod.  (2)  xviii.  370-374. 

G.  Dostor.     Inscription   dans  le  cercle  des  polygones 
r^guliers  de  15,  30,  60,  120,  etc.  cot^s.      Calcul  des 

CÖt^.    Granert  Arch.  LXY.  103-111. 

Die  regulären  Fünfzehneeke  sind  in  vier  verschiedenen  Gat- 
tungen vorhanden,  deren  Gattungszahlen  1,  2,  4  oder  7  sind. 
Die  regulären  Dreissigecke  sind  von  der  Gattung  1,  7,  U  oder 
13;  u.  s.  f.  Die  Formeln  ftir  die  Seiten  dieser  Polygone  sind  an- 
gegeben. Aus  der  Vergleichung  der  Formeln  ergeben  sich  mannig- 
fache Beziehungen,  lieber  die  Gattungen  der  regulären  Vielecke 
siehe  die  in  Grunert  Arch.  59,  37.5—387  (s  F.  d.  M.  VUI.  331) 
enthaltene  Arbeit  desselben  Verfassers:  Les  polygones  rayonn^s 
et  les  polygones  ötoilte.  Schi. 


Weill.     8ur  les  polygones  inscrits  et  circonscrits  k  la 

fois   ä  deux   cercles.    Liouville  J.  (3)  IV.  265-305. 

Die  Abhandlung  zerfällt  in  zwei  Theile.  In  dem  ersten 
Theile  ist  die  Aufgabe,  die  Relation  zwischen  den  Radien  A,  r 
der  beiden  Kreise  und  der  Distanz  d  ihrer  Mittelpunkte  zu  finden, 
welche  stattfinden  muss,  damit  ein  Polygon  von  n  Seiten  ABC . . . 
dem  einen  Kreise  eingeschrieben  und  zugleich  dem  andern  um- 
schrieben werden  könne,   vollständig  und  mit  einfachen  Hilfs- 
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niitteln  gelöst.  Dazu  entwickelt  der  Verfasser  einige  Sätze  über 
dasjenige  Polygon,  welches  durch  die  auf  dem  innem  Kreise  lie- 
genden Berührungspunkte  aßy  . . .  gebildet  wird.  Ich  führe  die 
beiden  wichtigsten  an:  Das  Centrum  der  mittleren  Entfernungen 
von  m  aufeinander  folgenden  Eckpunkten  des  Vielecks  aßy  ... 
(m<ii)  beschreibt  einen  festen  Kreis,  wenn  das  Polygon  ABC  *.. 
auf  den  beiden  Kreisen  sicfi  fortbewegt  Wenn  das  Polygon 
aßy  ...  sich  schliesst,  so  bleibt  es  auch  während  des  Weiter- 
rückens der  Figur  stets  geschlossen  und  das  Gentrum  der  mitt- 
leren Entfernungen   aller  n  Eckpunkte   bleibt  fest.     Wird   zur 

Abkürzung  a  =  -5-  und  »  =  -^ — ^^  gesetzt,  so  haben  die  er- 

wähnten  Relationen  für  das  3-,  4-,  5-  und  6-Eck  folgende  Form: 
a=  1;  a«(|  +  a*)  =  2;  a«Ä«+Ä«-a  +  l  =0;a'Ä*  +  5*(l  +  a*)  =  3. 
In  dem  zweiten  Theile  der  Arbeit  werden  noch  manche  beson- 
deren Eigenschaften  der  Polygone,  welche  zwei  Kreisen  zugleich 
ein-  und  umgeschrieben  sind,  bewiesen;  darunter  befindet  sich 
auch  der  bekannte  Satz  für  ein  Polygon  mit  2n  Seiten:  Die 
Schnittpunkte  je  zweier  Gegenseiten  liegen  auf  einer  und  der- 
selben Geraden^  welche  während  des  FortrQckens  der  Figur  un- 
verändert bleibt,  und  die  Hauptdiagonalen  schneiden  sich  in 
einem  und  demselben  festen  Punkte.  Schi. 


G.  Darboüx.     Sur   un   problfeme  de  g^om^trie  61^men- 

taire.    Darboax  Bull.  (2)  IL  298-304. 

Aus  einem  ebenen  oder  windschiefen  Polygon  von  n  Seiten 
bilde  man  ein  zweites,  indem  man  die  Mittelpunkte  der  Seiten 
der  Reihe  nach  verbindet;  aus  diesem  Polygon  durch  dieselbe 
Construction  ein  drittes  und  so  fort.  Die  Polygone  in  dieser 
unbeschränkten  Reihe  werden  immer  kleiner  und  dabei  immer 
mehr  ebenen  halbregulären  Vielecken  ähnlich,  welche  in  Ellipsen 
eingeschrieben  sind,  während  die  Eckpunkte  sämmtlich  einem 
und  demselben  Punkte  sich  nähern,  welcher  das  Centrum  der 
mittleren  Entfernungen  der  Eckpunkte  des  ursprünglichen  Poly- 
gons ist.  Schi. 
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J.    Petersen.     Et    Par   geonietriske   Sätniger.     Zeathen 

Tidsskr.  (4)  IL  178-180. 

Einige  zum  Tbeil  bekannte  Sätze  und  Gonstroctionen  über 

r 

Kreise  und  zugehörige  Gerade.  Gm. 


L,  Mack.     üeber  den  in  der  Definition  der  Potenzlinie 
enthaltenen  Kreis.   Oronert  Arch.  lxil  405-422. 

Die  Aufgabe:  „Den  geometrischen  Ort  eines  Punktes  zu 
finden  9  dessen  Potenzen  mit  Bezug  auf  zwei  gegebene  Kreise 
einander  gleich  sind/  fllhrt,  wenn  man  die  betreffenden  Potenz- 
werthe  nicht  sowohl  als  absolut  gleich,  wie  auch  als  algebraisch 
gleichartig  betrachtet,  auf  eine  gerade  Linie.  Zieht  man  aber 
auch  nicht  gleichartige  Werthe  in  Betracht,  so  gelangt  man  zu 
einem  kreisförmigen  Ort,  den  der  Verfasser  als  Chordalkreis  be- 
zeichnet. Ueber  diesen  wird  eine  Anzahl  von  Sätzen  bewiesen 
nnd  seine  Anwendbarkeit  an  der  Aufgabe  erläutert:  Gegeben 
4  Punkte  AB,  aß  beliebig  auf  einer  Geraden.  Man  soll  auf  der- 
selben alle  die  Punkte  X  ermitteln,  fllr  welche  das  Rechteck  aus 
XA  und  XB  gleich  dem  Rechteck  aus  Xa  und  Xß  ist.        0. 


H.  M.  Taylor.     On  the  porism  of  the  ring  of  circles 

tOUChing  tWO  circles.     Meesebger  (2)  VII.  148-150. 

Soll  in  einem  Ring  yon  Kreisen  jeder  die  benachbarten  auf 
beiden  Seiten  und  gleichzeitig  immer  zwei  ursprtlngliche  Kreise 
berühren,  so  heisst  die  Bedingung  dafür: 

mc'  =  (a  — iM6)(aw  — 6), 
wo  a  und  6  die  Radien  der  ursprünglichen  Kreise  sind  und  c 
ihre  Centrale  ist,  und 

1  +  sin  — 
n 
m  =  . 


1  fr 

1  — sm  — 
n 


wo  n   eine   rationale,    aber  nicht  nothwendig   auch  eine  ganze 
Zahl  ist    Bruchwcrthe  von  n  müssen  auf  ihre  kleinste  Form  ge- 
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bracht  werden.  Der  Zähler  bezeichnet  dann  die  Anzahl  von 
Kreisen,  die  den  Ring  bilden,  der  Nenner  die  Zahl  von  voll- 
ständigen  Cykeln,  die  diese  Kreise  in  Beziehung  auf  die  nr- 
sprUnglichen  Kreise  bilden.  Der  Satz  wird  durch  Inversion  be- 
wiesen. Glr.  (0) 


W.  W.  l^AYLOR.     On  the  ring  of  circles  touching  two 
circles,  and  kindred  porisms.    MesseDger  (2)  Vil.  167-170. 

Die  Note  bezieht  sich  anf  die  obige  Arbeit  des  Herrn 
H.  M.  Taylor  und  enthält  eine  Ausdehnung  auf  den  Fall,  in  dem 
einer  der  ursprtlnglichen  Kreise  nicht  in  den  andern  einge- 
schlossen ist.  Es  finden  sich  einige  Diagramme  zur  Erläuterung 
der  verschiedenen  Formen.  Herr  W.  W.  Taylor  dehnt  das  Re- 
sultat auch  auf  den  Fall  aus,  wo  ein  körperlicher  Ring  einen 
Ring  von  n  Kugeln  so  enthält,  dass  jede  Kugel  den  körperlichen 
Ring  längs  eines  Kreises  und  die  folgenden  Kugeln  auf  beiden 
Seiten  berührt  Durch  Inversion  erhält  er  folgenden  Satz:  „Wenn 
in  einer  binodalen  Gydide  ein  Ring  von  n  Kugeln  so  beschrieben 
werden  kann ,  dass  jede  die  zwei  anliegenden  und  auch  die 
Gyclide  längs  eines  Kreises  berOhrt,  dann  kann  eine  beliebige 
Zahl  von  solchen  Ringen  von  Kugeln  beschrieben  werden^  ab- 
brechend mit  irgend  einer  Kugel,  die  die  Gyclide  so  (entweder 
innerlich  oder  äusserlich)  berührt  Die  Zahl  der  Kugeln  in 
jedem  Ring  eines  solchen  Systems  (innerlich  oder  äusserlich,  je 
nachdem  der  erste  Ring  innerlich  oder  äusserlich  war)  ist  n  und 
die  Zahl  der  Kugeln  in  jedem  Ring  des  andern  Systems  p,  wo 

1    .     1 


j i_  —   I  « 

n         p 


Glr.  (0.) 


J.  H.  JüRRELL.     To  draw  a  circle  tangent  to  three  given 

circles.    Analyst  V.  166-168. 

Die  Auflösung   beruht  auf  folgenden  Sätzen:    1)  Ein  zu  2 
berührenden  Kreisen  orthogonaler  Kreis  geht   durch   ihren  Be- 


GapiielS.    ElemeDtace  Geometrie.  363 

rfibniDgapnnkt  2)  Alle  2  gegebene  Kreise  amten  berührende 
Kreise  werden  orthogonal  von  einem  Httlfakreis  geschnitten,  dessen 
Mittelpunkt  der  äussere  Aebnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise 
ist  3)  Die  Aehidichkeitsaxe  dreier  gegebener  Kreise  und  die 
(Radieal-)  Axe  eines  Paars  von  Kreisen,  die  sie  bertthren,  fallen 
zusammen.  Glr.  (0.) 


J.  H.  JuRRELL.     Solution  of  a  problem  (187). 

Anmlyrt  V.  56-57. 

Beweis,  dass,  wenn  6  Kreise  gezeichnet  werden,  von  denen 
jeder  4  der  übrigen  berührt,  sich  die  Verbindungslinien  der 
Mittelpunkte  der  nicht  berührenden  Kreise  in  einem  Punkte 
schneiden.  Glr.  (0.) 

Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  über 
den  Kreis  von  H.  Pollbxten,  C.  Bickerdike,  C.  Vin- 
CENZo,  S.  KuGGBRo^  J.  8.  Jenkins,  J.  O.  Jelly, 
V.  Jacobini,  W.  S.  F.  Long,  W.  8.  McCüy.  Minchin, 
J.  J.  Walker  finden  sich    £dao.  Times  xxix.  24,  25,  2G, 

73,  101;  XXX.  94. 

0. 

L.  G.  Barbour.  Quinquisection  of  the  circumference 
of  a  circle.    ADalyst  V.  I8O-I8I. 

Geometrischer  Beweis  des  Satzes:  C  sei  der  Mittelpunkt 
eines  Kreises  und  AD  ein  Durchmesser.  Man  theile  AC  so  in 
B,  dass  AB,AC'=BC*  und  beschreibe  mit  dem  Radius  BD  um 
D  als  Mittelpunkt  einen  Kreis,  der  den  ursprünglichen  Kreis  in 
F  schneidet    Dann  ist  AF  ein  Fünftel  der  Peripherie. 

Glr.  (0.) 


C.  H.  KuMMELL.     Approximate  multisection  of  an  angle 
and   hints  for  reducing    the  unevitable   error   to   the 

smallest  amount.    Analyst  Y.  172-176. 
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um  den  Winkel  BCD  angenähert  in  n  Tbeile  zu  theilen, 
ziehe  man  ACA'  senkrecht  zu  BC  nnd  beschreibe  mit  einem  be- 
liebigen Radios  CA  den  Halbkreis  ADBA\  In  der  Verlängerung 
von  BC  nehme  man  Punkt  £  so  an,,  dass  AE  =  AA'  =  A'£,  ziehe 
£D,  das  AA'  in  F  schneidet,  theile  CF  in  n  gleiche  Theile,  dann 
theilen  die  Verbindungslinien  von  £  mit  den  Theilpunkten  den 
Winkel  BCD  in  n  gleiche  Theile.  Der  Verfasser  betrachtet  auch 
den  speciellen  Fall  der  Dreitheilung  und  untersucht,  welcher  der 
drei  Theile  der  richtigste  sei.  61  r.  (0.) 


F.  J.   VAN   DEN  Berg.     Over  de  benaderde   rectificatie 
van  een  cirkelboog.  Nieuw  Arch.  iv,  200-204, 

Der  Verfasser  fängt  an  mit  der  Mittheilung  zweier  Gon- 
structionen  ftlr  die  annähernde  Rectification  eines  Kreisbogens; 
die  erstere  ist  Gremona's  „Elementen  des  graphischen  Calculs^ 
entlehnt,  die  andere  aus  Rankine's  „Machinery  and  MiUwork^. 
Der  Verfasser  bemerkt,  dass  in  Rankine^s  Berechnung  ein  Fehler 
begangen  ist,  welchen  er  verbessert 

Weiter  giebt  er  ein  Paar  andere  Annäherungsformeln  und 
Gonstructionen,  welche  mit  den  genannten  grosse  Aehnlichkeit 
zeigen.  G. 


C.  W.  BouRNB.      On    the    value   of  n.     Educ.  Times  XXX. 
103.104. 

Verification  des  Werthes  3|.  0. 


A.  Cayley.     On   Mr.  Cotteriirs  gonioinetrical  problem. 

Quart  J.  XV.  196-198. 

Herr  Cayley  macht  auf  die  inhaltreiche  Abhandlung  des 
Herrn  Gotterill:  yyk  goniometrical  problem,  to  be  solved  analyti- 
cally  in  one  move,  or  more  simply  synthetically  in  two  moves^, 
Quart.  J.  VII.  (1866),  p.  259—272,  aufmerksam.  Die  dort  ge- 
gebenen Relationen  zwischen  den  9  Winkeln 
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a,     6,     c, 

rf,     t,     f, 

«»    y»    »» 
deren  3  in  einer  Vertical-  oder  Horizontalreibe  zusammen  ein 
ungrades  Vielfaches  von  n  geben,  und  deren  sinus  and  cosinus 
enthalten  zahlreiche  interessante  Formeln.  M. 


J.  W.  L.  Glaishbr.     Euler's  formula  in  trigonometry. 

Meaaeoger  (2)  VII.  191192. 

Geometrischer  Beweis,  dass: 

— - —  =  cosl^.cosJd.cosiO — 

GIr.  (0.) 

K.  Zahradnik.     Beitrag  zur  Trigonometrie.    Grnnert  Arch. 

LXIL  830-332;   Casopis  VII.  245-248  (Böbmiacb). 

Ans  dem  Gleichungssystem 

6cosy4-  ccos/?  =  a 
ccosa-facos}^  =  6 

acos/?-)-^^^^^  =  c 
entstehen  durch  Elimination  der  Seiten,  oder  einer  Seite  und  des 
Gegenwinkels,  oder  zweier  Winkel,  u.  s.  w.  die  bekannten  Sätze 
der  ebenen  Trigonometrie.  Schi. 


£.  CzuBBR.  Berechnung  der  dritten  Seite  eines  Dreiecks 
aus  zwei  gegebenen  Seiten  und  dem  von  diesen  ein- 
geschlossenen Winkel.    GroDert  Arch.  LXII.  222-224. 

Transformation  des  Cosinussatzes  fbr  die  logarithmische  Be- 
rechnung; geometrische  Bedeutung  der  eingeführten  Hilfswinkel. 

Schi. 


N.  Bakbr.     Solution  of  a  problem.    Analyst  V.  24-26. 
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Man  verbinde  die  Mittelpunkte  der  angeschriebenen  Kreise 
eines  Dreiecks.  Bei  diesem  neu  gebildeten  Dreieck  verbinde  man 
wiederum  die  Mittelpunkte  der  angeschriebenen  Dreiecke  u.  s.  f. 
Verlangt  wird  ein  Ausdruck  fbr  den  Fl&cheninhalt  des  n**^"  so 
gebildeten  Dreiecks.  Die  Winkel  dieses  n*"^".  Dreiecks  ergeben 
sich  als  gleich 

wo 

a,+,  =  2a, +  (-!)- 

flir  den  Flächeninhalt  des  Dreiecks  femer  ergiebt  sich: 

2^— «Ä*  { cos  ay-'  {an^2n±A) 

+  cosa)»-^a,-,7r±B+cos(4)-»(a,-2^±C)j, 

wo  R  der  Radius  des  umschriebenen  Kreises  des  ursprünglichen 
Dreiecks  ist.  Eine  Tafel  der  Werthe  von  o»  bis  zu  n  =  50  ist 
beigefügt  Glr.  (O.) 

W.  W.  Johnson  and  E.  B.  Seitz.     Note  on  the  above. 

Analyst  V.  54-55. 

Es  wird  bemerkt,  dass  o»  =  i{2"— (— 1)*}  ist.  Die  Werthe 
in  der  Tafel  von  Baker  nach  a^^  sind  daher  ungenau. 

Glr.  (0.) 

KoBERT.     Die  Harmonikalien.    Pr.  Pyrit«. 

Die  Arbeit  soll  den  fähigeren  Schlllem  der  Prima  zur  An- 
leitung und  Uebung  in  der  Anwendung  von  trigonometrischen 
und  algebraischen  Rechnungen  auf  die  Geometrie  dienen.  Sie 
behandelt  die  harmonischen  Punkte  und  Geraden,  die  Punkte- 
paare und  Linienpaare  in  Involution,  die  harmonischen  Verbält- 
nisse am  Kreise  y  die  Kreisschaaren,  welche  sich  rechtwinklig 
durchschneiden,  die  Aehnlichkeitspunkte,  den  Orthogonalkreis  von 
drei  Kreisen  und  dergl.  mehr.  Die  Resultate  sind  durch  kurze 
und  geschickt  angelegte  Rechnungen  hergeleitet 

Schi. 
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L.  Clariana  y  RiCART.      Armonias    notables   eutre    il 
algebra  y  la  trigonometria.   Oron.  cient.  i.  265-270. 


W.  Gallbnkamp.  Sammlung  trigonometrischer  Aufgaben. 
2'*  verbesserte  Auflage.    Berlin.  Plahn. 
Nene  Auflage  der  bekannten  Sammlung.  0. 


6.  GüiDOTTi.     Trattato  di  trigonometria  sferica.    MiUno. 

ParaTia. 


R.  TucKBR,  GocHBZ.     Bolutions  of  a  question  (5406). 

Bdno.  Timea  XXX.  26. 

Sind  O^yO^^  0,  die  Mittelpunkte  der  dem  sphärischen  Dreieck 
ABC  angeschriebenen  Kreise,  so  ist 

cos 0,0, Qj  _  cosO,0,0,  _  cos 0,0,0,  1  - cosA- cosB- cosC 

sin^il      ~~      slüys      ""      sinj^Ö  48inj^ilsin^fi8iD|C 

0. 


E.  B.  Seitz.     A  problem  and  its  Solution.  Analyst  v.  45-48. 

Das  ProUem  ist  folgendes:  Auf  der  Oberfläche  einer  Kugel 
mit  dem  Radius  1  werden  drei  kleine  Kreise  mit  den  Radien 
a,b,e  beschrieben,  deren  jeder  die  beiden  anderen  berttbrt  Auf 
dem  von  ihnen  eingeschlossenen  Kreise  werden  andere  kleine 
SLreise  beschrieben  mit  den  Radien  ^, ,  y, ,  a^y  so  dass  jeder  die 
beiden  anderen  und  siwei  der  ersten  berührt;  dann  weiter,  in  dem 
System  eingeschriebener  Kreise  werden  wieder  drei  kleine  Kreise 
mit  den  Radien  x^,  y,,  s,  beschrieben,  deren  jeder  wieder  die 
beiden  anderen  und  zwei  des  ersten  Systems  eingeschriebener 
Kreise  berührt,  und  so  fort  Man  soll  Xnj  y«,  ü^  finden.  Der 
Verfasser  findet: 
eotg^pM+cotga  =  cotgyM+cotgb  =  cotg»„+cotgc 

=«  Jj(5  +  2|^)"  +  (6-2y^6>±2j(cotga  +  cotg6  +  cotgc) 

+  K(5  +  2]/6)-^(5-2t/6)") 

.y3cotgacotg6  +  3cotgacotgc  +  3eotg6cotgc— 3. 
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Er  zeigt  auch  in  einem  Zasatz,  dass  wenn  4  kleine  Kreise 
jeder   einen   fBnflen   in   demselben  Wege  berühren^  und   wenn 

'i'a9  't's9  UK^  ^'n  *thy  hU  ^^^  Bogen  grdsster  Kreise  sind, 
welche  die  4  Kreise  zu  je  2  verbinden  und  berfihren,  so 
BinitJ^sinitJ^+siuli^i^sinitJ^  =  sinjtj/^sin^y^. 

Glr.  (0.) 

KuRTZE.     Grundriss  der  mathematischen  Geographie. 

Pr.  Neo-StreliüE. 

Enthält  eine  ftlr  den  Standpunkt  von  SchQlern  der  oberen 
Klassen  von  Gymnasien  berechnete  Darstellung  der  hauptsäch- 
lichsten Begriffe  der  mathematischen  Geographie.  O. 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  aus  der 
ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie  von  W.  J.  C. 
Miller,  Wolstenholme,  R.  Tücker,  D.  Edwardbs, 
J.  O.  Jelly,  Morel,  Cochez,  H.  L.  Orchard, 
T.  Mitcheson,  E.  W.  Simons,  A.  Buchheim,  Ch.  Ladd, 

J.    O'ReGAN   finden    sich     EdocTImeB  XXIX.  22,  31,  71,   98; 
XXX.  22,  25,  71,  80,  88,  97. 

0. 


F.  Kommerell's    Lehrbuch  der  Stereometrie.   4'*  Auflage 
bearbeitet  von  G.  Hauck.    Tubingen,  e.  Lanpp. 

Die  yorliegende  vierte  Auflage  des  bekannten  Lehrbuchs  ist 
gegen  die  frühere  dritte,  die  auch  schon  von  Herrn  Hauck  be- 
arbeitet war,  in  wesentlichen  Stücken  verändert  und  verbessert 
worden.  Es  würde  indessen  den  hier  gestatteten  Raum  über- 
schreiten, wollte  Referent  auf  diese  Aenderungen  selbst  eingehen. 
Das  Buch  ist  rein  geometrisch  gehalten.  Der  erste  Abschnitt 
behandelt  die  Oerade  und  die  Ebene,  der  zweite  die  krummen 
Flächen,  d.  h.  Cylinder,  Kegel,  Kugel,  wobei  namentlich  der  Ab- 
schnitt über  das  Dreikant  hervorzuheben  ist  Der  dritte  Abschnitt 
behandelt  Polyeder  und  Umdrehungskörper.    Dabei  werden  na- 
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mentlich  auch  die  Sätze  Ober  Volamina  abgeleitet  Jedem  Ab- 
schnitt ist  ein  reicher  Uebnngsstoff  an  Lehrsätzen  und  Aufgaben 
beigefügt  Die  Figuren  sind  consequent  in  der  Weise  durchge- 
führt, dass  die  schiefe  Parallelperspective  mit  einem  Winkel  von 
120*  und  einer  Verkürzung  von  ^  angewandt  wird.  Dadurch 
wird  eine  grosse  Einheit  erzielt,  wie  Oberhaupt  auf  die  Dar- 
stellung und  Zeichnung  räumlicher  Oebilde  in  dem  ganzen  Buche 
besonderes  Gewicht  gelegt  wird.  0. 


C.  J.  Matthbs.     Beginselen  der  Stereometrie.   Amsterdam. 

▼.  d.  Post. 

Enthält  die  Elemente  der  Stereometrie  bis  zur  Volumen- 
bestimmung von  Umdrehungskörpem  mit  Hülfe  des  Guldin'schen 
Theorems.  O. 


G.  y.  Biedermann.     Zum  Delischen  Problem.  HoffmaoDZ. 

IX.  279-280. 

Näherungsweise  Construction.  Ö. 


J.  K.  Becker.     Einfachste  Formel  für  das  Volumen  des 

Prismatoids.      Scblömilch  Z.  XXin.  412414. 

Liegt  ein  Körper  zwischen  parallelen  Grundflächen  G  und 
g,  und  ist  der  Inhalt  seines  Querschnittes  J  im  Abstand  x  von 
einer  derselben  eine  ganze  rationale  Function,  die  den  zweiten 
Grad  nicht  übersteigt,  also  etwa 

J  =  ax^+bx  +  G, 
so  ist  das  Volumen,   wenn  h  die  Höhe  bezeichnet,   dargestellt 
duroh  die  Formel 

r  =  iah'  +  ibh'  +  Gh. 
Man  kann  die  drei  Gonstanten  a,  b,  G  ausdrücken,  wenn  man 
drei  beliebige  Querschnitte  kennt.  Wählt  man  dazu  die  beiden 
Onmdflächen  und  den  Mittelschnitt  D,  d.  h.  den  Querschnitt  in 
halber  Höhe,  so  erhält  man  den  unter  dem  Namen  der  Simpson - 
sehen   Formel   bekannten   Ausdruck  fttr  das  Volumen.     Wählt 

Fartaehr.  d.  lUtb.  X.  3.  24 
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man  aber  den  Querschnitt  in  der  Höhe  — A  so  erhält  man 

^  =     6(1,-1)    [C2^-3)g-Cn"-l)(ii~3)g+nVi^]. 
wenn  jetzt  Ji  den  zuletzt  genannten  Querschnitt  bedeutet  Diese 

n 

Formel  wird  besonders  bequem  .  fttr  n  =  3  oder  n  =  f  und  er- 
giebt  so  die  beiden  speciellen  Ausdrücke: 

Diese  Formeln  erfordern  nur  die  Kenntniss  einer  Grundfläehe 
und  eines  Querschnittes. 

Referent  möchte  hierzu  bemerken,  dass  die  Formel  nicht 
mehr  gtllttg  ist,  wenn  J  bis  zum  dritten  Grade  ansteigt,  während 
die  Simpson'sche  Formel,  wie  E.  F.  August  nachgewiesen  hat, 
auch  fdr  diesen  Fall  gilt.  Die  Berechnung  der  Schwerpunkte 
der  wichtigsten  Körper  ist  also  in  der  bekannten  Weise  durch 
die  Simpson'sche  Formel  möglich,  durch  die  hier  angegebene 
nicht  A. 


P.   Amarim    Vianna.      Demonstracao    da    theorema    de 

M.    Villarceau   solue  a  toro.     Jom.  sc.  math.  e  astr.  L  84-85. 


G.  Dostor.     Las  trois  sph^res  des  polyMres  r^guliers 

^toil^S.    Gnioert  Arch.  LXII.  78-102. 

G.  Dostor.     Propridt&  relatives  des  polyfedres  r^guliers, 
qui  sont  conjuguds  entre  eux.    Omnert  Arch.  LXII.  265-289. 

Die  drei  Kugeln  sind  die  dem  regulären  Polyeder  i^mge- 
schriebene  und  eingeschriebene  und  drittens  die  Kugel,  welche 
sämmtliebe  Kanten  des  Polyeders  berührt  Schon  in  fiHheren 
Arbeiten  hat  der  Verfasser  darauf  aufmerksam  gemacht,  dase 
diese  dritte  Kugel  von  eben  solcher  Wichtigkeit  ist,  als  die  b^- 
den  andern.  Die  Radien  derselben  mdgen  mit  Jl,  r  und  ^  be- 
teiohnet  werden^  sie  sind  durch  folgende  Relationen  mit  einander 
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verbondeD: 


qn     __  pn 

fi 
und 


rBin-^* —  =  (cos-^ — 


RcoB— —  =  QBin— — 
n  ^         m 

m  and  p  bedeuten  bierin  die  Anzahl  der  Seiten  (Kantenwinkel) 
und  die  Oattnng  einer  Eeke  und  n  und  q  die  Anzahl  der  Seiten 
(Kanten)  und  die  Gattung  einer  Fläcbe.  Fttr  die  convexen  Poly- 
eder ist  p  und  f  =  1  zu  setzen.  Diese  und  andere  Formeln, 
z.  B.  fllr  die  Kante  des  Polyeders  und  den  Neigungswinkel  zweier 
anstossenden  Flftehen  sind  fbr  jedes  einzelne  der  5  eonvexen 
Polyeder  und  fftr  die  beiden  Kepler'seben  und  die  beiden  Poinsot'- 
sehen  Stempolyeder  besonders  ausgerechnet  Durch  Vergleiehung 
der  Formeln  ist  eine  Reihe  von  Beziehungen  zwischen  den  ver- 
sehiedenen  Arten  gefunden.  —  In  der  zweiten  Abhandlung  ist 
der  Satz  bewiesen:  Die  Volumina  zweier  regulären  einander 
conjugirten  Polyeder,  welche  einer  und  derselben  Kugel  einge- 
schrieben sind,  verhalten  sich  wie  die  Radien  der  kanten- 
berührenden  Kugeln  der  beiden  Polyeder.  Schi. 


L.  Klug.    Ueber  die  Kugeln,  welche  die  Flächen  eines 
Tetraeders  berühren.    Gmoert  Arcb.  LXI.  361-366. 

Von  den  acht  Kugeln  bertthrt  eine  die  vier  Flächen  des 
Tetraeders  auf  der  Innern  positiven  Seite,  vier  Kugeln  berühren 
je  eine  Fläche  auf  der  äusseren  negativen  und  die  Übrigen  drei 
Flächen  auf  der  positiven  Seite,  und  drei  Kugeln  berOhren  je 
zwei  Flächen  auf  der  positiven  und  zwei  Flächen  auf  der  nega- 
tiven Seite.  Die  drei  letzteren  Kugeln  berühren  sämmtlich  ent- 
weder die  grösste  Fläche  auf  der  positiven  Seite  oder  sämmtlich 
die  kleinste  Fläche  auf  der  negativen  Seite,  je  nachdem  die 
Differenz  der  zwei  grössten  Flächen  grösser  oder  kleiner  ist  als 
die  Differenz  der  zwei  übrigen  Flächen  des  Tetraeders.  Die 
Formeln  fbr  die  reciproken  Werthe  der  Radien  aller  8  Kugeln 

angegeben.     Die  Projectionen  der  Kugelmittelpunkte  von 

24* 
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eiDem  Eckpunkte  aus  auf  die  gegenflberliegende  Fläche  be- 
stimmen ein  Vierseit,  dessen  Diagonalpunkte  die  Ecken  der 
Fläche  sind.  Auf  jeder  Fläche  des  Tetraeders  sind  die  Be- 
rührungspunkte der  acht  Kugeln  so  gelegen,  dass  sie  zusammen 
mit  den  drei  Eckpunkten  und  dem  Höhenfusspunkte  in  derselben 
Fläche  16  Gerade  bestimmen.  Durch  jeden  der  12  Punkte  gehen 
4  Gerade,  und  auf  jeder  Geraden  liegen  3  dieser  Punkte. 

Schi. 


0.  W.  Merrifibld.    Solutions  of  questions  (4902,  5558). 

Educ.  Times  XXIX.  85-86. 

Bezieht  sich  auf  die  grösstmögliche  Anzahl  gleicher  Kugeln, 
die  sich  bertthren  können.  O. 


Capitel  4. 
Darstellende  Geometrie. 

R.  Stürm.     Elementi  di  geometria  descrittiva.    Tradn- 
zione  dal  Tedesco  di  G.  Jung.   MUano.   Hoepii. 

Uebersetzung  des  Buches,  welches  F.  d.  M.  VI.  *p.  339  be- 
sprochen worden  ist.  O. 

Fr.  Sanda.     Descriptive  Geometrie  fHr  die  Oberklaasen 

der  Realschulen.  (Böhmisch.) 

Std. 


V.  JarolImek.  Descriptive  Geometrie.  III.  Theil,  den 
Schluss  eines  fUr  die  Ober  -  Realschulen  bestimmten 
Systems  bildend.  (Böhmisch.) 


Std. 
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E.  CzuBBR.     Ableitung   der  Centralprojection   aus  einer 

COtirten   Orthogonalprojection.    Grnnert  Arcb.  LXII.  269-267. 

Die  Centralprojection  eines  Raumpunktes  A,  dessen  Ortho- 
gonalprojection a  and  dessen  Cote  (normaler  Abstand  von  der 
Bildebene)  a  ist,  ist  Aehnlichkeitopnnkt  zweier  Kreise;  der  eine 
wird  nm  a  als  Mittelpunkt  mit  dem  Radius  a  gezeichnet,  der 
andere  ist  der  Distanzkreis,  das  heisst  detjenige  Kreis,  der  die 
Orthogonalprojection  des  Projectionscentrums ,  dep  Hauptpunkt, 
zum  Mittelpunkt  und  die  Cote  des  Projectionscentrums,  die  Aug- 
distanz, zum  Radius  hat  Liegt  der  Punkt  Ä  mit  dem  Centrum 
0  auf  derselben  Seite  der  Bildebene,  so  ist  die  Centralprojection 
af  der  ftussere  Aehnlichkeitspunkt  der  beiden  Kreise,  in  diesem 
Falle  ist  die  Cote  a  des  Punktes  Ä  positiv  zu  rechnen.  Die 
Centralprojection  einer  Geraden,  von  welcher  zwei  Punkte  A  und 
B  durch  ihre  Orthogonalprojectionen  o,  b  und  ihre  Coten  a,  ß 
bestimmt  sind,  ist  die  Aehnlichkeitsaxe  der  zwei  Kreise,  welche 
um  die  Mittelpunkte  a  und  6  mit  den  Radien  a  bez.  ß  construirt 
sind.  Der  Spurpunkt  der  Geraden  in  der  Bildebene  ist  ein  Aehn- 
lichkeitspunkt der  Kreise,  und  zwar  ist  es  der  ftussere  oder  innere, 
je  nachdem  A  und  B  auf  derselben  Seite  der  Bildebene  liegen 
oder  nicht.  Ist  eine  Ebene  durch  drei  Punkte  bestimmt,  so  ist 
ihre  Spurlinie  mit  der  Bildebene  eine  der  Aehnlichkeitsaxen  der 
drei  Kreise,  die  um  die  Orthogonalprojectionen  der  gegebenen 
Punkte  mit  den  zugehörigen  Coten  als  Radien  gezeichnet  sind. 
Der  letzte  Theil  der  Arbeit  handelt  von  der  Axenbestimmung  in 
den  Centralprojectionen  der  Kegelschnitte.  Schi. 


R.  Rawson.     Solution  of  a  question  (5643).    Bdoc.  Times 

XXX.  24-25. 

Ein  gegebenes  Dreieck  sei  durch  orthogonale  Projection  aus 
einem  gleichseitigen  Dreieck  entstanden  oder  es  sei  orthogonal 
in  ein  gleichseitiges  Dreieck  projicirt.  In  beiden  Fallen  wird  die 
OrOsse  des  gleichseitigen  Dreiecks  durch  geometrische  Construction 
bestimmt.    Die  Herleitung  ist  analytisch.  0. 
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tatioDflfiftohen  zweiter  Ordnang.  Doter  andern  ergeben  sieb  fol- 
gende einfache  Resultate:  Die  Brennpunkte  des  zweiscbaligen 
Rotationshyperboloids,  des  verlängerten  Rotationsellipsoids,  und 
des  Rotationsparaboloids  projiciren  sich  bei  der  orthogonalen 
Projection  als  Brennpunkte  der  Contourcurye. 

Schi. 


H.  Drach.  Coflstruction  von  Tangenten  an  die  Be- 
rührangslinie  einer  Rotationsfläche  und  der  ihr  von 
einem   Punkte  umgeschriebenen  Developpabeln.    Wieo. 

Bar.  187& 

Die  Constmotion  der  Tangenten  an  die  Bertthmngscurve  einer 
gegebenen  Rotationsfläche  mit  einem  umschriebenen  Kegel  erfor- 
dert die  Zuhilfenahme  der  windschiefen  Norroalenfläche  der  Ro- 
tationsfläche längs  der  Berührungscurve.  Fftr  diese  Normalen- 
fläche sind  drei  Leitelemente  gegeben,  die  Rotationsaxe,  die  un- 
endlich ferne  Curve  des  Normalenkegels  des  umschriebenen  Kegels 
und  die  von  der  Evolute  des  Meridians  beschriebene  Rotations- 
fläche. Drei  Bertthrungsebenen  und  ihre  entsprechenden  BerOh- 
rungspunkte  sind  ftlr  jede  Erzeugende  der  Normalenfläche  be- 
kannt; fflr  jeden  anderen  Punkt  wird  die  BerOhrungsebene  aus 
der  Projectivität  bestimmt,  welche  zwischen  den  Ebenen  und  den 
entsprechenden  Bertlhmngspunkten  besteht  An  zwei  Beispielen 
ist  die  Ausführung  dieses  constructiven  Verfahrens  gezeigt.  Es 
ergiebt  sich  noch  folgender  Satz :  Nur  diejenigen  Tangenten  der 
Bertthmngscurve  schneiden  die  Rotationsaxe ,  deren  BerOhrungs- 
punkte  entweder  parabolische  Punkte  der  Fläche  sind,  oder  welche 
mit  der  Spitze  des  umschriebenen  Kegels  in  einer  und  derselben 
Parallelkreisebene  liegen.  Schi. 


A.  8.  MoNTEiRA.      Note    de   g^oraötrie    descriptive  sw 
Tintersection    des    surfaces    de   r^volution   d'un  ordre 

qnelconque.    Joro.  sc.  math.  e  astr.  1.  177-179. 
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U.  WiscHBL.  Theorie  und  Darstelliuig  der  Bekochtang 
▼on  nicht  gesetzmassig  gebildeten  FlSchai  mit  BOck- 
sieht  auf  die  Bergzeichnnng.  Cmliag.  XXIT.  93&-d64. 

Der  7erfk88er  giebt  nmlchrt  eiiiige  tortoriaebe  Noliien  ftb^ 
die  bisherigen  Methoden  der  Darslelliing.  Die  geonetrische  Pro- 
jeetion  Ton  nidit  gesetxmiseig  gebildeten  Fliehen  gesehidt  mit 
Hfllfe  der  Isohypsen,  d«  h«  der  Dorehsehnittsfinien  iwisdien  eineni 
System  paralleler,  in  gleiehen  Absttnden  von  dnander  befindliehea 
Ebenen  mit  der  Kdrperoberfliehe.  Tjo  ToDslindigen  Darstdlnng 
gehört  aber  nieht  nur  die  geometrisehe  Festlegung  der  Korperober- 
fläche,  sondern  auch  die  Heraosmodellimng  des  Formcharaktws 
doreh  Einzeiehmmg  da*  Licht-  und  Sehattentöne*  Dies  wurde  rawst 
Yon  J.  6.  Lehmann  (Darstellung  einer  neuen  Thorie  der  Beaeicfa* 
nung  schiefer  Flächen  im  Grundriss,  Leipzig  1799)  durehgeftUut, 
aber  seine  Methode  durch  SchrafiGrung  hatte  viele  Mängel,  nament- 
lich durch  die  Willktlrlichkeit  in  der  Schattimng  der  sehrafifiren- 
den  Linien.  Zur  correcten  Wiedergabe  der  Helligfceitsyertheilnng 
kam  es  daher  auf  die  Construction  der  Isophoten  an,  nämlich 
der  Linien,  welche  alle  Flächenelemente  gleicher  Helligkeit  ver- 
binden. Fttr  gesetzmässig  gestaltete  Flächen  ist  diese  Theorie 
von  L.  Burmester  (Theorie  und  Darstellung  gesetzmässig  gestal- 
teter Flächen,  Leipzig  1875)  eingehend  behandelt  In  der  Tor- 
liegenden  Arbeit  giebt  nun  der  Verfasser  eine  Anleitung  zur 
Darstellung  nicht  gesetzmässig  gestalteter  Flächen.  Er  beginnt 
damit,  aus  dem  Umkreis  der  auffallenden  Strahlen,  der  Böschung 
etc.  zunächst  eine  Formel  fbr  die  Helligkeit  auftustellen,  giebt 
sodann  die  ndthige  Anleitung  zur  Construction  des  Helligkeits- 
massstabes fttr  die  Ausführung  der  praktischen  Zeichnung,  die 
er  an  einer  Reihe  von  Beispielen  erläutert  Da  die  strenge  Aus- 
führung der  Bestimmung  der  Helligkeit  auf  nicht  gesetzmässig 
gebildeten  Flächen  im  Allgemeinen  Schwierigkeiten  bietet,  giebt 
er  noch  zwei  Näherungsmethoden  und  schliesst  mit  einer  Anlei- 
tung zur  praktischen  Ausführung  seiner  Methode,  die  auch  in 
2^icbnungen  an  Beispielen  ausgeführt  ist  0, 
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L.  PoRFiRio  DA  MoTTA  Pegado.     Determinacao  dos  axos 
da  sombra  du  projeccas  obliqua  di  um  circulo. 

Jon.  ae.  math.  phys.  nat.  1878.  217-218. 


M.    BiccARDi.       Notizia    bibliograficiv.    BatugUoi  g.   xvi. 

378-879. 

Kritik  nnd  Inhaltsangabe  des  in  Turin  erschienenen  Buches 
des  Prof.  Domenioo  Tessari:  Applicazioni  della  geometria  des- 
crittiya  alla  teoria  delle  ombre  e  del  chiaro*scaro. 

Schi. 


V.  Thallmayer.     üeber  das  Entwerfen  von  Apparaten 
zum  Anreissen  von  Curven.    Carl  Bep.  xiv,  713-729. 

Der  Verfasser  hat  bereits  frQher  eine  Anzahl  von  Instru- 
menten zum  Verzeichnen  ebener  Curven  in  Dingler's  Polyt. 
Journal  beschrieben.  Bei  denselben  wurden  die  zu  zeichnenden 
Curven  als  die  Spur  eines  in  Bewegung  befindlichen  Stiftes  auf 
einer  senkrecht  unter  ihm  in  Bewegung  befindlichen  Ebene  con- 
struirt  In  dem  vorliegenden  Aufsatze  leitet  der  Verfasser  all- 
gemein die  Gleichungen  der  Bahn  ab,  in  der  die  Bewegung 
eines,  von  mehreren  in  einer  Ebene  befindlichen  Seitenbewegungen 
getriebenen  Stiftes  erfolgt  und  bestimmt  dann  die  allgemeinen 
Gleichungen  der  Curve  selbst.  Es  geschieht  dies  mit  Hülfe  recht- 
winkliger Coordinaten  und  Polarcoordinaten.  Die  Herleitung 
selbst  bietet  nichts  Bemerkenswerthes.  Angewandt  werden  die 
Resultate  auf  Apparate,  die  zur  Construction  von  Kegelschnitten, 
Cydoiden  etc.  dienen.  0. 


H.  Leaüte.     Sur  le  tracö  m^canique  des  arcs  de  courbe. 

Bull.  Soc.  Philom.  (7)  II.  126127. 

Ueber  eine  mechanische  Vorrichtung  zum  Curvenzeichnen. 

Schi. 
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Ringe  gespannt  sind.  Schi. 
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projeeÜTe  (collineare)  Transformation  in  a„  a„  ...  On,  a,  über- 
gehen. 

Fttr  die  Ebene  ergiebt  sich  der  Satz:  Wenn  die  n  Punkte 
nicht  auf  einer  (Geraden  liegen,  so  befinden  sie  sich  auf  einem 
K^elschnitte,  so  dass  das  Problem  auf  das  frühere  zurflckgef&hrt 
ist  Jedes  andere  Arrangement,  das  die  cyclisch-projective  Gruppe 
auf  dem  E^elscfanitt  wieder  zu  einer  solchen  macht,  ist  auch 
bei  dem  Probleme  der  Ebene  möglich.  Die  der  Gruppe  als 
Gruppe  auf  dem  Kegelschnitte  zugehörige  Involutionsaxe  g  und 
der  Pol  sind  sich  selbst  entsprechende  Elemente  der  collinearen 
Beziehung.  Auch  hier  inducirt  jeder  weitere  Punkt  b^  der  Ebene 
eine  neue,  derselben  collinearen  Beziehung  angehörige  cyclisch- 
projective  Gruppe,  und  die  verschiedenen  sich  so  ergebenden 
K^elschnitte  haben  zwei  imaginäre  Berührungen  auf  g. 

Die  räumliche  collineare  Transformation,  bei  der  eine  cyclisch- 
projective  Gruppe  möglich  ist,  bietet  zwei  Fälle.  In  beiden  giebt 
es  zwei  reelle  sich  selbst  entsprechende  Gerade:  in  dem  einen 
bat  die  eine  Gerade  zwei  reelle,  die  andere  zwei  imaginäre  sich 
selbst  entsprechende  Punkte,  durch  jene  gehen  zwei  imaginäre, 
durch  diese  zwei  reelle  sich  selbst  entsprechende  Ebenen;  im 
zweiten  Falle  sind  alle  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  und 
Ebenen  imaginär. 

In  jenem  Falle  muss  die  Zahl  der  Punkte  der  Gruppe  grade 
sein,  und  a,,  a,,  a^,  ...  liegen  auf  der  einen,  a,,  a«,  •'•  auf 
der  andern  von  zwei  Ebenen,  welche  zu  den  reellen  sich  selbst 
entsprechenden  Ebenen  harmonisch  sind.  Ist  P,  einer  der  reellen 
sich  selbst  entsprechenden  Punkte,  so  bildet  P^^^j  ^9»  •••«  ^) 
eine  cyclisch-projective  Gruppe  im  Strahlenbündel,  also  auf  einem 
Kegel  zweiten  Grades  gelegen,  und  die  den  Punkt  P^  enthaltende 
reelle  sich  selbst  entsprechende  Ebene  ist  die  zugehörige  Ebene 
(das  Analogen  der  Involutionsaxe  der  Ebene).  Im  zweiten  Falle 
liegen  die  Punkte  der  Gruppe  auf  einem  geradlinigen  Hyperboloid 
und  die  durch  sie  gehenden  Geraden  aus  jeder  der  beiden 
Schaaren  bilden  eine  cyclisch-projective  Gruppe.  Die  derselben 
Gollineation  angehörigen  weiteren  eyclisch-projectiven  Gruppen  ver- 
anlassen neue  Hyperboloide,  und  ^Ue  diese  Flächen  gehen  durch 
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dasselbe  imaginäre  windschiefe  Viereck,  dessen  Ecken  die  vier 
imaginären  sich  selbst  entsprechenden  Punkte  sind. 

Doch  hat  der  Beweis  ftür  diesen  Fall  dem  Bef.  nicht  recht 
eingeleuchtet;  er  enthält  einen  ihm  nicht  bekannten  und  auch 
nicht  definirten  Begriff:  was  versteht  Herr  L&roth  unter  dem 
Aeusseren  und  Inneren  eines  geradlinigen  Hyperboloids,  an  wel- 
ches doch  Yon  jedem  Punkte  ein  reeller  Tangentialkegel  kommt? 

Sm. 


M.  Chaslbs.      Memoire  de  g^om^trie  sur  la  constmc- 
tioQ  des  normales  ä  plusieurs  courbes  m^caniqaes. 

Bull  S.  M.  P.  VI.  208-250. 

Herr  Chasles  veröffentlicht  damit  eine  im  Jahre  1829  rer- 
fasste  Arbeit,  welche  in  flberaus  durchsichtiger  Darstellung  die 
Elemente  der  kinematischen  Geometrie  bringt.  Sie  geht  aus  von 
dem  Satze,  dass,  wenn  eine  ebene  Figur  in  ihrer  Ebene  sich  be- 
wegt, die  Normalen  aller  Punkte  in  einem  bestimmten  Momente 
an  die  Trajectorien  durch  einen  und  denselben  Punkt  gehen. 
Es  werden  eine  Reihe  von  Principien  aufgestellt  und  aus  ihnen 
interessante  Sätze  gefolgert. 

1)  Wenn  eine  Curve  durch  einen  Punkt  einer  in  der  Ebene 
beweglichen  Figur  von  constanter  Gestalt  beschrieben  wird,  so 
genügt  es,  um  die  Normalen  an  diese  Curve  zu  ziehen,  die  Be- 
wegung zweier  Punkte  zu  kennen;  die  Normalen  an  die  von  ihnen 
beschriebenen  Curven  geben  jenen  Punkt,  durch  den  alle  gehen. 
Durchlaufen  z.  B.  zwei  Punkte  zwei  Gerade,  so  thun  es  sämmt- 
liche  Punkte  eines  gewissen  Kreises  ebenfalls  und  die  durchlau- 
fenen Geraden  bilden  ein  Büschel. 

2)  Durch  den  Punkt,  durch  den  die  Normalen  der  Trajec- 
torien gehen,  geben  auch  die  Normalen  der  Punkte,  in  denen 
der  Perimeter  der  bewegten  Figur  in  dem  betreffenden  Moment 
die  Enveloppe  des  durchlaufenen  Raums  berührt. 

Hieraus  werden  in  überaus  einfacher  Weise  die  Sätze  abge- 
leitet, dass  der  Scheitel  eines  rechten  Winkels,  dessen  Schenkel  an 
7ei  confooalen  Kegelschnitten  oder  an  einem  derselben  hingleiten. 


\N 
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einen  Kreis  (bezw.  bei  Parabeln  eine  Gerade)  beschreibt,  nnd 
das  Centrum  einer  Ellipse,  die  an  dem  einen  Schenkel  eines 
rechten  Winkels  hingleitet,  während  der  eine  Brennpunkt  den 
andern  durchläuft,  ebenfalls  einen  Kreis  beschreibt 

3)  Geht  der  Perimeter  der  Figur  stets  durch  einen  festen 
Punkt,  so  geht  auch  die  Normale  des  Perimeters  in  demselben 
in  dem  betreffenden  Momente  durch  jenen  Gonvergenzpunkt. 
Hieraus  wird  unter  anderem  abgeleitet,  dass  die  Fusspnnktcurve 
der  Centralkegelschnitte  für  den  Brennpunkt  als  Pol  ein  Kreis^ 
bei  der  Parabel  eine  Gerade  ist,  und  dass,  wenn  ein  Kreis, 
bez.  eine  Gerade  eine  unendlich  kleine  Bewegung  erfahrt,  die 
Tangenten  an  die  Trajectorien  seiner,  bez.  ihrer  Punkte  in  einem 
bestimmten  Momente  einen  Centralkegelschnitt,  bez.  eine  Parabel 
umhüllen. 

4)  Berührt  die  bewegliche  Curve  mit  einem  unveränderlichen 
Punkte  eine  feste  Curve,  so  fällt  jener  Normalen-Convergenzpunkt 
in  den  KrUmmungsmittelpunkt  der  festen  Curve  in  ihrem  jedes- 
maligen Berührungspunkte  mit  der  beweglichen.  Dies  wird  zur 
Construction  von  Krümmungsmittelpunkten  benutzt 

Es  wird  nun  besprochen,  dass  jede  Bewegung  einer  ebenen 
Figur  in  ihrer  Ebene  durch  das  Rollen  einer  gewissen  Curve 
auf  einer  andern  hervorgebracht  werden  kann,  und  also  jede 
Curve  eine  Epicycloide  im  verallgemeinerten  Sinne  ist 

Es  folgt  dann  mit  Hilfe  des  oben  gewonnenen  analogen 
planen  Satzes  der  Beweis  des  Satzes,  dass  die  Scheitel  der,  einer 
centrischen  Fläche  zweiten  Grades,  bez.  einem  Paraboloide  um- 
geschriebenen dreirechtwinkligen  Dreiflache  eine  Kugel,  bez.  eine 
Ebene  erzeugen.  Ferner:  wenn  2  Kegelschnitte  gegeben  sind, 
von  denen  jeder  der  Ort  der  Scheitel  der  den  andern  enthalten- 
den Rotationskegel  ist,  so  ist  der  Ort  der  Schnittpunkte  von  3 
zu  einander  senkrechten  Ebenen,  von  welchen  zwei  den  einen, 
die  dritte  den  andern  tangiren,  eine  den  Kegelschnitten  con- 
centrische  Kugel,  und  ähnliches  gilt,  wenn  die  3  Ebenen  3  con- 
focale  Flächen  zweiten  Grades  berühren.  Am  Schlüsse  wird 
(analytisch)  eine  Verallgemeinerung  des  Satzes  bewiesen,  dass 
die  Tangentialebenen  in  den  Berührungspunkten  einer  geraein- 
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Samen  Tangente  zweier  eonfocalen  Flächen  zweiten  Grades  za 
einander  senkrecht  sind.  Sm« 


P.  H.  ScHOüTE.     De  voortbrenging  van  krommen  door 
middel  van  projectivische  krommenbundels.  Nienw  Areh. 

IV.  182-193. 

Da  die  Behandlung  des  Gegenstandes:  ,,Erzengang  von 
Curven  mittels  projectivischer  Curyenbtlschel  in  dem  bekannten 
Lehrbucbe  von  M.  Gurtze  viel  zu  wünschen  übrig  l&sst,  so 
dass  derjenige,  der  hiermit  näher  bekannt  werden  will^  verschie- 
dene Zeitschriften  zur  Hand  nehmen  muss,  ist  es  des  Verfassers 
Zweck,  diesen  Gegenstand  näher  zu  untersuchen.  Nach  einer 
kurzen  Eioleitung  über  mehrere  allgemeine  und  bekannte  Grund* 
Sätze  der  synthetischen  Geometrie  beweist  er  aufs  Neue  die 
folgenden  Sätze,  aus  welchen  dann  einige  Folgerungen  abgeleitet 
werden. 

I.  Der  geometrische  Ort  der  Schnittpunkte  der  verwandten 
Curven  zweier  projectivischen  Curvenbüschel  Cm  und  Cn  ist  eine 
Curve  Cm+m- 

II.  Ist  es  gelungen,  auf  einer  gegebenen  Curve  Cmi^n^  die 
m*  Basispunkte  des  Büschels  CS»  zu  finden,  so  kann  man  die 
n'  Basispunkte  des  anderen  Büschels  C«  leicht  angeben  und  die 
projectivische  Verwandtschaft  zwischen  den  beiden  Büscheln  so 
bestimmen,  dass  die  gegebene  Curve  der  geometrische  Ort  der 
Schnittpunkte  der  entsprechenden  Curven  ist  (Chasles). 

III.  Von  den  tn*  Basispunkten  des  ersten  Büschels  kann  man 
i\im—ny  +  3{m  +  n)  —  2]  oder  3n— 2  willkürlich  auf  C^^.„  an- 
nehmen, je  nachdem  m>n  oder  m ^ n  ist  (Chasles). 

IV.  Von  den  bestimmenden  Basispunkten  zweier  Büschel  (i, 
und  Cnj  welche  eine  gegebene  Curve  C»  f »  hervorbringen  müssen, 
sind  immer  mn  —  1  durch  die  Uebrigen  bestimmt  (de  Jonqui^res). 

V.  Wenn  von  einer  Curve  Cm+n  die  bestimmte  2^hl  Punkte 
4(m-f  n)(iii-f  n-f  3)  gegeben  ist,  kann  man  die  Curve  mittels 
projectivischer  Curvenbüschel  C^  und  Cn  construiren  (de  Jouquiöres). 

^___  G. 


\ 
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P.  H.  ScHoUTE.     Eenige  beschonwingen  naar  aanleiding 
van    het    grootste    aantal    veelvoudige  punten  eener 

algebraische  kromme.    Yeral.  en  MededeeL  XIU.  96-148. 

Der  AaBgangspunkt  dieser  Abhandlang  ist  der  bekannte 
Sats:  „Eine  eiafacbe  Curve  n*^"  Grades  kann  höchstens 
|(ii — l)(fi— 2)  Doppelpunkte  besitzen.^  Die  verschiedenen  Be- 
weise Ton  Cremona,  Plfleker  und  Anderen  werden  untersucht  und 
ungenttgend  gefunden,  weiter  ein  neuer  mitgetheilt  Ebenso  wird 
die  Zahl  dreifacher  und  mehrfacher  Punkte  untersucht,  hierzu 
eine  Tafel  dieser  Zahlen  geftigt.  Hieran  werden  einige  Folge- 
roDgen  geknüpft  und  sodann  untersucht,  wie  die  Zahl  der  auf 
uobekanntem  Ort  gelegenen  Doppelpunkte  in  eiuigen  Fällen  die 
Natur  der  Gunre  bestimmt;  dieses  wird  an  einigen  einfachen 
Beispielen  erläutert.  Mittels  des  Princips  der  Dualität  werden 
nächst  den  genannten  Resultaten  über  geometrische  Orte  mit 
Doppel-  und  vielfachen  Punkten  unmittelbar  die  entsprechenden 
Sätee  ttber  Enveloppen  mit  doppel-  und  vielfachen  Tangenten 
gefolgert  Drei  Gruppen  algebraicher  Curven  werden  unter- 
schied«!: Gnrven  mit  reellen  Zweigen,  Curven  mit  singulären 
reellen  Punkten  und  Curven  ohne  reelle  Punkte,  und  diese 
Unterscheidung  durch  Beispiele  erläutert.  Schliesslich  werden 
noch  einige  analoge  Untersuchungen  Pltlcker's  besprochen  und 
mit  den  Resultaten  des  Verfassers  verglichen. 

G. 


TowNSEND,  S.  Roberts,  E.  B.  Elliott.     Solutions  of  a 

qnestion   (5580).     Edac.  Times  XXIX.  96. 

Wenn  die  Seiten  eines  veränderlichen  Dreiecks  durch  3  feste 
Punkte  auf  einer  Geraden  gehen,  während  eine  Ecke  sieh  auf 
einer  anderen  geraden  Linie,  bewegt  und  eine  zweite  eine  ge- 
gebene Curve  beschreibt,  so  ist  der  Ort  der  dritten  Ecke  eine 
Curve,  die  durch  homographische  Transformation  der  gegebenen 
erhalten  wird.  0. 


P,  Ft'OKTEft.  Bieerciie  gconielridie  aopn  akuie  pro- 
prietii  da  uiieiiii  di  rette  nd  pimo  e  dei  Atrmi  di 
circ<di  che  paaaDO  per  im  pnto  sal  pnno  o  snlla 
sfera.    Bdia^Bi  6.  xtl  »moi. 

Das  beksnte  TVeorea  Iber  des 
der  4  Krene,  welcke  la  des  4  Draekea 


Cliffbrd  fir  2s  Gerade 
(Edae.  Thaes  1870)  Toa  wdches  der  VerfiuKr  bei^s  frlher 
eiaea  Beweb  rerdffnitfickl  katte,  bewciil  dersefte  hier  rerwBtögt 
ier  Bgeasfiiaftea  eiaea  Systeatf  Toa  Kreiaea,  wdehe  ra  Darch- 
aienera  die  tob  eiaeai  Pankte  der  Pttipberie  aaaUafcadea  Sehaen 
eioes  fertea  Kreises  habea,  ia  Iberiichflichqr  Weise  dardi  dai 
Heblass  too  a  anf  a-|- 1.  Aaf  dnea  aaderea  Beweis  wird  saai 
Sefaloste  dareh  das  folgende  Tbeorem  hiage wiesen:  Za  jedcai 
System  tob  28+  1  Geraden  giebl  es  einen  Kreis,  so  dass  die 
Fosspankte  der  von  eineia  Pankte  P  dersdbea  aaf  die  Gwad^i 
gefiUlten  Senkrechten  in  einer  Corre  a*^  Ordnnng  liegen,  die  ia 
P  einen  a— l-£aehen  Punkt  hat;  und  m  jedem  System  ron  2a+2 
C^eraden  gehört  ein  Punkt,  fltr  welehen  die  Fns^nnkte  der  Ton 
demselben  aof  jene  Geraden  gefiUlten  Senkrechten  in  einer  Corve 
n'^  Ordnung  liegen,  die  in  jenem  Punkte  einen  a— 1-faehtti 
Punkt  hat  V. 


O.  ScHLöMiLCH.     Ueber  das  vollständige  Viereck. 

8clilömileh  Z.  XXUL  191-19a 

Herr  Schlömilch  verallgemeinert  den  Gaussisehen  Sati  vom 
vollständigen  ^Vierseit''  (wie  von  Steiner,  Schröter,  Gremona,  etc. 
gesagt  wird;  der  Verfasser  sagt  in  etwas  anderer  Auffassung 
„Viereck^),  dass  die  Mitten  der  Diagonalen  auf  einer  (Geraden 
liegen.  Sm. 


\  Schlömilch.     Ueber  doppelt  centrische  Vierecke. 

Schlömilch  Z.  XXIIL  193-194. 
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Unter  doppelt  ceDtrischen  Vierecken  versteht  der  Verfasser 
Vierecke,  die  einem  Kreise  um-,  einem  anderen  eingeschrieben 
sind.  Er  theilt  über  dieselben  einige  Sätze  ohne  Beweis  mit  und 
regt  weitere  Fragen  an.  Sm. 


8.  Kantor,     üeber  das  vollständige   Viereck  und   das 
Kreisviereck.    Wien.  Ber.  1878. 

Die  Arbeit  ist  eine  Ergänzung  und  weitere  Ausführung  der 
Untersuchungen,  welche  der  Verfasser  in  einer  früheren  Abhand- 
lung „Ueber  das  Kreisviereck  und  Ereisvierseit  insbesondere,  und 
das  vollständige  Viereck  im  Allgemeinen^  im  LVI.  Bande  der 
Sitzungsberichte  der  Wiener  Akademie  veröffentlicht  hat  (cfr. 
F.  d.  M.  IX.  p.  424).  Wichtige  metrische  Beziehungen  beim 
vollständigen  Vierseit  bilden  den  hauptsächlichsten  Inhalt. 

Schi. 


S.  Kantor.     Ueber  das  vollständige  Fünfseit.    Wien  Ber. 
187a 

S.  Kantor.     Ueber  das  vollständige  Fünfseit  und  einige 
dabei  auftretende  Curvenreihen.    Wien.  Ber.  1878. 

Beide  Abhandlungen  enthalten  wesentliche  Beiträge  zur  Geo- 
metrie des  Fünfseits.  In  der  ersten  Arbeit  werden  besonders  Be- 
ziehungen der  Lage  untersucht,  wozu  die  Miquerschen  Punkte, 
der  Miquersche  Kreis,  die  Steiner*schen  Mittelpunktskreise  und 
der  gemeinschaftliche  Schnittpunkt  derselben  die  Ausgangspunkte 
bilden.  In  der  zweiten  Arbeit,  auf  deren  Inhalt  Referent  be- 
sonders aufmerksam  macht,  sind  vorzugsweise  metrische  Be- 
ziehungen entwickelt.  So  sind  unter  andern  Relationen  zwischen 
den  Radien  der  Steiner'schen  Mittelpunktskreise  und  den  Winkeln 
der  die  Diagonalen  halbirenden  Geraden  darin  enthalten.  Hieran 
schliessen  sich  eingehende  Untersuchungen  über  Fusspunktskegel- 
schnitte  beim  Fttnfseit.  Der  Miquersche  Kreis  ist  der  Ort  der 
Brennpunkte  aller  Curven  dritter  Klasse,  welche  die  f&nf  Seiten 
berflbren   und  die  unendlich  ferne  Gerade   zur  Doppeltangente 
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haben.  Die  Fasspiinkte  der  ron  einem  dieser  Punkte  auf  die 
fhnf  Seiten  gefällten  Normalen  liegen  zugleich  mit  dem  Brenn- 
punkte auf  einem  Kegelschnitte.  Der  Schnittpunkt  der  fbnf 
Steiner'schen  Mittelpunktskreise  besitzt  die  Eigenthttmlichkeit^  dase 
sein  Fusspunktskegelschnitt  eine  gleichseitige  Hyperbel  ist 

Schi. 


S.  Kantor,     üeber  den  ZusammenhaDg  von  n  beliebi- 
gen Geraden  in  der  Ebene.   Wien.  Ber.  1878. 

Die  Abhandlung  ist  die  Fortsetzung  einer  früheren  Arbeit 
des  Verfassers  mit  demselben  Titel,  ttber  welche  im  IX.  Bande 
dieses  Jahrbuches  p.  424  referirt  worden  ist  Sie  enthält  den 
Beweis  fttr  folgende  zwei  Sätze:  Der  Miquersche  Punkt  P?«, 
welcher  einem  2n-Seit  9^9%  ^^gu  zugehört,  ist  identisch  mit  dem 
Brennpunkte  derjenigen  rationalen  Curve  n***'  Klasse,  welche  die 
2n  Geraden  zu  einfachen  Tangenten  und  die  unendlich  ferne 
Gerade  zur  (n— l)-fachen  Tangente  hat.  Der  zu  einem  (2fi+ 1)- 
Seit  zugehörige  Miquersche  Kreis  JSfsn+i  ist  der  Ort  der  Brenn- 
punkte aller Curven(n+ 1)**' Klasse,  welche  die  Geraden  j,  ff,...flf2»+ 1 
einmal  und  die  unendlich  ferne  Gerade  n-mal  berähren. 

Schi. 


S.  Kantor,     üeber  eine  Gattung  merkwürdiger  Geraden 
und  Punkte  bei  vollständigen  n-Ek^ken  auf  dem  Kreise. 

Wien.  Ber.  1878. 

Auf  einem  Kreise  liegen  die  vier  Punkte  A^^  A^^  A^^  A^. 
Wenn  in  den  vier  aus  diesen  Punkten  gebildeten  Dreiecken  die 
Fusspunktsgeraden  für  zwei  Punkte  P,  und  P,  desselben  Kreises 
construirt  werden,  so  liegen  die  Schnittpunkte  der  zu  einem 
Dreiecke  gehörigen  Linienpaare  auf  einer  und  derselben  Gteraden 
(?iv.  Ist  P^  ein  dritter  Punkt  desselben  Kreises,  und  sind  be- 
züglich der  Amben  P^P^  und  P^P^  die  zwei  neuen  Geraden  0rv 
construirt,  so  schneiden  sich  dieselben  mit  der  ersten  zur  Ambe 
P^P^  gehörigen  in  einem  und  demselben  Punkte  7*iy.    Befinden 
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gicb  die  5  Punkte  A^^  A^,  A^,  A^^  A^  auf  demselben  Kreise  mit 
den  3  Punkten  P^P^P^^  so  kann  nun  in  jedem  der  fünf  Vierecke, 
welche  sich  aus  je  vier  dieser  Punkte  bilden  lassen,  ein  Punkt 
Tiv  constmirt  werden;  diese  5  Punkte  Tiv  liegen  auf  einer  und 
derselben  Geraden  Gy^  u.  s.  f.  Diese  Beziehungen  werden  im 
weiteren  Verlaufe  auf  eine  beliebige  Anzahl  der  Punkte  A  und 
P  ausgedehnt  Schi. 


W.  Stammbr.     Die  ersten  Sätze  der  neueren  Geometrie 
als  Pensum  einer  Realschule  I.  Ordnung.  Fr.  Düsseldorf. 

Die  Methoden  und  Anschauungen  der  synthetischen  Geometrie 
bilden  einen  würdigen  Abschluss  des  geometrischen  Unterrichts 
auf  Bealschulen.  Dem  Verfasser  erscheint  es  wttnschenswerth, 
dass  die  Lehrer  der  Mathematik  sich  gegenseitig  ihre  Ansichten 
und  Erfahrungen  mittheilen,  damit  die  Grenzen,  innerhalb  deren 
sieh  der  Unterricht  zu  bewegen  hat,  allmählich  festgestellt  werden. 
Deshalb  hat  der  Verfasser  die  Anfänge  der  synthetischen  Geo- 
metrie bis  zur  Erzeugung  der  Kegelschnitte  dargestellt,  wie  er 
sie  seit  einigen  Jahren  in  der  Prima  gelehrt  hat.  Die  Bearbei- 
tung interessirt  durch  Gründlichkeit  und  durch  Uebersichtlichkeit, 
welche  besonders  durch  die  dogmatische  Form  des  Vortrages  ge- 
fordert wird.  Schi. 


BucBBiNDBR.    Behandlung  der  Kegelschnitte  auf  Schulen 
in  synthetischer  Form  nach  Steiner.    Fr.  Pforta. 

Die  Torliegende  Bearbeitung  der  Kegelschnitte  flir  die  Zwecke 
der  Schule  sehliesst  sich  in  der  Anordnung  und  Behandlung  des 
Stoffes  sehr  eng  an  das  Geiser'sche  Buch:  „Die  Theorie  der  Kegel- 
schnitte  in  elementarer  Darstellung^,  §8—16  an. 

Schi. 


H.    6.    Zeüthbn.       Skelet    af    en    elementärgeometrisk 

Keglesnitsläre.      Zeuthen   Tidsekr.  (4)    \\.   33-54,    65-76,    109-124, 
132-148. 
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In  diesem  Aufsatze  giebt  der  Verfasser  in  sehr  gedrängter 
Form  einen  Umriss  der  elementaren  synthetischen  Kegelschnitts- 
theorie,  insbesondere  als  Lieitfaden  Air  Lehrer  und  beim  Selbst- 
studium bestimmt.  Die  mitgetheilten  Sätze  nnd  Constructionen, 
199  an  Zahl,  sind  durchgängig  ohne  Beweise  mitgetbeilt,  in- 
dem der  Verfasser  sieh  besonders  bemüht  hat,  die  Sätze  in 
ihrer  natürlichen  Folge  aufzustellen ,  damit  die  Beweise  so  nahe 
liegen,  dass  Jedermann  sie  selbst  auffinden  kann.  Nur  wenn 
sich  besondere  Schwierigkeiten  darbieten  würden,  sind  die  Be- 
weise angedeutet  oder  wohl  auch  in  extenso  mitgetheilt  Eine 
grosse  Anzahl  Gonstructionen  ist  aufgenommen  theils  unter  die 
eigentlichen  Sätze,  theils  um  als  Uebungsbeispiele  zu  dienen. 
Sowohl  von  diesen,  als  ron  den  mitgetheilten  Beweisen  zeichnen 
mehrere  sich  durch  ihre  Eleganz  aus,  z.  B.  verdient  ein  sehr 
einfacher  Beweis  für  das  Theorem  von  Brianchon  für  den  Kreis 
hervorgehoben  zu  werden.  Um  den  Gang  der  Darstellung  und 
den  Umfang  des  Stoffes  zu  characterisiren,  wird  es  hinreichen, 
die  Titel  der  verschiedenen  Abschnitte  anzuführen. 

1)  Vorbereitende  Sätze  und  Gonstructionen  (von  Kreisen 
aus  gegebenen  Bedingungen).  2)  Definitionen  und  Grund- 
eigenschaften (der  allgemeine  Kegelschnitt  wird  definirt  als  Ort 
des  Centrums  eines  Kreises;  übrigens  wird  jede  der  drei  Gat- 
tungen für  sich  behandelt).  3)  Gonstructionen  und  Sätze  von 
Tangenten.  4)  Anwendungen  zur  Gonstruction  von  Kegelschnitten, 
welche  gegebenen  Bedingungen  genügen;  confocale  Kegelschnitte. 
5)  Leitlinien.    6)  Die  Durchmesser  der  Ellipse  und  der  Hyperbel. 

7)  Anwendung  einer  Transformation,  Benutzung  von  besonde- 
ren Verhältnissen  bei  der  Ellipse  und  der  Hyperbel  (die  be- 
sprochene Transformation  ist  mit  der  Parallelprojection  identisch). 

8)  Die  Durchmesser  der  Parabel.  9)  Ebene  Schnitte  des  geraden 
Kegels.  10)  Die  Sätze  von  Pascal  und  Brianchon.  11)  Ebene 
Schnitte  des  schiefen  Kreiskegels.  12)  Pol  und  Polare. 
13)  Anhang  über  confocale  Kegelschnitte. 

Gm. 
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M.  Simon.     Die   Kegelschnitte   behandelt  für  die  Repe- 
tition    in   der   Gymnasial  -  Prima.      Erste  Abtheilung. 

Die   Parabel.     Berlin,  Calvary. 

Das  Yorliegeude  erste  Heft  enthält  eine  elementar-geometrische 
Herleitong  der  Haupteigenschaften  der  Parabel.  Der  Verfasser 
geht  von  der  bekannten  Definition  der  Parabel  als  geometrischem 
Ort  der  Punkte,  welche  gleiche  Entfernung  von  einem  Punkt 
und  einer  Geraden  haben,  aus.  Er  behandelt  sodann  die  Ge- 
stalt der  Parabel,  Parabel  und  Gerade,  die  Eigenschaften  der 
conjugirten  Sehnen  und  Durchmesser,  die  harmonischen  Eigen- 
schaften, Pol  und  Polare.  Im  letzten  Paragraphen  endlich  ist 
eine  Reihe  von  Aufgaben,  im  Anschluss  und  mit  Hinweis  auf 
die  einzelnen  Sätze,  zusammengestellt.  0. 


F.  Machowkc.      Einige  Sätze   der  Geometrie  der  Lage 
iii  der  Planimetrie  und  descriptiven  Geometrie. 

Casopis  VII.  121-130.  (Böhmisch.) 

Entwickelt  einige  Theoreme   für   den  Kreis,   die  dann  für 
Gurren  zweiten  Grades  yerallgemeinert  werden.  Std. 


E.  Catalan.       Sur    les    hexagones    de    Pascal    et    de 

Brianchon.     Bull,  de  Belg.  (2)  XL  VI.  046-949. 

F.  Folie.     Restitution  de  priorit^  en  faveur  de  M.  Ca- 
talan.   Ball,  de  Belg.  (2)  XL  VI.  379-380. 

Herr  Catalan  hat  zwei  von  den  1877  von  Herrn  Folie  (Bull, 
de  Belg.  (2)  XUII.  500—505,  XLIV.  181-193,  N.  C.  M.  III. 
416  —  417;  s.  F.  d.  M.  IX.  428)  veröffentlichten  Sätzen  bereits 
1848  gefunden  und  sie  in  dem  Buche:  „Application  de  Talgäbre 
ä  la  gäomötrie^  (lithographirt)  und  in  den  Nouv.  Ann.  (1)  XI. 
173  (1852)  publicirt.  Die  Gombination  dieser  Sätze  mit  denen 
von  Steiner,  ebenso  wie  der  Nachweis  von  der  Möglichkeit,  diese 
Eigenschaften  auf  höhere  Curven  auszudehnen,  kommt  indess 
nur  Herrn  Folie  zu.  Mn.  (0.) 
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G.     Veronesk.       Nuovi     teoremi    sulF     hexagrammum 

mysticum.    E.  Acc.  d.  Line.  (3)  I.  141-142.  1877. 
L.    CreMONA.      Osservazioni.  B.  Acc.  d.  Line.  (3)  I.  142-143.  1877. 

Herleitung  bekannter  Sätze  mit  Hülfe  perspectivischer  Drei- 
ecke von  Herrn  Veronese.  Herr  Cremona  giebt  eine  andere 
Herleitung.  0. 


E.  Brassine.     G^n^ralisation  du  th^orfeme  de  Brianchon. 

M6m.  de  Toul.  (7)  IX.  453-454. 


G.  Marro,  G.  Vincenzo.     Solutions  of  a  question  (5590). 

Educ.  Times  XXIX.  103. 

Wenn  ein  Viereck  einem  Kegelschnitt  einbescbriebeu  ist,  so 
lässt  sich  auf  jeder  der  Seiten  ein  Punkt  so  bestimmen,  dass  die 
gegenüberliegenden  Seiten  des  neuen  durch  die  4  Punkte  ge- 
bildeten Vierecks  sich  auf  der  Directrix  schneiden.  O. 


Ch.   Ladd.      Solution  of  a  question   (5670).    Educ.  Times 

XXX.  25 

Von  den  9  Schnittpunkten  zweier  einem  Kegelschnitt  ein- 
beschriebenen Dreiecke  ist  die  Linie,  welche  durch  zwei  dieser 
nicht  auf  derselben  Seite  liegenden  Punkte  geht,  eine  Paseal'sche 
Linie  des  Systems  yon  6  Punkten  auf  einem  Kegelschnitt 

O. 


G.  Mamke.     Aufgabe  über  die  Construction  eines  Kegel- 
schnittes.   Grnnert  Arch.  LXII.  325-330. 

Die  Aufgabe,  einen  Kegelschnitt  zu  zeichnen,  welcher  drei 
gegebene  Gerade  berührt  und  einen  gegebenen  Punkt  zum  Brenn- 
punkt hat,   wird  in  elementarer  synthetischer  Weise  behandelt. 
Ferner  werden  die  beiden  Fragen  genauer  erörtert,  wie  sieb  der 
rakter  des  Kegelschnitts  ändert,    wenn  eine  der  gegebenen 
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Tangenten   am   einen   festen  Punkt  gedreht  wird,  und  wie  sieb 
bei  dieser  Drehung  das  Centrum  des  Kegelschnitts  bewegt 

Mz. 


A.  Mannheim.     Construire  les  axes  d'une  elHpse,  6tant 
donn^s   deux   diam^tres  conjugu^s.    Nouv.  add.  (2)  XVII. 

t529-ö36. 

Die  Aufgabe,  welche  oben  gestellt  ist,  löst  Herr  Mannheim 
mit  höchst  einfachen  Mitteln.  Bekanntlich  beschreibt  jeder  Punkt 
einer  Kreisfläche,  welche  sich  innerhalb  eines  anderen  Kreises 
mit  doppeltem  Radius  rollend  bewegt,  eine  Ellipse,  während  die 
Peripheriepunkte  Durchmesser  jenes  Kreises  durchlaufen.  Ist  e 
der  augenblickliche  Bertthrungspunkt  beider  Kreise  und  m  irgend 
ein  Punkt  der  rollenden  Kreisfläche,  so  ist  me  Normale  der  von 
m  beschriebenen  Ellipse  (m),  das  Loth  vom  Mittelpunkt  o  des 
Bahnkreises  auf  me  giebt  also  die  Richtung  der  Tangente  im 
Punkte  m  an.  Heisst  dieses  od,  so  sind  om  und  od  conjugirte 
Richtungen.  Während  der  Bewegung  des  Kreises  beschreibt  e 
die  Gerade  oe  und  d  die  Gerade  od\  es  bewegt  sich  also  ed  als 
starre  Gerade  zwischen  den  Schenkeln  des  Winkels  eod.  Geht 
ed  in  die  Richtung  ron  od  über,  so  fällt  m  in  einen  Punkt  n, 
also  ist  on  =  om  die  Grösse  des  dem  Halbmesser  om  zugehörigen 
eoiyugirten  Halbmessers.  Sind  demnach  om  und  on  als  conju- 
girte Halbmesser  einer  Ellipse  gegeben,  so  construire  man  das 
Loth  mdy  trage  von  m  aus  in  der  Richtung  dies  Lothes  on  =  me 
an  und  lege  Über  oe  als  Durohmesser  einen  Kreis.  Legt  man 
von  m  aus  durch  den  Mittelpunkt  dieses  Kreises  den  Durchmesser 
gCf  so  sind  og  und  oc  die  Richtungen  der  Axen  der  Ellipse,  die 
Strecken  gm  und  mc  geben  aber  ihre  Grösse  an.  Hätte  man 
on  =  mef  in  entgegengesetzter  Richtung  abgetragen,  so  hätte  man 
eine  zweite  Construction  erhalten.  Indem  man  beide  zusammen- 
fasst,  gelangt  man  zu  der  Lösung,  welche  Chasles  in  seinem 
„Apercu  historique^  p.  362  von  dem  vorgelegten  Problem  ge- 
geben hat:  „Durch  den  Endpunkt  A  des  einen  der  conjugirten 
Durchmesser  lege  man  eine  Senkrechte  gegen  den  zweiten  und 
trage  auf  dieser  Senkrechten  von  A  aus  nach  beiden  Seiten  den 
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zweiten  conjugirten  Halbmesser  ab.  Die  Endpunkte  dieser  Strecken 
verbinde  man  mit  dem  Mittelpunkt  der  Ellipse  und  balbire  durch 
zwei  neue  Gerade  Winkel  und  Nebenwinkel  dieser  Verbindungs- 
linien. Die  Richtungen  der  beiden  neuen  Geraden  geben  die 
Richtungen  der  Axen  an,  die  Summe  jener  beiden  Verbindungs- 
linien aber  entspricht  der  grossen  Axe  der  Ellipse."  Die  ge- 
wöhnlichen Relationen  für  conjugirte  Durchmesser  werden  im 
Anschluss  an  diese  Lösung  mit  höchst  elementaren  Mitteln  ent- 
wickelt, und  endlich  noch  eine  zweite  Lösung  des  Problems  bei- 
gefligt.  Sehn. 


S.  Kantor.     Geometrische  Untersuchungen.    Schiömiich  z. 

XXIII.  414-416. 

Aus  der  Formel  r  =  --— r-  fllr  den  Radius  des  einem  Drei- 

eck  umschriebenen  Kreises  folgt  bekanntlich  eine  Formel  f&r  den 
Flächeninhalt  einer  Ellipse 

r 

wo  ri,2r2,3ri,3  die  den  Seiten  eines  einbeschriebenen  Dreiecks 
parallelen  Halbmesser,  r  den  Radius  des  diesem  Dreieck  um- 
schriebe uen  Kreises  bedeuten.  Dieser  Satz  ist  einer  wichtigen 
Specialisirung  fähig,  die  man  erhält,  indem  man  den  Kreis  in 
einen  KrQmmungskreis  überführt  Wendet  man  ihn  bei  einem 
beliebigen  Kreis,  welcher  die  Ellipse  in  vier  Punkten  schneide 
auf  die  vier  durch  diese  Punkte  bestimmten  Dreiecke  an,  so  folgt 
leicht  der  von  Steiner  ohne  Beweis  mitgetheilte  Satz,  dass  die 
Gegenseiten  des  durch  jene  vier  Punkte  bestimmten  vollständigen 
Vierecks  gegen  die  Axen  der  Ellipse  gleich  geneigt  sind.  Der 
Verfasser  knüpft  hieran  einen  neuen  Beweis  für  einen  Steiner*- 
schen  Satz  über  die  Krümmungskreise  der  Ellipse ,  der  auf  an- 
deren Wegen  von  Joachimsthal  und  von  dem  Referenten  bewiesen 
ist.  Es  folgt  nämlich  aus  Obigem,  dass  die  Tangente  im  Be- 
rührungspunkte eines  Krttmmungskreises  und  die  der  Ellipse  und 
dem  Krttmmungskreise  gemeinschaftliche  Sehne  gegen  die  Axen 
gleich  geneigt  sind.    Fragt  man  nun,  wieviel  Kreise  durch  einen 
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EllipseDpunkt  B  gehen,  welche  die  Ellipse  in  einem  anderen 
Punkte  berühren,  so  kommt  dies  darauf  hinaus,  durch  B  eine 
Sehne  so  zu  legen,  dass  sie  mit  der  Tangente  im  anderen  End- 
punkte gegen  die  Axen  gleich  geneigt  sei.  Projicirt  man  aber 
die  ganze  Figur  in  der  bekannten  Weise  (affin)  auf  den  grossen 
(oder  kleinen)  Scheitelkreis  so  ist  die  Aufgabe  auf  die  ent- 
sprechende Aufgabe  ftlr  den  Scheitelkreis  reducirt.  Zieht  man 
nun  im  Kreise  durch  B'  eine  beliebige  Sehne  B'A'  und  durch 
A'  eine  gegen  eine  gegebene  Richtung  mit  jener  gleich  gerichtete 
Sehne,  A'C,  so  ist  die  Enveloppe  der  letzteren  eine  innere  Epi- 
cycloide  mit  3  Spitzen,  fttr  welche  der  Kreis  Scheitelkreis  ist 
Die  3  Scheitel  derselben,  welche  ein  gleichseitiges  Dreieck  bilden, 
brauchen  also  nur  auf  die  Ellipse  znrttckprojicirt  zu  werden,  um 
die  gesuchten  Osculationspunkte  zu  erhalten,  die  also  auf  einem 
Ifaximal-Dreieok  liegen.    Daraus  folgt  der  Steiner'sche  Satz: 

Durch  jeden  Punkt  B  der  Ellipse  gehen  drei  und  nur  drei 
anderweitig  oscülirende  Kreise.  Die  drei  Osculationspunkte  A^, 
A^j  A^  bilden  ein  der  Ellipse  eingeschriebenes  Dreieck  maximalen 
Inhalts  und  liegen  mit  dem  gegebenen  Punkte  selbst  auf  einem 
Kreise.  Der  Herr  Verfasser  deutet  nach  diesem  interessanten 
Beweise  noch  einige  weitere  Folgerungen  an,  von  denen  aber 
die  eine  dem  Referenten  unverständlich  ist^  welche  heisst:  „Alle 
Kreise,  welche  den  einer  Ellipse  eingeschriebenen  Dreiecken 
maximalen  Inhaltes  conjugirt  sind,  haben  gleichen  Inhalt^.  Der 
Verfasser  sagt  nämlich  nicht,  was  er  mit  dem  Ausdruck  „conjugirt^ 
meint.  Der  Kreis,  ftlr  welchen  die  Seiten  des  Dreiecks  die  Po- 
laren der  gegenttberliegenden  Eckpunkte  sind,  kann  nicht  gemeint 
sein,  da  man  leicht  erkennt,  dass  für  diesen  die  Behauptung  nicht 
zutrifft. 

Zuletzt  betrachtet  der  Verfasser  die  Gerade  a,  auf  welcher 
die  Fusspnnkte  der  von  einem  beliebigen  Punkte  B  der  Ellipse 
auf  die  Seiten  des  zugehörigen  maximalen  Dreiecks  A^A^A^  ge- 
fällten Senkrechten  liegen,  und  ihre  Enveloppe.  In  Hinsicht  hier- 
auf ist  jedoch  ein  Versehen  zu  berichtigen.  Bestimmt  man  näm- 
lich durch  Projection  parallel  zur  kleinen  Axe  die  entsprechenden 
Punkte  B*  A\A'^A*^    des   grossen  Scheitelkreises,   so   liegen  die 
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Fusspunkte  der  drei  von  ff  auf  die  Seiten  des  Dreiecks  A\A\A'^ 
gefällten  Senkrechten  in  einer  Geraden  &^  deren  Ort,  wie  richtig 
angegeben  ist,  eine  orthogonale  Asteroide,  d.  h.  eine  innere  Epi- 
cycloide  mit  vier  Spitzen  ist,  welche  letztere  in  den  Durchschnitten 
des  Scheitelkreises  mit  den  Axen  liegen.  Aber  q  und  q^  ent- 
sprechen sich  dann  nicht  affin,  wie  der  Verfasser  behauptet,  da 
die  zu  &  affine  Gerade  in  dem  zur  Ellipse  gehörigen  Gebilde 
diejenige  ist,  welche  durch  die  Fusspunkte  der  Ton  B  zu  den 
drei  Seiten  des  Dreiecks  A^A^A^  conjugirt  gerichteten  Geraden 
geht.  Demgemäss  ist  die  Behauptung  über  die  Beschaffenheit 
der  von  a  eingehüllten  Curve  zu  berichtigen.  A. 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  über 
Ellipse  und  Hyperbel  von  H.  Pollexfen,  J.  L.  McKbn- 
ziK,  Armbnante,  A.  Martin,   C.  Leudesdorp,  S.  Rüg- 

m 

GERO,    C.  ViNCENZO,    W.  J.  C.  MiLLER,    E.    W.  SyMONS, 

E.  P.  CüLVERv^ELL,   J.  C.  Malet,    0.  PüGLiA    finden 

sich    Educ.  Times  XXIX.  21,  29,  ^^,  41,  51,  68;  XXX.  62,  90. 

0. 


A.  F.  JoRRY.     On  triangles  self-conjugate  with   respeet 

tO  a  parabola.     MesBenger  (2)  Vin.  122-124. 

Es  werden  fUnf  Sätze  bewiesen,  welche  ein  selbst  conju- 
girtes  Dreieck  in  Bezug  auf  eine  Parabel  betreffen,  so  z.  B.: 
1)  Der  Flächeninhalt  eines  solchen  Dreiecks  ist  doppelt  so  gross, 
wie  dasjenige^  welches  durch  Verbindung  der  Berührungspunkte 
dreier  seinen  Seiten  parallelen  Tangenten  entsteht.  2)  Der  Hittel- 
punkt des  einem  selbst  conjugirten  Dreieck  umschriebenen  Kreises 
liegt  auf  der  Directrix  der  Parabel.  3)  Der  Neunpunktekreis  des 
Dreiecks  geht  durch  den  Brennpunkt  etc.  Glr.  (0.)  * 


Mack.     lieber  die  Krümmungskreise  der  Parabel. 

Grunert  Arch.  LXI.  385-407. 

Der  Herr  Verfasser  behandelt  die  Krttmmungskreise  der  Pa- 
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rabel  and  Vieles,  was  damit  zusammenhängt,  auf  eine  sehr  ein- 
fache Weise  I  indem  er  von  einem  Fundamentalsatz  über  den 
Winkel  zwischen  zwei  Normalen  einer  Parabel  ausgeht.  Dieser 
Winkel  ist  nämlich  gleich  der  Hälfte  desjenigen ,  welchen  die 
Brennstrahlen  nach  den  Normalenfusspunkten  hin  mit  einander 
bilden.  Es  ist  dann  leicht,  diese  letzteren  Punkte  coincidiren 
zu  lassen  und  daraus  die  Construction  des  Krtlmmungskreises 
zu  gewinnen.   Das  Weitere  ist  in  der  Arbeit  selbst  nachzusehen. 

Mz. 


B.   F.   Davis,   S.  Johnston.      Solutions  of  a  questiou 

(5395).    Ednc.  Times  XXIX.  23. 

Sind  P  und  Q  Punkte  auf  2  confocalen  Kegelschnitten  der 
Art,  dass  ihre  Tangenten  sich  unter  rechten  Winkeln  schneiden, 
so  umhüllt  PQ  einen  dritten  confocalen  Kegelschnitt. 

0. 


D.   L.   Gatto,    V.  Jacobini.      Solution   of  a  question 

(5534).    Bdac.  Times  XXIX.  43-44. 

4  Kegelschnitte  S,  A,  B,  C  haben  einen  Brennpunkt  und 
eine  Tangente  D  gemeinsam.  Wenn  dann  eine  S  und  A  gemein- 
same Tangente  D  auf  der  Directrix  von  A,  eine  S  und  B  ge- 
meinsame Tangente  D  auf  der  Directrix  von  B,  endlich  eine  S 
und  C  gemeinsame  Tangente  D  auf  der  Directrix  von  C  schneidet, 
so  schneiden  sich  die  gemeinsamen  Tangenten  von  A,  B  und  C 
in  3  Funkten,  die  in  einer  Geraden  liegen.  0. 


G.  Foüret.  Sur  les  courbes  planes  ou  surfaces  qui  ont 
leurs  propre  polaire  rdciproque  par  rapport  ä  une  in- 
finit^ de  coniques  ou  surfaces  du  second  ordre. 

8oc.  Phil.  (7)  I.  42. 

Siehe  Abschnitt  VIII.  Cap.  5.  C. 
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E.  Dkwulf.      Essai   d'une   th^orie  g^om^trique  des  po- 
laires  inclinees.   Premifere  partie.  Darboux  Ball.  (2)  IL  41-48, 

372-392. 

Das  Referat  über  diese  Arbeit  wird  yersehoben,  bis  dieselbe 
vollständig  erschienen  ist  Schi. 


H.    MiLiNowsKi.      Die    Abbildung    von    Kegelschnitten 

auf  Kreisen.    Borchardt  J.  LXXXVI.  108-115. 

I.  Der  Ort  des  Centrums  eines  Kreises,  der  durch  einen 
festen  Punkt  F  geht  und  den  um  F'  mit  dem  Radius  2  a  ge- 
schlagenen Kreis  K'  tangirt,  ist  ein  Kegelschnitt  K;  das  Bild 
eines  Punktes  A  von  K  ist  der  Berührungspunkt  A'  des  betreffen- 
den Kreises  mit  K'.  Es  werden  die  Bilder  der  übrigen  Punkte 
nachgewiesen,  und  es  ergiebt  sich  eine  centrische  Gollineation. 
Benutzt  wird,  wie  es  scheint,  aber  ohne  Erwähnung,  der  doch 
nicht  ganz  elementare  Satz  —  denn  aus  Sätzen  der  Kreislehre 
soll  hierdurch  die  der  Kegelschnitte  abgeleitet  werden  — ,  dass 
die  Kreise  eines  Büschels  einen  festen  Kreis  in  einer  Involution 
schneiden.  Da  auch  die  erhaltenen  Resultate  grösstentheils  bekannt 
sind,  so  wäre  eine  genaue  Angabe  der  vorausgesetzten  Sätze  er- 
wünscht. Das  letzte  Alinea  von  S.  109  ist  dem  Referenten  un- 
verständlich geblieben,  einige  Betrachtungen  sind  nicht  hinlänglich 
bewiesen;  Polare  ferner  von  G  ist  doch  DE;  wie  können  mithin 
als  Schnitte  derselben  noch  A,  S  eingeführt  werden? 

II.  F  sei  der  eine  Brennpunkt  eines  Kegelschnittes  K;  A 
sei  ein  beliebiger  Punkt;  der  Kreis  über  AF  als  Durchmesser 
schneidet  den  Kreis  K'  über  der  Hauptaxe  von  K  als  Durch- 
messer zweimal,  und  die  Tangenten  in  diesen  Schnitten  an  K^ 
begegnen  sich  im  Bilde  A\ 

III.  K'  sei  derselbe  Kreis,  das  Bild  eines  Punktes  C  von  üf, 
wenn  K  Ellipse  ist,  ist  der  Endpunkt  der  verlängerten  Ordinate 
CLf  wenn  K  Hyperbel  ist,  der  Berührungspunkt  C  der  aus  dem 
Fusspunkte  L  an  K*  geführten  Tangente;  dass  LC':LC=b:a, 
ist  längst  bekannt  (Salmon-Fiedler's  Kegelschnitte,  4**"  Aufl. 
No.  240). 


^\ 
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IV.  Da  der  Mittelpunkt  eines  Kreises,  der  den  einen  K' 
von  zwei  festen  Kreisen  tangirt,  den  anderen  rechtwinklig  schnei- 
det, gleichfalls  einen  Kegelschnitt  beschreibt^  so  hat  man  eine 
weitere  Abbildung,  die  auch  den  Fall  der  Parabel  mit  einschliesst : 
der  Berührungspunkt  ist  wiederum  Bild  der  Mittelpunktes. 

Sm. 


H.  MiLiNowsKi.  Synthetischer  Beweis,  dasa  jede  ebene 
Curve  dritter  Ordnung  durch  einen  Kegelschnittbüschel 
und  einen  ihm  projeotiven  StrahlenbUschel  erzeugt 
werden  kann.    Schlömicb  z.  xxiii.  327-386. 

Herr  Milinowski  beginnt  mit  der  Entwickelung  der  Polaren- 
tbeorie  der  ebenen  Curven  3'*'  Ordnung  (oder  reproducirt  sie,  wie 
es  scheint,  nach  einem  Tilsiter  Programm  1872;  cf.  auch  Schldmileh 
XX.  17;  F.  d.  M.  IV.  284;  VII.  369);  er  geht  von  einer  in  drei 
Gerade  a,  b,  c  zerfallenden  Curve  aus,  definirt  für  sie  die  gerade 
und  die  conische  Polare  eines  Punktes  und  zeigt  mit  Hilfe  der 
centrischen  CoUineation,  dass,  wenn  eine  Gerade  /  durch  den 
Pol  P  das  Dreieck  a,  b,  c  in  A,  S,  T,  die  gerade  Polare  von  P 
in  P\  die  conische  in  P,,  P,  schneidet,  diese  Punkte  P\  P,,  P, 
fest  bleiben,  wenn  auch  a,  b,  c  uro  A,  S,  T  gedreht  werden,  so 
dass  er  auf  rein  geometrische  Weise  die  harmonischen  Mittel- 
punkte r«°  und  2**"  Grades  von  P  in  Bezug  auf  Ä,  S,  T  erhält, 
wobei  freilich  zunächst  A^  S,  T  alle  drei  reell  angenommen  wer- 
den. Dann  wird  nach  Cremona's  Vorgange  die  Polarentheorie 
der  cubischen  Plancurve,  das  Netz  der  conischen  Polaren  und 
seine  Hessische  Curve  abgeleitet 

Etwas  unvermittelt  wird  plötzlich  die  Curve  3**'  Ordnung 
nun  als  Tripelcurve  eines  Netzes  von  Kegelschnitten  angenommen, 
und  ftlr  sie  nachgewiesen,  dass  sie  durch  einen  Kegelschnitt- 
büscbel  um  4  beliebige  Punkte  der  Curve  und  einen  projectiven 
Strahlbüschel  erzeugt  werden  kann.  Der  Nachweis  der  Projecti- 
vität  der  6  entsprechenden  Paare,  die  er  erhält,  erscheint  dem  Refe- 
renten etwas  bedenklich.  Es  ist  femer  bei  der  Unvollständigkeit 
des  Gitats  zweifelhaft,  ob  der  Verfasser  den  Beweis  der  zweiten 
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Auflage  der  SteiDer-Schröter'schen  Vorlesungen  —  bei  denen 
übrigens  Steiner  nicht  als  alleiniger  Autor  anzusehen  ist  —  S.  516 
kennt.  Freilich  wird  dort  der  Nachweis  der  Identität  zweier 
Curven  3**'  Ordnung  durch  die  Gemeinsamkeit  von  11  Punkten 
geführt;  womit,  wie  es  scheint,  Herr  Milinowski  sich  nicht  be- 
gnügt, sondern  den  Nachweis  der  Identität  aller  Punkte  ftlr  noth- 
wendig  hält. 

Der  Gedankengang  der  drei  letzten  Seiten  ist  dem  Referenten 
nicht  klar  geworden,  das  Ziel  scheint  zu  sein  (doch  vergleiche 
man  die  Ueberschrift),  darzuthun,  dass  jede  Curve  3'**'  Ordnung 
Tripelcurve  eines  Kegelschnittnetzes  sei ;  die  Darstellung  erschien 
dem  Referenten  nicht  durchsichtig  genug,  und  was  vorausgesetzt 
wird,  war  ihm  nicht  immer  klar;  auch  tritt  die  Eigenschaft  der 
Curve,  in  drei  Weisen  Tripelcurve  zu  sein,  an  keiner  Stelle  her- 
vor. Sm. 


H.   MiLINOWSBa.      Berichtigung.   Schlömilch  Z.  XXIII.  343-345. 

Herr  Milinowski  berichtigt  hier  zwei  fehlerhafte  Beweise 
seines  Aufsatzes :  Zur  synthetischen  Behandlung  der  ebenen  Cur- 
ven 3«"  Ordnung  (Schlömilch  Z.  XXL  427 ;  F.  d.  M.  VIII.  363), 
sowie  einige  Druckfehler.  Sm. 


E.  Weyr.     Die  Curven  dritter  Ordnung  als  Involutious- 

curven.     Prag.  Ber.  1877.  131-133. 

Die  Involutionscurve  einer  auf  einem  Kegelschnitt  C,  befind- 
lichen biquadratischen  Tangenteninvolution  ist  eine  Curve  dritter 
Ordnung  J,,  und  umgekehrt  kann  jede  ebene  Curve  dritter  Ord- 
nung als  Involutionscurve  einer  biquadratischen  Involution  auf- 
gefasst  werden.  Eine  Tangenteninvolution  vierter  Ordnung  auf 
dem  Kegelschnitte  C,  ist  durch  zwei  beliebig  gewählte  Gruppen 
vollkommen  bestimmt  Die  sechs  Schnittpunkte  der  vier  Tan- 
genten jeder  der  beiden  Gruppen  sind  Punkte  der  Involutions- 
curve. Verfasser  zeigt  nun,  dass  aus  den  beiden  gegebenen 
Vierseiten  auf  einfache  Weise  weitere  neun  Vierseite  und  damit 
weitere  54  Punkte  der  Curve  J,  abzuleiten  sind.  Schi. 
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F.  Folie.     Elements  d'une  thöorie  des  faisccaux. 

Bnix.,  P.  HayoK,  1878,  111  p.    Königeberger  Rep.  X.  353-354. 

Der  Inhalt  dieser  Arbeit  ist  naeb  dem  Verfasser: 

Die  wiebtigsteD,  in  diesem  Werke  entbaltenen  Sätze  sind 
folgende.  Wir  geben  sie  nur  für  die  Curven  dritter  Ordnung 
an,  obgleich  sie  in  dem  Werke  bis  auf  die  fünfte  ausgedehnt 
sind  und  sich  noch  weiter  ausdehnen  lassen.  Die  correlatiTen 
Sätze  fttr  die  Curven  dritter  Klasse  wird  man  gleich  aus  den 
ersteren  ableiten  können. 

Vermittelst  dieser  Sätze  wird  man  eine,  durch  neun  Punkte 
bestimmte  Curve  dritter  Ordnung,  sehr  einfach  beschreiben  können. 
Die  Auflösung  ist  jedoch  in  dem,  ganz  theoretischen,  Werke  nicht 
enthalten. 

I.  Pappus'scher  Satz.  Sind  zwei  conjugirte  Dreiseite  einer 
Curye  dritter  Ordnung  eingeschrieben  (Siehe  Fondements  d'une 
gäom^trie  sup^rieure  Cart^sienne,  par  F.  Folie),  so  sind  die 
Producte  der  Abstände  eines  beliebigen  Punktes  der  Curve  von 
den  Seiten  eines  jeden  Dreiseit  analogisch  (Ibid.)* 

n.  Desargues'scher  Satz.  In  demselben  Falle  schneidet 
eine  beliebige  Gerade  die  Curve  und  die  Seiten  der  beiden  Drei- 
seite in  drei  temen  Punkten  der  Involution. 

UL  Pascarscher  Satz.  In  einem  Systeme  von  zwei  einer 
Curve  dritter  Ordnung  conjugirten  Vierseiten  begegnen  sich  die 
vier  Paare  entgegengesetzter  Seiten  in  vier  Punkteui  welche  auf 
derselben  Geraden  liegen. 

IV.  Satz.  Wenn  man  drei  mit  drei,  in  beliebiger  Ordnung, 
die  Paare  entgegengesetzter  Seiten  von  zwei,  einer  Curve  dritter 
Ordnung  conjugirten  Vierseiten  zusammensetzt,  so  bekommt  man 
ein  Pascarsehes  Hexagon. 

V.  Satz.  In  einem  System  von  zwei  einer  Curve  dritter 
Ordnung  conjugirten  n  Seiten  schneiden  sich  die  Paare  nicht 
adjacenter  Seiten  in  n(n— 3)  Punkten,  welche  auf  einer  Curve 
(n  — 3)*"  Ordnung  liegen. 

VI.  Satz.  Anharmonische  Eigenschaft  dritter  Ordnung.  Wenn 
man  einen  beliebigen  Punkt  einer  Curve  dritter  Ordnung  mit 
den  Ecken  von  zwei  derselben  conjugirten  Dreiseiten  verbindet, 
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SO  ist  das  anharmonische  Verhältniss  des  gebildeten  Strahlblischels 
coQstant;  nnd  dieses  Verhältniss  ist  gleich  demjenigen  der  Ab- 
stände zwischen  den  Durchschnittspunkten  der  Strahlen  mit  einer 
beliebigen  Geraden. 

Der  Ausdruck  dieses  anharmonischen  Verhältnisses  dritter 
Ordnung  ist  folgender,  wenn  man  die  sechs  Strahlen  mit  1  ...  6 
und  den  Sinus  der  zwischen  den  Strahlen  1  und  2,  u.  s.  w.  ent- 
haltenen Winkel  mit  (12)  u.  s.  w.  bezeichnet: 

__     (12).(34).(56) 
*''  ~     (61).(23).(45)    ' 

welcher  Ausdruck  einfacher  geschrieben  wird: 

r,  =  (12  3456). 

VII.  Satz.  In  demselben  Falle,  wie  im  Satze  VI.,  ist  auch 
das  Verhältniss  des  Productes  der  Sinusse  der  im  ersten  Dreiseit, 
von  seinen  Seiten  ab  bis  zu  den  anstossenden  Strahlen  gerechne- 
ten  Winkel^  mit  dem  Producte  der  Sinusse  der  in  dem  zweiten 
Dreiseit  ebenso  gerechneten  Winkel  eine  constante  Grösse. 

VIII.  Satz.  Evolutorische  Eigenschaft.  Wenn  ein  vollständi- 
ges Vierseit  einer  Gurve  dritter  Ordnung  eingeschrieben  ist,  und 
man  zieht  durch  drei  beliebige  Ecken  desselben  die  Tangenten 
der  Gurve,  so  schneidet  eine  beliebige  Gerade  die  Seiten  der 
beiden  durch  diese  drei  Ecken  und  diese  drei  Tangenten  bestimm- 
ten Dreiecke  in  3  Paaren  Punkten  der  Evolution; 

das  heisst,  wenn  diese  3  Paare  Punkte  mit  1.. 3,  1'..3 
bezeichnet  werden: 

12'.23'.31'  =  +r2.2'3.3'I. 

Derselbe  Satz  gilt  auch,  wenn  das  eine  Dreieck  einem  Kegel- 
schnitte eingeschrieben,  und  das  andere  durch  seine  Ecken  um- 
geschrieben ist  —  Femer  findet  man  in  dem  erwähnten  Buche 
eine  vorläufige  Forschung  Über  die  Involution  und  das  anharmo- 
nische Verhältniss  dritter  Ordnung,  so  z.  B.  den  Ausdruck  der 
ersteren  mittelst  des  zweiten: 

(ir2I"3l'").(12'22"32''0-(13'23"33"0  =  -1,    u.  s.  w. 

Mn. 
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J.  Hammond,  W.  J.  C.  Sharpe,  Gaset,  J.  L.  McKenzie. 

Solutions  of  a  question  (5563),  Bduc.  Times  XXIX.  52,  93-94. 

Wenn  von  2  Punkten  einer  Curve  dritten  Orades,  die  mit 
einem  Inflexionspunkt  in  gerader  Linie  liegen,  Tangenten  ge- 
zogen werden,  die  die  Curve  noch  einmal  schneiden,  so  liegen 
ihre  Schnittpunkte  mit  dem  Inflexionspunkte  wieder  in  einer 
Geraden.  0. 


HiRST,    TowNSEND,    F.    D.  Thomson.      Solutions    of  a 

question   (5753).     Edac.  Times  XXX.  85-87. 

In  einem  System  von  drei  Linienpaaren  in  einer  Ebene 
httllen  die  Linien^  die  sie  in  Involution  schneiden,  eine  Linie 
dritter  Klasse  ein,  während  der  Ort  der  Doppelpunkte  der  Invo- 
lution von  der  dritten  Ordnung  ist.  Gehen  drei  der  Linien  (eine 
von  jedem  Paar)  durch  einen  Punkt  und  die  andern  drei  durch 
einen  zweiten  Punkt,  so  zerfällt  die  eine  Curve  in  einen  Kegel- 
schnitt und  eine  Gerade,  die  andere  in  3  Punkte. 

0. 


C.   Le  Paigk.      Sur    quelques  th^orfemes   de  göom^trie 

SUp^rieure.     BuU.  de  Belg.  (2)  XLV.  93-96. 

Anwendung  der  Theorie  des  anharmonischen  Verhältnisses 
beliebiger  Ordnung  auf  die  Theorie  der  ebenen  Curven,  speciell 
der  Curven  dritten  und  vierten  Grades.  Mn.  (0.) 


F.  Folie.     Deuxifeme   note  sur  Textension  de  la  notion 
du  rapport  anharmonique.  Bull,  de  Belg.  (2)  XLVI.  88-96. 

Die  Bedingungen  daftlr,  dass  drei  Systeme  dreier  Punkte 
eine  Involution  dritter  Ordnung  bilden,  werden  mit  Httlfe  des 
anharmonischen  Verhältnisses  dritter  Ordnung  ausgedrückt.  Ana- 
loge Eigenschaften  f&r  höhere  Ordnungen.  Mn.  (0.) 


Portflchr.  d.  Math.  X.  2.  26 
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C.  Le  Paige.     Sur  les  points  multiples  des  involutions 

SUp^rieures.    Bull,  de  Belg.  (2)  XLVI.  247-259. 

Untersuchung  der  Doppelpunkte  einer  Involution  dritter  Ord- 
nung und  dritter  Klasse.  Mn.  (0.) 


Laguerre.      Sur   les  courbes   unicursales    de    troisifeme 

classe.     Bull.  8.  M.  P.  VI.  54-57. 

ABCQ  seien  die  Schnitte  zweier  Kegelschnitte  K,  H\  P  fest 
auf  ff,  M  beweglich  auf  if;  der  zweite  Schnitt  von  MP  mit  ff 
sei  J]  der  von  PJ  mit  K  sei  a,  so  umhüllt  Ma  eine  Curve  dritter 
Klasse,  die  dadurch  als  unicursal  erkannt  wird,  dass  eine  von 
den  drei  Tangenten  durch  jeden  Punkt  von  K  individuell  be- 
stimmt ist.  Sie  ändert  sich  nicht,  wenn  ff  durch  einen  andern 
Kegelschnitt  von  (^ABCQ)  ersetzt  wird.  Sni. 


L.   GöRiNG,     Ueber   eine  geometrische    Verwandtschaft 
achten  Grades.   Pr.  Straseburg. 

Werden  7  beliebig  gewählte  Punkte  einer  Ebene  fest  ange- 
nommen, so  ist  jedem  achten  Punkte  x,  der  nicht  mit  einem 
dieser  Punkte  zusammenfällt,  ein  neunter  Punkt  y  eindeutig  zu- 
geordnet durch  die  Bestimmung,  dass  diese  9  Punkte  die  Basis- 
punkte eines  Büschels  von  Curven  dritter  Ordnung  sein  sollen. 
Diese  geometrische  Verwandtschaft  wird  in  der  Arbeit  näher 
untersucht.  Durchläuft  der  Punkt  x  eine  Gerade,  so  beschreibt 
der  ihm  zugeordnete  Punkt  y  eine  Gurve  achter  Ordnung,  welche 
die  7  festen  Basispunkte  zu  dreifachen  Punkten  hat  (cfr.  Geiser, 
Borchardt  J.  LXVII).  Im  Allgemeinen  liegt  auf  jeder  Geraden  u 
ein  Paar  entsprechender  Punkte  x  und  y.  Die  auf  den  Geraden 
eines  Büschels  befindlichen  Paare  zugeordneter  Punkte  liegen 
auf  einer  Curve  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  Basispnnkte 
und  den  Mittelpunkt  des  Bttschels  geht.  Die  Verbindungsgerade 
zweier  entsprechenden  Punkte  umhüllt  eine  Curve  dritter  Klasse 
und  vierter  Ordnung,  während  der  eine  Punkt  eine  Gerade  u 
beschreibt.     Diese  Gerade  ist  Doppeltangente  der  Curve  und  die 
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beiden  auf  u  liegenden  einander  zugeordneten  Punkte  x  und  y 
sind  die  Berührungspunkte.  Die  weiteren  Untersuchungen  knöpfen 
an  besondere  Lagen  der  Basispunkte  an.  Schi. 


H.    MiLiNOwsKi.      Zur    synthetischen    Behandlung    der 
ebenen     Curven    vierter  Ordnung.     Schiömiich  z.  xxrii. 

85-107,  211-244. 

In  Fortsetzung  seines  früheren  Aufsatzes  über  die  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung  (Schlöm.  Z.  XXI.  427;  P.d.M.  VIII.  363) 
nimmt  Herr  Milinowski  nun  die  ebenen  Curven  vierter  Ordnung 
vor.  Er  geht  aus  von  der  Erzeugung  der  Curve  durch  zwei 
projective  Kegelschnittbttschel  und  fahrt  den  Nachweis  der  vierten 
Ordnung  des  Erzeugnisses  dadurch,  dass  er  die  ferneren  Schnitte 
einer  Geraden,  die  durch  einen  Schnittpunkt  homologer  Kegel- 
schnitte geht,  als  Schnitte  mit  dem  Erzeugnisse  zweier  projectiven 
Strahleninvolutionen  in  halbperspßctiver  Lage  nachweist.  Gegen- 
über dem  bekannten  Beweise  des  Herrn  Härtenberger  (Borchardt  J. 
LVIIL),  [dessen  Arbeit,  ebenso  wie  Olivier's  Arbeiten  (Borchardt 
J.  LXX,  LXXI;  Schiömiich  Z.  XIV),  dem  Verfasser  nicht  be- 
kannt zu  sein  scheint],  bei  welchem  die  beiden  projectiven  In- 
volutionen, welche  durch  die  Büschel  auf  einer  Geraden  ent- 
stehen, auf  einen  Kegelschnitt  K  projicirt  zwei  projective  Strahl- 
bttschel  induciren,  deren  Erzeugniss  in  seinen  Schnitten  mit  K 
sofort  zum  Resultat  führt,  ist  dieser  Beweis  etwas  umständlich. 

Der  Verfasser  kommt  dabei  auf  das  Erzeugniss  zweier  pro- 
jectiven Strahleninvolutionen  in  beliebiger  Lage  zu  sprechen  und 
bewegt  sich,  obgleich  ihn  Bef.  schon  F.  d.M.  VI.  371  darauf  auf- 
merksam gemacht  hat,  noch  in  der  irrigen  Vorstellung,  als  ob 
jede  Curve  vierter  Ordnung  mit  zwei  (reellen)  Doppelpunkten 
durch  zwei  projective  Strahleninvolutionen  erzeugt  werden  könne, 
oder  was  damit  zusammenhängt,  als  ob  bei  einer  Curve  dritter 
Klasse  auf  zwei  beliebigen  Tangenten  und  nicht  blos  auf  zwei 
oonjugirten  Tangenten  durch  die  übrigen  Tangenten  projective 
Punktinvolutionen  entstehen.  Eine  beliebige  Curve  vierter  Ord- 
nung mit  zwei  Doppelpunkten  kann  wohl  durch  zwei  Büschel 
erzeugt  werden,    die  sich  in   zwei -zweideutiger  Beziehung  be- 

26* 
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finden,  und  man  kann  —  bei  gegebenen  Scheiteln  —  der  Be- 
ziehung die  Bedingung  auferlegen,  dass  entsprechende  Strahlen 
nach  acht  gegebenen  Punkten  gehen;  aber  nicht  jede  zwei-zwei- 
deutige  Beziehung  ist  eine  projective  Beziehung  zweier  Invo- 
lutionen, und  man  kann  bei  zwei  projectiven  Involutionen  um 
gegebene  Scheitel  nur  von  7  Paaren  von  Strahlen,  die  zu  ent- 
sprechenden Paaren  der  Involutionen  gehören,  verlangen,  dass 
sie  durch  gegebene  Punkte  gehen. 

Für  zwei  projective  Strahleninvolntionen  in  allgemeiner,  bez. 
halbperspectiver  Lage  findet  nun  der  Verfasser,  dass  die  Ver- 
bindungslinien der  Schnitte  homologer  Strahlenpaare  eine  Curve 
vierter  Klasse  mit  zwei  Doppeltangenten,  bez.  eine  Curve  dritter 
Klasse  ÜT,  umhüllen  und  sich  schneiden  in  den  Punkten  eines 
Kegelschnitts,  bez.  einer  Geraden.  Die  Berührung  der  vor- 
liegenden Betrachtung  mit  Herrn  Schröter's  Aufsatz,  Clebsch  Ann. 
V.,  in  dem  z.  B.  S.  65  die  eben  erwähnte  Gerade  gefunden  ist, 
wird  nicht  erwähnt 

Der  Beweis  S.  93,  dass  die  durch  zwei  halbperspective  pro- 
jective Strahleninvolutionen  erzeugte  K^  von  der  K^  9  mal  tangirt 
wird,  ist  dem  Referenten  nicht  verständlich  gewesen;  von  den 
ersten  Polaren  der  Strahlen  eines  Bttschels  in  Bezug  auf  ÜT,  be- 
rühren doch  nicht  9  diese  Curve;  ebenso  hat  er  den  einen  Be- 
weis, dass  jede  durch  zwei  projective  Kegelschnittbttschel  erzeugte 
Curve  noch  auf  unzählige  Arten  so  ei*zeugt  werden  kann,  nicht 
recht  verstehen  können,  und  gilt  dies  auch  noch  fttr  manche 
andere  Beweise.  Es  mag  zum  Theil  daran  liegen,  dass  er  der 
Lectflre  dieses  Aufsatzes  nicht  hinreichend  Zeit  hat  widmen  kön- 
nen, zum  Theil  aber  auch  daran,  dass  der  Verfasser  die  Beweise 
nicht  gründlich  genug  durchdenkt  oder  ausführlich  genug  mit- 
theilt. Da  er  sich  nun  einmal  auf  den  principiellen  Standpunkt 
stellt,  rein  geometrisch,  ohne  Entlehnungen  aus  der  Algebra  (also 
auch  ohne  Chasles'  Correspondenzprinzip)  zu  operiren,  so  muss 
man  genau  wissen,  was  er  voraussetzt;  S.  93  wird  vorausgesetzt 
—  also  gewiss  nicht  ohne  Algebra  — ,  dass  zwei  Curven  S'*"^  und 
5'^'  Klasse  15  Tangenten  gemein  haben,  S.  10 1  aber  ein  Beweis 
dafür,  dass  eine  Curve  4'^'  Ordnung  mit  einem  Kegelschnitte 
8  Punkte  gemein  hat,  für  nöthig  erachtet,  dabei  aber  doch  das 
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Vorhandensein  zweier  dieser  Punkte  vorausgesetzt.  Oft  weiss 
man  nicht  recht,  ob  eine  Behauptung  noch  bewiesen  werden  soll, 
oder  nur  als  Corollar  ausgesprochen  ist;  und  fUr  als  blosse  Co- 
rollare  ausgesprochene  Behauptungen  wäre  häufig  noch  ein  ordent- 
licher Beweis  erwtlnscht  Die  Projectivitäts-Beweise  sind  mehr- 
fach nur  halb,  indem  nur  das  eine  eindeutige  Entsprechen  dar- 
gethan  ist,  oder  bedenklich;  ein  Beweis  wie  der  auf  S.  242  in 
der  Polarentheorie  würde  Referenten  nicht  befriedigen:  jedem 
Punkte  der  Curve  4**^  Ordnung  entspricht  eine  Curve  S'*"*  Ordnung 
seine  erste  Polare;  den  4  Schnitten  A,  B,  C,  D  einer  Geraden 
entsprechen  4  Curven  A\  ...,  D*  eines  Btlschels;  hieraus  allein 
folgert  Hilinowski,  dass  A*,..D^~/\A...D. 

Am  Schlüsse  des  ersten  Theiles  ergeben  sich  noch  die  Cur- 
ven  6**^'  Klasse  mit  3  Doppeltangenten,  eingehüllt  von  den  Ge- 
radenpaaren der  Büschel,  welche  durch  zwei  homologe  Kegel- 
schnitte zweier  projectiven  Büschel  constituirt  werden,  und  die 
Cunre  6'^''  Ordnung  mit  6  Doppelpunkten,  erzeugt  durch  die 
Doppelpunkte  dieser  Geradenpaare. 

Der  zweite  Theil  beginnt  mit  dem  Erzeugnisse  zweier  pro- 
jectiren  Büschel  3*"  und  1**^  Ordnung  (^„...ilj  und  B.  Auch 
hier  wird  ein  ziemlich  umständlicher  Beweis  der  4**"*  Ordnung 
gegeben;  Referent  besitzt  dafür  seit  längerer  Zeit  folgenden  auch 
wohl  sonst  bekannten  Beweis:  Jede  Curve  C  des  Büschels 
3*«'  Ordnung  {A^,,..A^)  besitzt  auf  dem  Kegelschnitte  S  durch 
i4^,  ...  A^  einen  Punkt  als  Gegenpunkt  G  zu  A^^  . . .  A^;  den 
Büschel  um  G  und  den  Büschel  (il^, ...  A^  schneidet  man  mit  einer 
Geraden  /  und  projicirt  die  Schnitte  aus  einem  Punkte  Y  von 
S  auf  diesen  Kegelschnitt:  man  erhält  zwei  projective  Büschel 
um  V  und  um  das  Centrum  der  Projection  der  Involution;  beide 
erzeugen  einen  Kegelschnitt  C,  dessen  drei  weitere  Schnitte  mit  S 
ausser  Y  aus  Y  auf  /  projicirt  die  3  Schnitte  (C*,  t)  geben.  Verändert 
sich  C,  so  entsteht  ein  zum  Curvenbüschel  der  C,  projectiver  Büschel 
von  Kegelschnitten  C",  der  also  auch  mit  dem  Büschel  projectiv 
ist,  welcher  aus  Y  den  Schnitt  von  /  mit  dem  Strahlbüschel  B 
projicirt  Die  Curve  3'*"^  Ordnung,  welche  beide  erzeugen,  schneidet 
8  ausser  im  Doppelpunkte  Y  noch  in  vier  Punkten,  deren  Pro- 
jectionen  aus  Y  auf  /  die  Schnitte  der  Geraden  /  mit  der  er- 
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zeugten  Curve  sind.  Auch  jedem  Kegelschnitte  K^  von  (A^, :..  AJ 
entspricht  ein  Punkt  W  auf  S,  und  der  Btlschel  der  Strahlen 
von  W  nach  den  verschiedenen  Punkten  G  ist  dem  Curven- 
btlschel  {A^,..,A^)  und  also  auch  dem  gegebenen  Strahlbttschel 
B  projectiv  und  erzeugt  mit  ihm  einen  Kegelschnitt  S';  verändert 
sich  K^j  so  bilden  die  ^'  einen  mit  (A^, ...  A^)  projectiven  BOschel, 
und  jede  zwei  entsprechende  Elemente  der  Büschel  IT  und  ft* 
schneiden  sich  in  Punkten/  durch  die  auch  entsprechende  Ele- 
mente von  (A^,...  A^)  und  B  gehen;  womit  in  einfacherer  Weise, 
als  es  durch  Herrn  Milinowski  geschieht,  die  Identität  des  jetzigen 
Erzeugnisses  mit  dem  früheren  nachgewiesen  ist. 

Herr  Milinowski  zeigt  dann  wiederum,  dass  jede  Curve,  die 
auf  die  jetzige  Weise  entsteht,  auch  auf  unzählige  Weisen  so 
entstehen  kann,  giebt  eine  Reihe  von  Sätzen  tlber  ein  oder  zwei 
cubische  Büschel,  entwickelt  auf  nicht  uninteressante  Weise  das 
Netz  von  Gurven  S*^*"  Ordnung  und  geht  zur  Gonstruction  der 
Curve  4*^'  Ordnung  aus  14  Punkten  tlber;  doch  wäre  hier  grössere 
Ausltlhrlichkeit  sehr  erwünscht  gewesen,  und  sind  manche  Be- 
weise dem  Referenten  nicht  völlig  klar  geworden.  Jonquiöres* 
Arbeit:  Essai  sur  la  g^n^ration  des  courbes  algöbriques  etc. 
(M^m.  pr^s.  par  divers  savants  Bd.  16)  scheint  dem  Verfasser 
nicht  bekannt  zu  sein.  Da  sich  übrigens  bei  2  Gruppen  von  je 
7  Punkten  3  Paare  von  Punkten  finden  lassen,  die  nach  jenen 
projective  Büschel  senden,  so  dürfte  auch  ifolgende  Fassung  des 
Problems  zum  Ziele  fllhren:  A^.,,A„  B^.,,B^  sind  gegeben;  es 
werden  X,  y,  Z  gesucht,  so  dass 

{A^,,.A^XY)(B^,...  Bj)  A  Z(B,, ...  ÄJ, 
(cf.  Jonquiöres  a.  a.  0.  und  BischoflT,  Annali  di  mat.  (2)  VI.  145). 

Sodann  wendet  sich  der  Verfasser  zur  Betrachtung  der  Büschel 
und  Netze  von  Gurven  4*^^  Ordnung  und  zur  Erzeugung  von  Gur- 
ven 5'®'  und  6**^  Ordnung. 

Den  Schluss  bildet  die  Polarentheorie  der  Curve  4***'  Ordnung. 
Jeder  Punkt  A  der  Curve  kann  Scheitel  eines  Büschels  sein,  der 
mit  einem  projectiven  cubischen  Büschel  die  Curve  erzeugt:  die 
conischen  Polaren  von  A  nach  dessen  Gurven  bilden  einen  neuen 
Büschel,  welcher  mit  dem  Büschel  A  die  cubische  Polare  von  Ä 
nach  der  Curve  4**'*'  Ordnung  erzeugt.    Der  Beweis  für  die  ge- 
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mischte  Polare  zweier  Curvenpunkte  wird  nach  Crenioua  erbracht, 
dann  mit  Hilfe  des  schon  oben  erwähnten  Schlusses  die  cabische 
Polare  eines  beliebigen  Punktes  gewonnen.  Sm. 


S.  Kantor.     Die  Tangen teiigeometrie  an   der  Steiner'- 
schen  Hypocycloide.    Wien.  Ber.  1ö78. 

Der  Verfasser  ist  durch  seine  Untersuchungen  Über  Gruppen 
von  Punkten  auf  einem  Kreise  auch  zu  der  Beschäftigung  mit 
der  Steiner'schen  Hypocycloide  mit  drei  Rttckkehrpunkten  ver- 
anlasst und  zu  einer,  so  ergiebigen  Betrachtungsweise  hingeführt 
worden,  dass  er,  von  der  Steiner'schen  Erzeugungsweise  ausgehend, 
eine  Reihe  neuer  und  wichtiger  Eigenschaften  dieser  Gurve  auf- 
gefunden hat,  welche  in  der  vorliegenden  Abhandlung  veröffent- 
licht werden.  Schi. 

Laguerre.     Sur  la  cardioide.    Nouv.  Ann.  (2)  xvil.  56-69. 

Die  Eigenschaften  der  Cardioide  werden  hier  durch  Speciali- 
sirung  von  fundamentalen*  Eigenschaften  der  Curven  3***^  Klasse 
gewonnen;  und  zwar  betreffen  die  letzteren  Eigenschaften  die 
drei  Brennpunkte,  welche  bei  der  Cardioide  sich  in  einem  ver- 
einigen. Ausserdem  findet  man  mehrere  Erzeugungsweisen  der 
Cardioide  angegeben  und  vielfach  wohl  noch  nicht  bekannte 
Sätze,  welche  Tangenten,  Normalen  und  metrische  Relationen 
betreffen.  Mz. 


Glasen.      Ueber    die    durch   Kreise    mit  gemeinsamem 
Schnittpunkt  erzeugten  Gebilde.    Pr.  Holzminden. 

Nachdem  der  Verfasser  in  den  ersten  Seiten  der  Abhandlung 
fbr  die  zu  untersuchenden  Gebilde  die  Beziehungen  und  Gesetze 
der  Circularinversion  hergeleitet  hat,  geht  er  zu  der  Betrachtung 
der  inversen  Curven  der  Kegelschnitte  Über.  Zwei  projectivischen 
Strahlenblischeln  entsprechen  zwei  projectivische  Kreisbüschel 
mit   dem    gemeinsamen  Basispunkte  F.     Die   durch    letztere  er- 


408     Vin.  Abschnitt.    Beine,  elementare  a.  synthetische  Geometrie. 

zeugten  Gebilde  sind  deshalb  invers  zu  den  Kegelschnitten. 
Der  Fall,  dass  das  Centrani  der  Inversion  mit  einem  der  Mittel- 
punkte  der  Strahlenbttsehel  zusammenfällt,  wird  vorläufig  ausge- 
schlossen. Die  Eegelschnittinversen  sind  bicirculare  Gurven 
vierter  Ordnung  und  sechster  Klasse ,  für  welche  der  gemein- 
schaftliche Basispunkt  P  Doppelpunkt  ist.  Entsprechend  den 
drei  Gattungen  der  Kegelschnitte  werden  drei  Gattungen  der 
inversen  Gurven  unterschieden;  entweder  ist  der  Doppelpunkt  P 
ein  Knotenpunkt,  eine  Spitze  oder  ein  isolirter  Punkt.  Der 
Brianchon'sche  und  andere  Sätze  über  Kegelschnitte  lassen  sich 
auf  die  inversen  Gurven  übertragen.  Aus  der  analytischen  Form 
der  Gleichung  der  Kegelschnittinversen  ist  ersichtlich,  dass  z.  B. 
die  PascaFsche  Schnecke,  die  Gardioide  und  die  Lemniscate 
zu  denselben  gehören.  Eine  zweite  Art  der  Inversen  entsteht 
aus  der  Verbindung  eines  Kreisbttschels  mit  einem  ihm  pro- 
jectivischen  Strahlenbttsehel,  dessen  Mittelpunkt  einer  der  Basis- 
punkte des  ersteren  ist.  Diese  Gombination  ist  das  inverse  Ge- 
bilde zweier  projectivischer  Strahlenbttsehel  unter  der  Voraus- 
setzung, dass  das  Gentrum  der  Inversion  in  einem  der  beiden 
Mittelpunkte  angenommen  wird.  Die  Kegelschnittsinversen  der 
zweiten  Art  sind  circulare  Gurven  dritter  Ordnung  mit  einem 
reellen  Doppelpunkte.  Die  Gissoide  z.  B.  gehört  hierzu;  sie  ist 
die  Inverse  der  Parabel,  wenn  der  Scheitel  der  Parabel  zum 
Centrum  der  Inversion  genommen  wird.  Schi. 


B.    Räumliche  Gebilde. 

J.  LüROTH.     Ueber  cyclisch-projective  Punktgruppen  in 
der  Ebene  und  im  Räume,   ciebsch  Add.  XIIL  305-319. 

Siehe  Abschn.  VIII.  Gap.  5A.  p.  378. 


E.  Dkwülf.     Demonstration  d*un  thdorfeme  de  la  throne 
des  figures  homographiques  dans  Tespace.  Noav.  Add.  (2) 
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Die  projectiven  Bflschel  um  zwei  entsprechende  Gerade 
o.  d  der  beiden  homographischen  (collinearen)  Räume  erzeugen 
ein  Hyperboloid,  das  zugleich  durch  die  projectiven  Punktreihen 
auf  a,  al  entsteht  Sind  a^,  a,,  a,  drei  Gerade  eines  Büschels 
in  a  um  A^  a'i,  oa  03  ihnen  entsprechend  (in  o'  um  A^\  so  haben 
die  Hyperboloide  \a^(i!^\  und  \a^€k\  ausser  ao',  AA*  noch  zwei 
Gerade  p,  q  gemein,  deren  Schnitte  mit  [a^  d{\  die  4  sich  selbst 
entsprechenden  Punkte  der  beiden  Räume  sind.  Wie  kann  aber 
der  Verfasser  behaupten,  dass,  weil  aa',  AM  reell  sind,  auch 
p,  9  reell  sein  müssen?  (Cf.  Steiner's  System.  Entw.  p.  24G). 

Sm. 


J.  M.  DE  TiLLY.  Sur  la  r&olution  des  problfemes  qui 
exigent  des  constmctions  daus  Tespace,  avec  la  r&gle 
et  le  compas.   N.  c.  M.  iv.  272-278. 

Frincipien.  I.  Wenn  eine  Figur  von  drei  Dimensionen  ge- 
geben ist,  kann  man  auf  derselben  soviel  Punkte^  wie  man  will, 
finden,  die  ein  und  derselben  Ebene  angehören,  indem  man  von 
zwei  beliebigen  Punkten  als  Mittelpunkten  zwei  sphärische  Gurven, 
mit  demselben  Radius,  beschreibt,  die  sich  auf  der  gegebenen 
Figur  schneiden,  und  diese  Construction  beliebig  oft  wiederholt. 
Alle  so  erhaltenen  Schnittpunkte  gehören  derselben  Ebene  an. 
Es  gentigen  aber  drei  solcher  Punkte,  um  eine  Ebene,  fttnf,  um 
einen  Kegelschnitt  zu  bestimmen.  H.  Um  einen  beliebigen  Punkt 
0  der  Figur  auf  eine  durch  die  drei  Punkte  DE¥  bestimmte 
Ebene  zu  projiciren,  beschreibe  man  in  der  Ebene  DE¥  oder  in 
einer  Ebene,  auf  die  das  Dreieck  DEF  übertragen  ist,  drei  Kreise, 
die  diese  drei  Punkte  zu  Mittelpunkten  und  die  Entfernungen 
DO,  £0,  ¥0  zu  Radien  haben.  Der  einzige  Schnittpunkt  (centre 
radical)  der  drei  gemeinsamen  Ebenen  ist  die  Projection  von 
0  auf  DEV. 

Anwendungen.  I.  (Constmctions  faites  au  moyen  d'un  seul 
plan  de  projection).  1)  Gegeben  eine  feste  Kugel,  zu  finden 
ihren  Radius.  Eine  beliebige  nach  dem  Princip  1.  bestimmte 
Ebene  ist  die  eines  grössten  Kreises.  2)  Gegeben  ein  unbegrenzter 
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Cy linder  zweiten  Grades,  zu  construiren  eine  Erzeugende,  die 
durch  einen  auf  der  Oberfläche  liegenden  Punkt  geht.  Man  con- 
struirt  auf  einer  und  derselben  Ebene  die  Projection  zweier 
Systeme  von  fünf  Punkten,  die  zwei  Ebenen  und  dem  Cylinder 
angehören.  Diese  beiden  Systeme  bestimmen  zwei  Kegelschnitte. 
Die  Linie,  welche  die  Projectionen  der  Mittelpunkte  verbindet, 
ist  parallel  M'M",  der  Projection  der  Generatrix,  die  durch  M 
geht.  Man  kann  auch  M'M"  und  den  Schnitt  mit  der  Projection 
eines  der  Kegelschnitte,  parallel  zu  M'M'^  und  durch  M  gehend, 
construiren.  3)  Gegeben  ein  Kegelstumpf  zweiten  Grades,  mit 
parallelen  Grundflächen,  zu  construiren  die  Generatrix,  die  durch 
einen  Funkt  M  auf  der  Oberfläche  geht.  Man  construirt  die  eine 
der  Grundflächencurven  auf  einer  Ebene,  die  Projection  der  an- 
deren auf  diese  Ebene  und  sucht  ihre  Mittelpunkte  (oder  Scheitel, 
wenn  es  Parabeln  sind).  Die  Verbindungsgerade  dieser  Punkte 
enthält  die  Spitze  der  conischen  Fläche.  Durch  die  Mittelpunkte 
(oder  Scheitel)  zieht  man  in  den  Projectionen  der  Grundflächen 
zwei  Parallele  und  verbindet  ihre  Schnittpunkte  mit  den  Kegel- 
schnitten durch  eine  zweite  Gerade,  welche  ebenfalls  die  Spitze  ent- 
hält. Ist  aber  die  Projection  der  Spitze  bekannt,  so  ist  alles  Übrige 
bekannt.  II.  (Constructions  faites  avec  deux  plans  de  projection). 
Hülfsproblem :  Beliebig  viel  Punkte  einer  im  Riss  dargestellten  Ebene 
auf  die  als  Fläche  zweiten  Grades  vorausgesetzte  Figur  im  Raum 
zurUck  zu  verlegen.  Man  setzt  voraus,  dass  man  zwei  Projections- 
ebenen  hat,  deren  Lage  in  der  Figur  bekannt  ist.  Man  macht  in  dem 
Körper  zweiten  Grades  drei  ebene  Schnitte  und  stellt  die  Schnitt- 
kegelschnitte durch  fünf  Punkte  im  Riss  dar,  den  Schnitt  der 
drei  Ebenen  mit  der  gegebenen  Ebene  (mit  Hülfe  der  Spur)  nach 
drei  Geraden,  den  Schnitt  dieser  drei  Geraden  mit  den  Kegel- 
schnitten. Dann  lassen  sich  die  sechs  gefundenen  Punkte  leicht 
in  den  Raum  zurück  verlegen.  1)  Gegeben  ein  Theil  einer 
developpabeln  Oberfläche  zweiten  Grades,  zu  construiren  eine 
Generatrix.  Man  construirt  zwei  Kegelschnitte  der  Fläche  mit 
parallelen  Ebenen.  2)  Gegeben  ein  festes  Rotationsellipsoid,  zu 
finden  die  Grösse  seiner  Axcn  und  die  Lage  seiner  Scheitel. 
Man  construire  zwei  parallele  Schnitte ,  ihre  Mittelpunkte,  die 
Verbindungsgerade  derselben,   die  Schnitte  mit  der  Oberfläche, 
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den  Mittelpunkt  derselben,  eine  ihr  concenlrische  Kugel,  die  durch 
einen  Punkt  der  Oberfläche  geht,  und  suche  die  neun  Schnitt- 
punkte der  Kugel  mit  der  Oberfläche  unter  Benutzung  von  Hülfs- 
ebenen,  die  durch  den  Mittelpunkt  gehen.  Fünf  der  Schnittpunkte 
mindestens  werden  in  einer  Ebene  liegen,  ziehe  dann  eine  Senk- 
rechte zu  der  Ebene  durch  den  Mittelpunkt  u.  s.  f.  3)  Gegeben 
ein  Theil  eines  einschaligen  Rotationshyperboloides,  zu  finden  die 
Grösse  seiner  Axen,  die  Lage  seiner  Scheitel  und  die  Generatrices 
durch  einen  gegebenen  Punkt  zu  construiren.  Der  erste  Theil 
der  Construction  erledigt  sich  wie  in  2).  FUr  das  Weitere  con- 
stmirt  man  den  Scheitelkreis  und  verfährt  dann  wie  gewöhnlich. 

Mu.  (0.) 


F.  Maglioli.      Sulla  teoria    delle   quadriche   omofocali 
dal  punto  di  vista  siutetico.    Batuglioi  G.  XVI.  305-340. 

In  der  vorliegenden  Monographie  sind  die  wichtigsten  Ghasles- 
sehen  Sätze  über  confocale  Flächen  zweiten  Grades  (cf.  Chasles, 
Apercu  historique  p.  387  fi*.)  auf  rein  synthetischem  Wege  be- 
wiesen. Die  Sätze  über  allgemeine  Büschel  und  Schaaren  der 
Flächen  zweiter  Ordnung,  auf  welche  in  den  Beweisen  Bezug 
genommen  wird,  sind  den  einzelnen  Abschnitten  vorausgeschickt 
Der  zweite  Theil  der  Arbeit  behandelt  hauptsächlich  die  Polar- 
eigenschaften der  confocalen  Flächen.  Schi. 


C.  JüEL.     Nogle  elementär-geometrißke  Beviser. 

Zeothen  Tidsskr.  (4)  II.  4-13. 

Nebst  elementar -synthetischen  Beweisen  iür  die  Sätze  von 
Newton  und  Carnot  giebt  der  Verfasser  in  diesem  Aufsatze  eine 
Reibe  von  Sätzen  über  Flächen  der  zweiten  Ordnung  (insbesondere 
Umdrehungsflächen),  mit  einfachen  Beweisen  versehen.  Als  Bei- 
spiel diene  der  folgende  Satz:  Wenn  die  Axe  einer  Umdrehungs- 
fläche der  zweiten  Ordnung  die  Brennpunkte  enthält,  wird  ein 
ebener  Schnitt,  von  einem  der  Brennpunkte  gesehen,  durch  eine 
Umdrehungskegelfläche  projicirt  werden.  Gm. 
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O.  Hksse.  Ueber,  Sechsecke  im  Räume.  (Aus  den 
hinterlassenen  Papieren  von  0.  Hesse  mitgetheilt  durch 
Herrn  S.  Gundelfinger.)    Borchardt  J.  Lxxxv.  304-317. 

Nachdem  Hesse  in  dieser  hinterlassenen  Arbeit  zuerst  ana- 
lytisch bewiesen,  dass  jedes  Brianchon'sche  Sechseck  im  Räume 
auf  einem  Hyperboloide  liege  und  umgekehrt  jedes  Sechseck  auf 
einer  solchen  Fläche  ein  Brianchon'sches  sei,  betrachtet  er  ein 
beliebiges  Sechseck  und  zeigt,  wie  sich  aus  ihm  mit  Hilfe  eines 
willkürlichen  Punktes  ein  ihm  eingeschriebenes  Brianchon'scLes 
Sechseck  erzeugen  lasse,  welches  selbst  wieder  durch  ein  Hyper- 
boloid ein  neues  derartiges  Sechseck  liefere,  das  auch  dem  ur- 
sprünglichen eingeschrieben  ist.  Den  Schluss  bilden  Anmerkungen 
vom  Herausgeber  zu  der  Arbeit,  die  offenbar  der  linearen  Be- 
stimmung des  achten  Schnittpunktes  von  drei  Flächen  zweiter 
Ordnung  aus  den  sieben  andern  dienen  sollte.  Lth. 


H.  Schröter.      Ueber    ein  einfaches   Hyperboloid    von 
besonderer  Art    Borchardt  J.  lxxxv.  26-79. 

Dies  besondere  einfache  (einmantelige)  Hyperboloid  ist  das- 
jenige, bei  dem  die  Ereisschnitt-  oder  cyclischen  Ebenen  je  einer 
Geraden  der  Fläche  zu  einander  senkrecht  sind.  Steiner  hat 
mehrfach  (Grelle  J.  II.  29;  System.  Entw.  p.  218,  232)  auf  das- 
selbe aufmerksam  gemacht.  Dass  andererseits  die  Punkte,  deren 
Entfernungen  von  zwei  windschiefen  Geraden  ein  constantes  Ver- 
hältniss  haben,  ein  einmanteliges  Hyperboloid  erzeugen,  hat 
Chasles  analytisch  nachgewiesen  (Liouville  J.  1836  p.  324),  neuer- 
dings auch  Schönfliess  (Inaug.  Diss.  Berlin  1877)  synthetisch  mit 
Hilfe  des  Satzes,  dass  die  Strahlen,  welche  an  zwei  windschiefen 
Geraden  parallel  den  Kanten  eines  Kegels  zweiten  Grades  hin- 
gleiten, ein  Hyperboloid  erzeugen. 

Eine  weitere  analytische  Behandlung  giebt  Schönfliess  in 
Schlöm.  J.  XXIII.  245,  269,  die  mit  der  Schröter'schen  Abhand- 
lung gleichzeitig  ist.  Er  fand  schon  in  seiner  Dissertation,  dass 
die  beiden  Geraden,  von  denen  die  Entfernungen  gemessen  wer- 
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deo,  reciproke  Polaren  in  Bezug  auf  das  Hyperboloid  sind.  Herr 
Schröter  —  der  eine  vorläufige  Mittheilung  in  den  Monatsberichten 
der  Berliner  Akademie  Oct.  1877  gemacht  (s.  F.  d.  M.  IX.  553) 
—  untersucht  nun  diese  Fläche  eingehend  synthetisch;  er  fügt 
noch  die  Eigenschaft  hinzu^  dass  die  Involutionen  conjugirter 
Ebenen  um  jene  Geraden  circular  sind. 

Er  betrachtet  —  wie  Herr  Schönfliess  —  zuerst  den  Special- 
fall des  gleichseitigen  hyperbolischen  Paraboloids,  beweist  zuerst, 
dass  die  Punkte,  welche  von  zwei  windschiefen  Geraden  »,  8^ 
gleiche  Entfernung  haben,  ein  solches  Paraboloid  erzeugen,  für 
welches  das  gemeinsame  Loth  von  «,  s^  Axe  und  die  Mitte 
zwischen  den  beiden  Fusspunkten  Scheitel  ist,  da<ts  s,  «,  reci- 
proke Polaren  sind  (Herr  Schröter  sagt:  „conjugirte  Strahlen"; 
doch  zwei  conjugirte  Elemente  sind  solche,  von  denen  jedes  mit 
dem  polaren  des  andern  incident  ist:  so  bei  Punkten  und  Ebenen, 
also  wohl  auch  bei  Strahlen)  und  die  conjugirten  Ebenen  um  sie 
circulare  (orthogonale)  Involutionen  bilden;  darauf  umgekehrt 
weist  er  ftlr  jedes  gleichseitige  hyperbolische  Paraboloid  Oeraden- 
paare  Sy  «,  nach,  von  denen  die  Punkte  der  Fläche  gleiche  Ent- 
fernungen haben,  zunächst  als  besonders  interessanten  Fall  die 
beiden  Leitlinien  der  Hauptparabeln,  von  denen  jede  durch  den 
Brennpunkt  der  andern  Parabel  geht,  sodann  allgemeiner:  Man 
wähle  auf  der  Axe  in  gleicher  Entfernung  d  vom  Scheitel,  aber 
zwischen  den  Brennpunkten  der  Hauptparabeln  —  deren  Abstand 
21  sei  —  zwei  Punkte,  construire  die  Hyperbeln  in  den  Ebenen, 
welche  in  diesen  Punkten  zur  Axe  normal  sind;  diese  beiden 
Hyperbeln  haben  parallele  Asymptoten,  liegen  jedoch  in  ver- 
schiedenen Asymptotenwinkeln.  In  der  einen  ziehe  man  einen 
Halbmesser  von  der  Länge  2il,  der  stets  vorhanden  ist,  dann 
seinen  conjugirten  in  derselben  Hyperbel  und  seinen  parallelen 
bei  der  andern;  letztere  beide  sind  Gerade  «,  s^. 

Herr  Schönfliess  zeigt,  in  dem  Aufsatze  in  Schlömilch's  Zeit- 
schrift, dass  diese  Geradenpaare  eine  Regelfläche  dritten  Grades 
erzeugen;  ihre  genauere  Beziehung  zum  Paraboloid  giebt  er  nicht 
an,  dies  geschieht  durch  Herrn  Schröter. 

Herr  Schröter   wendet  sich  sodann    zum  Hyperboloide;    er 
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erzeugt  dasselbe  zunächst  darch  zwei  projeetive  Bttschel,  deren 
entsprechende  Ebenen  zu  einander  senkrecht  sind;  er  nennt  es 
deshalb  orthogonales  Hyperboloid  (in  den  Monatsberichten:  kreis- 
verwandtes). Unmittelbar  aus  dieser  Erzeugung  folgt,  dass  die 
cyclischen  Ebenen  zu  den  beiden  Axen  der  Bttschel  (und  zu 
deren  Parallelen  in  der  andern  Schaar)  senkrecht  sind.  Für  die 
Halbaxen  ergiebt  sich  die  —  auch  von  Schönfliess  gefundene  — 

interessante  Relation  — j-  =  -ri 5- ,  worin  2a  die  Axe  ist, 

a  0  c 

zu  der  die  cyclischen  Ebenen  parallel  sind. 

Dies  ist  eine  Bedingung  und  beweist  also,  dass  das  Senk- 
rechtstehen der  beiden  Arten  cyclischer  Ebenen  auf  zwei  Greraden 
stets  zugleich  eintreten  muss;  den  directen  Beweis  dafür  bringt 
die  Abhandlung  nicht:  er  beruht  darauf,  dass,  wenn  von  zwei 
Kegelschnitten  der  eine  durch  den  Pol  der  einen  Geraden  eines 
Geradenpaars  ihres  Bttscheli  in  Bezug  auf  den  andern  Kegel- 
schnitt  geht,  er  auch  den  Pol  der  zweiten  Geraden  enthält  Die 
Geraden,  welche  senkrecht  zu  den  cyclischen  Ebenen,  also  auch 
zu  2a  sind,  gehen  durch  die  Endpunkte  dieser  Axe.  Herr  Fiedler 
macht,  veranlasst  durch  die  vorliegende  Abhandlung  des  Herrn 
Schröter,  in  einem  Aufsatze  der  Vierteljahresschrift  der  Natur- 
forscher-Gesellschaft zu  Zürich  einige  Zusätze,  so:  dass  es  un- 
endlich viele  Paare  von  Geraden  in  jeder  Schaar  der  Fläche 
giebt,  deren  Ebenenbtischel  gleichwinklig  sind,  darunter  die 
Geraden  durch  die  Endpunkte  der  zweiten  reell  schneidenden  Axe. 

Darauf  fragt  Herr  Schröter  nach  dem  Orte  der  Punkte,  deren 
Entfernungen  von  zwei  gegebenen  windschiefen  Geraden  «,  «, 
ein  constantes  Verhältniss  /u  haben:  es  werden  zunächst  4  leicht 
zu  findende  Gerade  {,  /,,  ^,  g^  (/||^}/i||^,),  welche  solche  Punkte 
enthalten,  nachgewiesen;  dann  das  orthogonale  Hyperboloid  aus 
den  Axen  /,  /,  (welches  auch  g,  g^  enthält)  construirt  und  ftür 
jede  erzeugende  Gerade  g^  gezeigt,  dass  sin(^a;») :  sin ((/,*,)  =fi 
ist,  und  von  diesem  Hyperboloide  bewiesen,  dass  es  der  gesuchte 
Ort  ist.  Umgekehrt  nun,  wenn  ein  orthogonales  Hyperboloid 
gegeben  ist,  so  handelt  es  sich  um  Auffindung  solcher  Geraden 
«,  «,,  von  denen  die  Punkte  der  Fläche  ein  constantes  Abstands- 


V 
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verhältnisB  haben.  Ein  ausgezeichnetes  Paar  erhält  man  in  den 
beiden  Leitlinien  der  durch  die  Axe  2a  gehenden  Hauptschnitte, 
welche  zu  Brennpunkten  f,  f^  gehören,  die  demselben  Scheitel/? 
von  2a  benachbart  sind;  dieselben  gehen  bez.  durch  /*,,  f.  Weitere 
ergeben  sich  so:  Es  seien  o  der  Mittelpunkt  der  Fläche,  p,  der 
andere  Scheitel  von  2a,  F,  F^  die  beiden  andern  Brennpunkte 
auf  2a;  man  suche  auf  der  Axe  2a  zwei  Punkte  d^  d,,  welche 
beide  innerhalb  /f,  (oder  FF^)  liegen  und  so  harmonisch  zu  p^p^ 

sind,  dass  =  — ^  =  ui  sodann  construire  man  bei  einer 

'  op  od^        ^ 

der  beiden  Hyperbeln,   welche  von  den  durch  p,  p,   senkrecht 

zur  Axe  2a  gelegten  Ebenen  ausgeschnitten  werden,  einen  Halb- 

hc 

messer  gleich  2A/i,  wo  2X  =  /Jf,  =  FF,  = ist,  darauf  seinen 

a 

conjogirten  Durchmesser  in  derselben  und  seinen  parallelen  in 
der  andern  Hyperbel.  Diese  beiden  letzteren  Geraden  sind  zwei 
Gerade  «,  «,,  von  denen  die  Punkte  der  Fläche  das  Entfernungs- 
verhältniss  /u  haben.  Jedes  Punktenpaar  d,  d^  liefert  2  Geraden- 
paare ^,  «,,  die  symmetrisch  zu  o  liegenden  Punkte  zwei  andere. 
Ifan  erhält  so  eine  einfache  Unendlichkeit  von  je  4  Geraden- 
paaren (der  Verfasser  sagt,  wohl  nicht  dem  Üblichen  Sprach- 
gebrauch entsprechend:  eine  vierfache  Unendlichkeit);  dass  die- 
selben eine  Regelfläche  achten  Grades  erzeugen,  ist  von  Herrn 
Schönfliess  analytisch  bewiesen,  während  die  eben  besprochenen 
Beziehungen  zur  Fläche  nur  von  Herrn  Schröter  gefunden  sind. 

Von  zwei  solchen  Geraden  «,  »,  wird  nun  gezeigt,  dass  sie 
reciproke  Polaren  in  Bezug  auf  die  Fläche  und  Träger  ortho- 
gonaler Involutionen  conjugirter  Ebenen  sind. 

Zuletzt  wird  diese  Eigenschaft  bei  den  beiden  Geraden  »,  «, 
vorausgesetzt  und  nachgewiesen,  dass  die  zugehörige  Fläche  dann 
ein  orthogonales  Hyperboloid  ist  und  ihre  Punkte  constantes 
Entfemungsverhältniss  von  «,  s^  haben.  Doch  muss  dieses  Ver- 
hftltniss  erst  gegeben  werden,  weil  den  anderen  Bedingungen 
ein  ganzer  Büschel  von  Flächen  mit  einem  imaginären  Vierseit 
als  Grundcurve  genUgt.  So  ist  nun  der  Cyclus  vollendet  und 
dargethan,  dass  die  Eigenschaften  der  Normalität  der  cyclischen 
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Ebenen  zu  zwei  Geraden  der  Fläche,  des  constanten  Abstands- 
verhältnisses  und  der  orthogonalen  Involutionen  conjugirter  EbeneD 
um  reciproke  Polaren  sich  gegenseitig  bedingen.  Definirt  man 
als  orthogonales  Hyperboloid  etwas  allgemeiner  ein  solches,  dessen 
cyclische  Ebenen  auf  zwei  Kanten  des  Asymptotenkegels  senk- 
recht sind,  so  umfasst  man  auch  die  zweimanteligen  mit:  Jedes 
zweimantelige  Hyperboloid  ist  ein  orthogonales,  wenn  das  con- 
jugirte  die  in  der  besprochenen  Abhandlung  geschilderten  Eigen- 
schaften hat  Analog  ist  die  Definition  des  gleichseitigen  ein- 
oder  zweimanteligen  Hyperboloids  (hinsichtlich  des  ersteren  cf. 
H.  Vogt,  Borchardt  J.  LXXXVI.  297)  die,  dass  die  zu  den  Kanten 
des  Asymptotenkegels  senkrechten  Ebenen  gleichseitige  Hyperbeln 
ausschneiden.  Sm. 


H.  MiLiNOWSKi.   Beweis  eines  Satzes  von  den  Oberflächen 

zweiter  Ordnung.    Borchardt  J.  LXXXV.  88. 

Veranlasst  durch  die  Mittheilung  des  Herrn  Schröter  in  den 
Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  (cf.  voriges  Referat),  hat 
auch  Herr  Milinowski,  ehe  Herrn  Schröter's  ausführliche  Ab- 
handlung erschien,  die  Frage  vorgenommen  und  giebt  einen  ein- 
fachen Beweis,  dass  in  Bezug  auf  die  Fläche  der  Punkte,  welche 
constantes  Abstandsverhältniss  von  zwei  windschiefen  Geraden 
/,  V  haben  (deren  Ordnung  2  hier  als  bekannt  vorausgesetzt 
wird),  jeder  Punkt  A'  von  P  zur  Polarebene  die  durch  /  gehende 
Ebene  hat,  die  zur  Ebene  lA'  normal  ist,  woraus  folgt,  dass  /,  f 
reciproke  Polaren  sind  und  orthogonale  Involutionen  conjugirter 
Ebenen  tragen.  Sm. 


J.  M.  DE  TiLLY.  Construire  la  g^n^ratrice  d'un  cylindre 
de  r^volution,  ind6fini,  qui  passe  par  un  point  pris 
sur  cette  surfaco.    N.  o.  m.  Iii.  126. 

Von  K  und  L  als  Mittelpunkten  beschreibe  man  mit  3  Radien 
^t^  ^ti  ^%  ^  sphärische  Curven,  die  sich  in  6  Punkten  C, D,, 
C,D,,  C3D3  schneiden,  welche  in  der  im  Mittelpunkte  von  KL  senk-* 
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recht  zu  KL  errichteten  Ebene  liegen.  Diese  6  Punkte  gehören 
zu  einer  Ellipse,  die  man  construiren  kann  und  deren  kleine  Axe 
der  Durchmesser  des  Cylinders  ist.  Die  Lage  CD  dieser  kleinen 
Axe  auf  dem  Cylinder  kann  man  finden.  Beschreibt  man  von 
C  und  D  als  Mittelpunkten  sphärische  Curven,  die  durch  A  gehen, 
80  schneiden  sich  diese  in  einem  zweiten  Punkte  Ä',  der  auf  der 
geforderten  Generatrix  liegt  Mn.  (0.) 


J.  Petersen.      Nogle    Sätninger    om   Flader   af  anden 

Orden.    Zenthen  Tidsskr.  (4)  H.  107-108. 

Es  seien  gegeben  drei  Kegelschnitte  im  Räume,  welche  sich 
paarweise  in  je  zwei  Punkten  schneiden.  Durch  alle  diese  Kegel- 
schnitte kann  immer  eine  Fläche  der  zweiten  Ordnung  gelegt 
werden.  Drei  Flächen,  welche  durch  je  zwei  Curven  gehen, 
schneiden  sich  wiederum  in  drei  neuen  Kegelschnitten,  die  durch 
die  nämlichen  drei  Punkte  gehen.  Endlich  werden  die  sechs 
Kegelflächen,  welche  durch  je  zwei  solcher  Kegelschnitte  be- 
stimmt werden,  ihre  Spitzen  in  den  Ecken  eines  ebenen  voll- 
ständigen Vierseits  haben.  6m. 


F.    CzüBER.      Kegelflächen    zweiter  Ordnung  mit   einer 

Symptosenaxe.     Grunert  Arcli.  LXI.  351-358. 

Es  handelt  sich  um  die  Gonstruction  des  ferneren  Durch- 
schnittes zweier  Kegelfiächen,  die  durch  denselben  Kegelschnitt 
gelegt  sind.  Mit  den  Mitteln  der  descriptiven  Geometrie  wird 
dies  geleistet;  ferner  werden  dahin  gehörige  Sätze  und  Aufgaben 
behandelt  Mz. 


S AüTRBAüx - Fbux.    .Demonstration   de  deux  thöori^raes 

...  < . 

analogues  en  g^om^trie  de  l'espace  ä  celui  de  Paspal 

en    gdomArie   plane.    Bull,  de  BeJg.  (2)  XLV,  426-430. 

F.  FoLTB.     Rapport  sur  ce  memoire  et  additiön. 

Bnll.  de  Belg.  (2)  XLV.  370-371,  XL  VI.  14-17. 

Ein  bekannter  Satz  in  neuer  Form:  Wenn  man  eine  Ober- 

FortMhr.  d.  Math.  X.  X.  27 
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fläche  zweiten  Grades  and  eine  beliebige  dreiseitige  Ecke  be- 
trachtet, 80  liegt  jede  der  Kanten  Sil  der  Ecke  in  derselben 
Ebene  mit  dem  zweiten  Schnittkegelschnitt  zweier  Kegel,  die  zur 
ersten  ebenen  gemeinsamen  Garye  den  Schnitt  haben,  der  in  der 
Oberfläche  entsteht  darch  die  der  Kante  Sil  gegenftberliegende 
Seite  o  der  Ecke.  Ausserdem  geht  jeder  Kegel  durch  einen  der 
Schnittkegelschnitte  der  beiden  Seiten  /?,  y  der  Ecke  mit  der 
Oberfläche.  Hn.  (0.) 


B.  Mbhmkb.      £inige    Eigenschaften    der    ebenen    and 
sphärischen  Kegelschnitte.   Sehiomiich  z.  xxiii.  255-260. 

Es  werden  mehrere  S&tie  angegeben,  welche  die  grosse 
Analogie,  die  zwischen  den  ebenen  und  sphärischen  Kegelschnitten 
besteht,  veranschaulichen.    Der  Pol  einer  Geraden  u  in  Bezug 

■ 

auf  den  Kegelschnitt  K  sei  U;  man  denke  sich  femer  die  Invo- 
lution, welche  auf  u  durch  diejenigen  Punktepaare,  die  in  Bezug 
auf  K  conjugirt  sind,  gebildet  wird;  diese  Involution  sei  elliptisch, 
so  dass  es  zwei  zu  u  symmetrisch  gelegene  Punkte  Jlf  und  Jl' 
giebt,  von  welchen  aus  jene  Involution  durch  zwei  rechtwinklige 
involutorische  Strahlenbüschel  projicirt  wird.  Qanz  Entsprechendes 
hat  man  auf  der  Kugelfläche,  indem  nur  an  Stelle  der  Geraden 
der  grösste  Kreis  auf  der  Kugel  gesetzt  wird.  Die  angeführten 
Sätze  beziehen  sich  nun  auf  metrische  Verhältnisse,  wobei  Strecken 
in  der  Ebene  durch  trigonometrische  Functionen  der  Bogen  auf 
der  Kugel  ersetzt  werden«  Hz. 


L.  Cremona.     üeber  die  Polarhexaeder  bei  den  Flächen 

dritter  Ordnung.    Clebsch  Ann.  XIU.  301-303. 

Während  bisher  ein  Zusammenhang  zwischen  den  Oeraden 
einer  Fläche  dritter  Ordnung  und  dem  Pentaeder  derselben  nicht 
bekannt  war,  zeigt  hier  Cremona,  wie  man  aus  15  von  den  27 
Geraden  ein  Polarhexaeder  constmiren  kann,  und  wie  aus  zwei 
solchen  Hexaedern  die  Ebenen  des  Pentaeders  gefunden  werden 
können.  Lth. 
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H.  M.  Jbpfsrt.     On  a  cubic  surface  refen-ed  to  a  pen- 
tad  of  cotangential  points.    R«p.  Brit.  Ass.  1878. 

Eine  Oberfläche  dritten  Grades  kann  man  sich  entstanden 
denken  als  den  Ort  der  Doppelpunkte  von  Involutionen  aller  Trans- 
versalen, die,  von  einem  festen  Punkt  ausgehend,  ein  System  von 
Oberflächen  zweiter  Ordnung  schneiden,  die  sich  in  einer 
Sehranbenfläche  vierter  Ordnung  schneiden.  Es  ist  das  eine  Er- 
weitemng  der  Cremona's(hen  Methode  zur  Erzeugung  ebener 
Curven  dritten  Grades  auf  den  Raum.  Csy.  (0.) 


P.  Zbbman.     De  kromme  lijnen   van   de  derde  orde   in 

de  rnimte.    Dias.  Leiden. 

Auf  rein  geometrischem  Wege  werden  in  dieser  Dissertation 
die  Haupteigenschaften  der  Curven  dritter  Ordnung  im  Räume 
behandelt.  Die  Erzeugungsweise-  dieser  Curven  geschieht  nach 
Chasles  durch  drei  projectivische  FlächenbUschel  der  ersten  Ord- 
nung. Weiter  wird  eine  Uebersicht  ihrer  hauptsächlichsten  Eigen- 
schaften gegeben;  die  meisten  derselben  werden  auf  ganz  neue 
Art  abgeleitet 

Im  ersten  Capitel  werden  die  Haupteigenschaften  der  Curven 
dritter  Ordnung  auf  projectivischem  Wege  bewiesen,  im  zweiten 
die  Oberflächen  betrachtet,  welche  durch  eine  Curve  dritter  Ord- 
nung gehen,  und  sodann  die  Bttschel  dieser  Curven  einer  näheren 
Betrachtung  unterworfen.  Im  dritten  und  letzten  werden  con- 
jugirte  Punkte  und  Flächen  behandelt,  wobei  die  Beziehungen 
zwischen  Pol,  Polfläche  und  Polare  eingeführt  werden.  Die 
reiche  Literatur  dieses  Gegenstandes  wird  geschichtlich  und 
kritisch  ziemlich  vollständig  hinzugefügt.  G. 


Th.  Rktb.     üeber  die  Kammersche  Configuration  von 
sechszehn  Punkten  und  sechszehn  Ebenen.  BorchardtJ. 

LXXXVL  209-213. 

Die  Configuration,  welche  aus  den  Knotenpunkten  und  sin- 

27* 
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galären  Ebenen  der  Eummer*schen  Fläche  besteht,  wird  hier 
constniirt,  indem  von  einem  beliebigen  Sechseck  im  Banme  aus- 
gegangen wird.  Dabei  werden  bei  dem  rein  synthetischen  Ver- 
fahren keine  Eigenschaften  der  Karamer'schen  Fläche  vorausge- 
setzt, sondern  diese  erst  aus  der  Gonstrnction  abgeleitet 

Lth. 


Th.  Reye.     üeber  Strahlen  Systeme  zweiter  Klasse    und 
die    Kummer'sche    Fläche    vierter    Ordnung    mit    16 

Knotenpunkten.    Borchardt  J.  LXXXVI.  84-107. 

Wie  Herr  Reye  bereits  früher  in  seiner  Geometrie  der  Lage 
gezeigt  hatte,  kann  man  den  Flächen  eines  F*  Gebüsches  ein 
projectiyes  räumliches  Ebenensystem  so  zuordnen,  dass  jeder  J^ 
eine  Ebene,  jedem  F*- Büschel  eine  Gerade,  jedem  F*-Bündel 
mit  der  aus  8  „associirten^  Punkten  gebildeten  Basis  ein  Punkt 
entspricht.  Vermöge  dieser  Gorrespondenz  gehört  zu  jeder 
Geraden,  welche  zwei  associirte  Punkte  verbindet,  einem  Haupt- 
strahle, eine  projective  Gerade;  zu  jeder  anderen  Geraden  ein 
Kegelschnitt,  zu  jeder  Ebene  eine  Steiner'sche  Fläche.  Die 
Spitzen  der  Kegelflächen  des  Gebüsches  bilden  die  Kernfläche 
41»  Ordnung  K^j  deren  Punkten  eindeutig  die  Berührungsebenen 
einer  Fläche  vierter  Klasse  0*  entsprechen.  Die  Doppeltangenten 
der  0*,  welche  den  Hauptstrahlen  entsprechen,  bilden  ein  Strahlen- 
system S  von  der  28*^"  Ordnung  und  12^®"  Klasse.  Gehen  sämuit- 
liche  F*  des  Gebüsches  durch  n  Punkte,  so  ist  jede  Gerade  durch 
einen  derselben  ein  Hauptstrahl;  mithin  entspricht  dem  Strahleu- 
bündel  durch  einen  derselben  ein  reducibler  Theil  von  S,  wel- 
cher 8—»**'  Ordnung,  2**'  Klasse  ist.  Je  nachdem  man  nun 
n  =  1,  2 ...  6  setzt,  erhält  man  die  reciproken  Gebilde  der  von 
Herrn  Kummer  zuerst  behandelten  Strahlensysteme,  mit  Aus- 
nahme des  von  der  sechsten  Klasse  erster  Art.  Auch  bei  der 
liniengeometrisch-synthetischen  Ableitung  dieser  Systeme,  welche 
HerrLie  in  den  Göttinger  Nachrichten  von  1871  erwähnt,  kommt 
dieser  Fall  nicht  zur  Darstellung.  Insbesondere  gehört  zu  n  =  6 
tias  Strahlensystem  (2,2);  die  Fläche  0  ist  dann  die  allgemeine 
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Kummer'sche  Fläche.  In  den  weiteren  Untersuchungen  wird 
Yennöge  der  oben  entwickelten  Correspondenz  eine  zusammen- 
fassende Darstellung  der  singulären  Elemente  jener  Fläche  ge- 
geben^ deren  merkwürdige  Gruppirung  neuerdings  mehrfach  mit 
der  Theorie  der  Tbetafunctionen  in  Zusammenhang  gebracht  ist. 

V. 

F.  AscHiERi.     Nozioni  preliminari  per  la  geometria  pro- 
jettiva  dello   spazio  rigato.    Nota  I.     Battagiioi  G.  xvi. 

346-364. 

Der  Verfasser  definirt  als  Fundamentaireihe  erster  Art  die 
(eine)  Schaar  der  Erzeugenden  eines  Hyperboloids,  als  Funda- 
mentalreihe zweiter  Art  die  lineare  Congruenz,  d.  h.  die  Gesammt- 
heit  der  Schnittlinien  zweier  projectiver  Ebenenbündel  mit  vereinigt 
liegendem  Ebenenbttscbel,  endlich  als  Fundamentalreihe  dritter 
Art  den  linearen  Gomplex,  oder  die  Gesammtbeit  der  linearen 
Congruenzen,  welche  zu  Directricen  die  Involutionspaare  einer 
Fundamentalreihe  erster  Art  besitzen.  Hiervon  ausgehend,  er- 
weisen sich  dann  leicht  die  bekannten  Eigenschaften  dieser  Ge- 
bilde ^  insbesondere  auch  der  Zusammenhang  des  linearen  Com- 
plexes  mit  der  Raumcurve  dritter  Ordnung.  V. 


C.  NivEN.     On  M.  Mannheim's  researches  on  the  wave 

SUrface.     Quart  J.  XV.  242-257. 

Ein  Bericht  Über  die  Arbeiten  von  Herrn  Mannheim,  welche 
sich  auf  die  Wellenfläche  bezieben.  Derselbe  verfolgt  haupt- 
sächlich den  Zweck,  dem  englischen  Publikum  die  Untersuchungs- 
methode des  Herrn  Mannheim  und  die  durch  sie  gewonnenen 
Resultate  in  höherem  Masse  zugänglich  zu  machen.        Sehn. 


C.  NivEN.     On  some  properties  of  the  wave  surface. 

Quart.  J.  XV.  267-266. 

Plttcker  hat  nachgewiesen,  dass,  wenn  man  eine  Wellen- 
fläche auf  ein  gewisses  Ellipsoid,  welches  er  Leitellipsoid  nennt, 
polarisirt,   das  polarisirte  Gebilde   der   Wellenfläche    sie   selbst 
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wiederum  ist.  Dieses  Theorem  wird  durch  zweckmässige  Be- 
nutzung analytischer  Formen  bewiesen  und  einige  aus  jenen 
Formen  sich  ergebende  Folgerungen  daran  geknttpft.  Dieselben 
beziehen  sich  hauptsächlich  auf  gewisse  EUipsoide  und  Kugeln, 
welche  mit  der  Wellenfläche  in  enger  Verbindung  stehen. 

Sehn. 


C.    Abzählende  Geometrie. 
A.  Beck.     Zur   allgemeinen  Theorie    der  Curven   und 

Flächen.     Clebsch  Ann.  XIV.  207-212. 

Im  XLIX.  Bande  des  Crelle'schen  Journals  bestimmte  Steiner 
die  Zahl  n*  der  Normalen,  welche  an  eine  Gnrve  n*^"  Ordnung 
ohne  Doppel-  und  RUckkehrpunkte  von  einem  beliebigen  Punkte 
ihrer  Ebene  aus  gezogen  werden  können,  indem  er  die  Curve 
sich  um  diesen  Punkt  herum  um  einen  unendlich  kleinen  Winkel 
drehen  Hess,  und  dann  die  n*  Schnittpunkte  der  beiden  Curven 
als  die  Fusspunkte  der  gesuchten  Normalen  erkannte. 

Dieser  eigenthttmlichen  Abzählungsmethode  hat  der  Verfasser 
der  vorliegenden  Abhandlung  ein  neues  und  interessantes  Ver- 
fahren nachgebildet,  um  die  Plttcker'schen  Formeln  und  einige 
Formeln  für  Flächen-Singularitäten  zu  beweisen.  Der  Verfasser 
beginnt  damit,  die  Elassenzahl  einer  ebenen  Curve  n*^'  Ordnung 
folgendermassen  abzuleiten.  Er  bildet  eine  zweite  Curve  n^^'  Ord- 
nung, indem  er  die  ursprüngliche  in  beliebiger  Richtung  in  ihrer 
Ebene  verschiebt.  Beide  Curven  schneiden  sich  in  n'  Punkten.  Es 
wird  dann  gezeigt,  dass  zu  diesen  n*  Punkten  erstens  die  m  Be- 
rührungspunkte der  Tangenten  gehören,  welche  zu  der  Ver- 
schiebungsrichtung  parallel  gehen,  zweitens  die  n  Punkte,  welche 
beide  Curven  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  gemein  haben, 
drittens  zweimal  jeder  der  d  Doppelpunkte,  viertens  dreimal  jeder 
der  k  Rückkehrpunkte. 

Bei  den  weiteren  Ableitungen  ersetzt  der  Verfasser  die  Ver- 
schiebung durch  die  entsprechende,  allgemeinere  Transformation, 
nämlich  eine  centrische  Collineation.  Seht 
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6.  FouRBT.      Sur   1e  nombre   des   normales   commanes 
k  deax  conrbes,  k  deax  sarfaces,  k  une  coarbe  et  une 

SUrface.    Ball  8.  M.  F.  VI.  43-49. 

Der  Verfasser  benatzt  einen  neaen  interessanten  Weg,  um 
die  im  Titel  angegebenen  Anzahlen  za  bestimmen.  Um  z.  B.  die 
Zahl  derjenigen  Strahlen  za  finden,  welche  zu  zwei  in  fester 
Ebene  liegenden  Carven  (m,  n)  und  (m',  «')  m»*'  Ordnung  n"" 
Ranges  resp.  m'^'  Ordnung  it'**"  Ranges  gleichzeitig  normal  sind, 
betrachte  man  das  einstufige  System  aller  Curven,  welche  zu 
der  Curve  (m,  n)  parallel  sind.  Die  Berührungspunkte  der  Curven 
dieses  Systems  mit  der  Gurve  (m\  n')  sind  die  Fusspunkte  der 
gemeinsamen  Normalen  auf  (m\  n').  Nun  gehen  durch  einen  be- 
liebigen Punkt  der  Ebene  ebensoTiel  Curven  des  betrachteten 
Systems,  wie  von  dem  Punkte  Normalen  auf  die  Curve  (m,n) 
gehen,  also  m+n^  und  eine  Gerade  der  Ebene  wird  von  itCurven 
des  Systems  bertthrt,  nämlich  von  soyielen  wie  zu  der  Geraden 
parallele  Tangenten  an  (m^n)  möglich  sind.  Folglich  ist  nach 
dem  bekannten  Satze  von  der  Zahl  der  Curven  eines  Systems, 
welche  eine  gegebene  Curve  bertlhren,  die  gesuchte  Zahl  der 
gemeinsamen  Normalen  gleich 

Durch  analoge  Betrachtungen  findet  Herr  Fouret  auch  die  ttbrigen 
im  Titel  angegebenen  Anzahlen.  Seht. 


G.  FouRKT.  Sur  les  transformations  de  contact  des 
syst^mes  g^n^rales  de  courbes  planes,  döfinis  par 
deux  caract^ristiques.    See.  Phil.  (6)  XL  72-76. 

Verwandelt  man  ein  System  2  von  Curven,  welches  durch 
jeden  Punkt  /i  Curven  schickt  und  jeden  Strahl  durch  v  Curven 
berühren  lässt,  vermittelst  einer  der  von  Lie  studirten  Bertthrungs- 
Transformationen,  so  erhält  man  ein  neues  System  2^  von  Curven, 
fitr  welches  fi'  und  v'  dieselbe  Bedeutung  haben  mögen,  wie  fi 
und  y  ftlr  X  Der  Verfasser  entwickelt,  wie  jede  der  Zahlen  fi' 
und  v'  von  den  Zahlen  /u  und  v  abhängt,  in  dem  Falle,  wo  di^ 
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Lie'sche  Transformation  die  Berührungen  erster  Ordnung  unver- 
ändert lässt.  Weiss  man  nämlich,  dass  einem  Punkte  der  trans- 
formirten  Figur  eine  Curve  m*"  Ordnung,  n*«"  Banges  in  der 
ursprunglichen  Figur  entspricht,  und  weiss  man  ferner  auch,  dass 
einem  Strahle  der  transformirten  Figur  eine  Curve  p*"  Ordnung 
g***"  Ranges  in  der  ursprünglichen  Figur  entspricht,  so  findet  man 
die  gewünschten  Resultate  durch  blosse  Anwendung  des  bekannten 
Satzes,  dass  ein  Curven-System  (ji^y)  mit  einer  Curve  m**'  Ord- 
nung, n'^"  Ranges  n,fi-\-m,v  Berührungspunkte  besitzt.  Dieser 
Satz  ergiebt  ohne  Weiteres: 

ju'  =  n.fi  '\-m.Vj 
v'  ==  q.fi  +  p.v. 

Diese  Resultate  wendet  der  Verfasser  auf  einige  der  bekannteren 
Transformationen  an.  Z.  B.  ist  für  die  Creroona'sche  Trans- 
formation, bei  welcher  einem  Punkte  ein  Punkt,  einem  Strahle 
aber  eine  Curve  r***"  Grades  und  2.(r— l)'**"  Ranges  entspricht, 
m  =  0,  «  =  1,  p  =  ry  g  =  2,(r  — 1)  zu  setzen.  Also  ist  bei  dieser 
Transformation: 

/m' =  ju,  1»' =  2.(r-— l).ju  +  r.v. 

Seht. 


G.  FoüRKT.  Sur  les  points  fondainentaux  du  faisceau 
de  courbes  planes,  d^fini  par  uue  ^quation  diff^ren- 
tielle  du  prämier  ordre  alg^brique.  C.  R.  Lxxxvi.  5S6-689. 

Der  Verfasser  veröffentlicht  einige  Resultate  seiner  schon 
1 874  begonnenen  Studien  Aber  das  ebene  Cnrvensystem,  welches 
durch  die  Gleichung 

L^xdy  —  ydx) — Mdy-^-Ndx  =  0 

definirt  wird,  wo  L,  Jlf,  iV  Polynome  vom  y**"  Grade  in  x  und 
y  sind.  Dieses  Curvensjstem  hat  die  Eigenschaft,  dass  es 
durch  jeden  Punkt  der  Ebene  eine  einzige  Curve  schickt,  aber 
auf  jeder  Geraden  der  Ebene  v  Berührungspunkte  besitzt  Herr 
Fouret  hatte  gefunden,  dass  das  Integral  der  obigen  Differential« 
gleichung ,  '  wenn  v  =  2  ist,   und  wenn  gewisse  4  Beziehungen 
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zwischen  den  14  Parametern  der  Gleichung  bestehen,  eine  der 
beiden  folgenden  Formen  hat: 

wo  u^J  Oj,  tTj,  t^  lineare  Functionen  von  x  und  y  sind,  ti,  ein 
Polynom  zweiten  Grades  in  x  und  y  ist,  und  wo  im  einen  Falle 

<^  +  ß  +  Y  +  i  =  0, 
im  andern  Falle 

(x+ß  +  Y  =  0 

ist  Zu  ganz  denselben  Resultaten  war  Herr  Darboux  in  der 
vorhergehenden  Nummer  der  Comptes  rendus  (cf.  F.  d.  M.  VI.)  auf 
einem  ganz  anderen  Wege  gelangt.  Der  Verfasser  erörtert  aus- 
itlhrlich  die  Natur  der  angedeuteten  Bedingungen  der  Integrabi- 
lität.  Seht. 


G.  FoüRET.  Sur  les  points  fondamentaux  du  r^eau  de 
snrfaces  d^fini  par  une  ^quatioti  aux  d^riv^es  par- 
tielles du  premier  ordre  alg^brique,  lin&ire  par  rap- 
port  ä  ces  d^riv^es.    c.  R.  Lxxxvi.  654-657. 

Der  Verfasser  dehnt  die  in  den  Comptes  rendus,  LXXXVI. 
586  —  589  (cfr.  Yorstehendes  Referat)  angestellten  Betrachtungen 
auf  den  Baum  aus.  An  die  Stelle  des  einstufigen  Gurvensystems 
tritt  ein  zweistufiges  Flächensystem,  und  an  die  Stelle  der  dort 
behandelten  Differentialgleichung  tritt  die  folgende  Gleichung 
zwischen  partiellen  Derivirten: 

,  /  dz  ,       Ö»  \  Mg    dz  mr    ÖÄ        ,     „  ^ 

wo  X,  My  N,  R  Polynome  vom  g^*"*  Grade  in  Xy  y,  z  sind.  Diese 
Gradzahl  (p  bedeutet  f)lr  das  Flächensystem  die  Zahl  derjenigen 
Flächen,  welche  eine  gegebene  Ebene  auf  einer  in  ihr  gegebenen 
Geraden  berühren.  Seht. 


A.  V.  BAcklund.      Lösning    af  ett   Beröringsproblem  i 
Theorien  for  lineHra  Yt-8ystemer.   Zeuthen  Tidsskr.  (4)  ii. 

97-106. 
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Der  besondere  Zweck  dieses  Artikels  ist  die  Correction  eines 
ungenauen  Besultates  in  einer  früheren  Arbeit  des  Verfassen 
(Svenska  Vet  Akad.  Handlinger  Bd.  IX.  1871).  Es  handelt 
sich  um  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  vierpunktigen  Be- 
rtthrungspunkte  einer  Fläche  C«,  mit  solchen  Schnittcurven  zweier 
Flächen  in  einem  linearen  System 

loC'+X.C'  +  JL.a'  +  X.C"  =  0, 
welche  ausserdem  die  Curve  (C^C)  schneiden.  Theils  als  Vor- 
bereitung zur  Lfösung  dieses  Problems ,  theils  als  weitere  Con- 
sequenzen  der  angewandten  Betrachtungsweise  entwickelt  der 
Verfasser  mehrere  zahlengeometrische  Sätze  tlber  solche  Flächen- 
systeme und  ihre  zugehörigen  Curyen.  Gm« 


L,  Saltel.  Note  sur  de  nouveaux  döveloppements  que 
comporte  lapplication  de  la  möthode  de  eorrespon- 
dance  analytiqae.   Ball,  de  Beig.  (2)  XLV.  102-106. 

Nach  dem  Verfasser  wird  die  Methode  auf  specielle  Fälle 
früher  von  ihm  behandelter  Probleme  angewandt 

Mn.  (0.) 

6.  FoURBT.  Sur  les  courbes  plaues^  ou  surfaces  qui 
ont  leur  propre  polaire  r^iproque,  par  rapport  h,  ane 
infinit^  de  coniques  ou  surfaces  du  second  ordre. 

Soc.  Phil.  Paris  (7)  I.  42. 

Wenn  eine  Curve  C  die  Eigenschaft  hat,  dass  sie  in  Bezug 
auf  ein  einstufiges  Kegelschnittsystem  ihre  eigene  Polare  dar- 
stellt,  so  liegt  jeder  beliebige  Punkt  zusammen  mit  den  Be- 
rührungspunkten aller  von  ihm  ausgehenden  Tangenten  auf  einem 
und    demselben    Kegelschnitt.     Eine    solche   Curve   C  hat   die 

Gleichung 

u^v^wy  =  Dj 

wo  II,  D,  w  lineare  Functionen  von  x  und  y  bedeuten,  D  eine 

beliebige  Constante  ist,  und  wo  a,  ß,  y  drei  reelle  oder  imaginäre 

Zahlen  sind,  welche  der  Bedingung 
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geottgen.  Analoges  findet  bei  Flächen  statt  Der  Verfasser 
leitet  diese  Sätze  theils  durch  geometrische  Ueberlegungen  ab, 
theils  aach  mit  Benutzung  der  werthYoUen  Resultate,  die  der- 
selbe Ober  diejenigen  Differentialgleichungen  gefunden  hat,  welche 
Currensysteme  oder  Flächensysteme  bei  gegebenen  Charakte- 
ristikenzahlen definiren  (C.  B.  LXXVUL  83,  88,  s.  F.  d.  M.  VI.). 

Seht 


P.   A.  HiRST.      On    Halphdn's    new    form    o£   Cllhasles' 
theorem  ou   Systems   of  conics  satisfying  four  condi- 

tious.    Bep.  Brit  Ass.  1878. 

Der  Satz  wird  durch  die  Formel  n^-  ofi  +  ßv  ausgedrückt 
worin  fi  und  y  die  Chasles'schen  Charakteristiken  fUr  Kegel- 
Schnittsysteme  sind,  die  4  oder  6  Bedingungen  genttgen.  Halphön*s 
neue  Form  dieses  Satzes  schliesst  degenerirte  Kegelschnitte  aus. 

Csy.  (Ö.) 

G.  Halphen.     Snr  la  throne  des  caract^ristiqnes  pour 

les   COniques.    Proc.  L.  M.  S.  IX.  149-170.  Olebsoh  Ann.  XY.  16-88. 

Alle  Kegelschnitt-Anzahlen,  welche  seit  1864  bis  September 
1876  von  Chasles,  Zeuthen,  Halphen  und  dem  Referenten  ge- 
funden waren,  standen  im  Einklang  mit  dem  folgenden  Satze: 

„Die  Zahl  der  Kegelschnitte,  welche,  einem  gegebenen,  ein- 
stufigen Systeme  S  angehörig,  eine  gegebene  einfache  Bedingung 
Z  erfüllen,  ist  immer  in  der  Form 

aosdrttckbar,  wo  die  Zahl  fi  angiebt,  wieviel  Kegelschnitte  des 
Systems  durch  einen  gegebenen  Punkt  gehen,  die  Zahl  y  angiebt 
wieviel  einen  gegebenen  Strahl  bertthren,  a  und  ß  aber  Zahlen 
sind,  welche  von  der  Natur  der  Bedingung  Z  abhängen.'* 

Zu  diesem  Satze  waren  mehrere  Beweise  geliefert,  nämlich 
von  Clebsch  in  Clebsch  Ann.  VI.  p.  1,  von  Halphän  im  Bull. 
8.  M.  F.  Bd.  1,  p.  130— 141,  von  Lindemann  in  Clebsch's  Vorl. 
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über  Geometrie  p.  398.  Da  publicirte  Halph^n  in  den  C.  R. 
vom  4.  Septbr.  und  13.  Nov.  1876  (cfr.  F.  d.  M.  VIIL  388) 
zwei  kurze  Noten,  welche  Beispiele  enthielten,  die  mit  jenem 
Satze  in  Widerspruch  standen.  Aus  diesen  Noten  war  jedoch 
dem  Referenten  weder  der  innere  Grund  der  Nicht  -  Allgemein- 
gültigkeit jenes  Satzes,  noch  auch  diejenige  Formel  deutlich  er- 
kennbar, welche  an  die  Stelle  der  Gbasles'schen  Formel  zu  setzen 
ist.  Deshalb  hielten  Hurwitz  und  der  Referent  es  für  angemessen, 
in  den  Gott.  Nachr.  einen  neuen  Beweis  zu  veröffentlichen,  wel- 
cher dem  Beweise  des  Bäzout'schen  Satzes  von  der  Zahl  der 
gemeinsamen  Punkte  zweier  Gurven  nachgebildet  war. 

Die  vorliegende  Abhandlung  von  Halph^n,  welche  eine  ganz 
neue  Basis  für  die  Charakteristikentheorie  schafft,  geht  zwar  auf 
die  früheren  Beweise  in  keiner  Weise  ein.  Man  erkennt  jedoch 
leicht  den  Fehler,  welcher  den  trüberen  Beweisen  zu  Grunde 
liegt.  Der  Kegelschnitt  besitzt  nämlich  nicht  blos  die  beiden 
bekannten  Ausartungen,  bei  denen  die  Punkte  zwei  Gerade,  resp. 
die  Tangenten  zwei  StrablbUschel  bilden,  sondern  noch  eine  dritte 
Ausartung,  welche  auch  die  Constantenzahl  4  hat,  und  welche 
sich  in  folgender  Weise  definiren  lässt  Eine  solche  Kegelschnitt- 
Ausartung  wird  von  jeder  Geraden  in  zwei  Punkten  geschnitten, 
deren  Entfernung  d  unendlich  klein  ist,  und  besitzt  in  jedem 
Strahlbüschel  zwei  Tangenten,  welche  einen  unendlich  kleinen 
Winkel  d  bilden,  aber  so,  dass  d  und  d  nicht  etwa  immer  von 
derselben  Ordnung  unendlich  klein  sind,  sondern  dass  etwa  erst 
die  h^^  Potenz  von  d,  dividirt  durch  d,  einen  endlichen  Grenz- 
werth  liefert.  Da  die  angegebene  Zahl  h  zur  vollständigen  Be- 
stimmung des  ausgearteten  Kegelschnitts  nothwendig  ist,  so  hat 
derselbe  ebenso  gut  die  Constantenzahl  4,  wie  die  beiden  andern 
Ausartungen.  Man  kann  daher  einstufige  Systeme  definiren, 
welche  die  Halphön'sche  Kegelschnitt-Ausartung  enthalten.  Der 
Fehler  .der  früheren  Beweise  besteht  also  im  Wesentlichen  darin, 
dass  der  Einfluss  einer  solchen  Ausartung  in  keiner  Weise  be- 
achtet ist.  Fügt  man  jenen  Beweisen  die  ausdrückliche  Voraus- 
setzung hinzu,  das  Kegelschnitt-System  solle  eine  solche  Halphön- 
3  Ausartung  nicht  enthalten,  so  werden  die  Beweise  richtig. 


Capitel  5.    Neuere  synthetisehe  Geometrie.  429 

Aach  noch  in  einem  zweiten  Falle  bleibt  die  alte  Fonnel  a./i-f /9.y 
richtige,  wie  in  der  vorliegenden  Abhandlang  bewiesen  ist.  Näm- 
lich dann,  wenn  nicht  das  System,  sondern  die  hinzatretende 
Bedingung  in  gewisser  Weise  eingeschränkt  ist.  Diese  Ein- 
schränkang  ist  aas  folgendem  Satze  erkennbar.  Wenn  eineBe- 
dingang  Z  so  beschaffen  ist,  dass  die  Zahl  derjenigen  Kegel- 
schnitte, welche  ihr  genügen  und  welche  zugleich  eine  gegebene 
Carye  in  einem  gegebenen  Punkte  vierpunktig  bertthren,  gleich 
a'\-ß  wird,  so  wird  auch  die  Zahl  der  Kegelschnitte,  welche, 
einem  beliebigen  Systeme  (ju,  y)  angehörig,  die  Bedingung  Z  er- 
füllen, gleich  a./i«  +  /?.K 

Wenn  aber  weder  das  System  noch  die  Bedingung  den  eben 
erwähnten  Einschränkungen  gehorchen,  so  ist  die  Zahl  der  ge- 
suchten Kegelschnitte  immer  um  eine  gewisse  Zahl  r  kleiner  als 
a.fi+ß.v.  Die  neuen  Grundlagen,  auf  welche  Herr  Halphön 
die  Charakteristikentheorie  des  Kegelschnittes  aufbaut,  erlauben 
ihm  nun  nicht  blos,  die  oben  angeführten  Sätze  zu  beweisen, 
sondern  auch  das  supplementäre  Glied  r  durch  analytische  Ueber- 
legungen  zu  bestimmen.  Es  würde  jedoch  eine  Wiedergabe  des 
ganzen  Gedankenganges  erheischen,  und  also  den  Raum  eines 
Referates  überschreiten,  wenn  Ref.  versuchen  wollte,  die  Berech- 
nung der  Zahl  JTklar  zu  legen.  Es  mag  die  Andeutung  genügen, 
dasB  Herr  Halphön  den  Kegelschnitten  des  Systems  in  gewisser 
Weise  Punkte  eindeutig  zuordnet,  deren  Gesammtheit  er  eine 
dem  Systeme  zugeordnete  Curve  nennt,  dass  er  analog  auch  der 
gegebenen  Bedingung  eine  gewisse  Curve  zuordnet,  und  dass 
dann  die  Zahl  F  als  die  Zahl  derjenigen  Punkte  auftritt,  welche 
die  dem  System  zugeordnete  Curve  und  die  der  Bedingung  zu- 
geordnete Curve  im  Coordinaten  -  Anfangspunkte  gemein  haben. 
Freilich  stellt  Herr  Halph^n  in  der  vorliegenden  Abhandlung 
seine  Betrachtungen  nur  für  den  speciellen  Fall  an,  wo  das 
System  unicursal  ist  und  aus  Kegelschnitten  besteht,  in  Bezug 
auf  welche  ein  festes  Dreieck  sich  selbst  polar  conjugirt  ist. 
Herr  Halph^n  verspricht  jedoch  in  einer  späteren  Abhandlung 
den  allgemeinen  Fall  zu  beweisen.  Inzwischen  ist  diese  Ab- 
handlung im  Journal  de  TEc.  polyt.  45  cahier  (fövrier  1879)  er- 
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schienen.  Ferner  ist  eine  andere  Abhandlang  Yon  Herrn  Halph6n 
erschienen,  welche  als  eine  Fortsetzung  der  besprochenen  zu 
betrachten  ist  Dieselbe  führt  den  Titel  „Sur  le  nombre  des 
coniqnes  qui,  dans  an  plan,  satisfont  k  cinq  conditions  projectives 
et  indöpendantes  entre  elles'^  nnd  ist  in  den  Proceed.  of  the 
London  Math.  Soc.  (voL  X.  Nr.  145,  146)  erschienen.  Nach  den 
besprochenen  Halphön'schen  Resultaten  scheint  es,  ausser  bei 
den  Hauptelementen  Punkt,  Strahl,  Ebene  und  den  Paaren  von 
Hauptelementen  nur  dann  möglich  zu  sein,  die  Zahl  der  gemein- 
samen Ctobilde  zweier  Systeme  von  Gebilden  als^  algebraische 
Snmme  von  Producten  je  zweier  den  beiden  Systemen  angehörigen 
Anzahlen  darzustellen,  wenn  in  beiden  Systemen  oder  wenigstens 
in  einem  der  beiden  Systeme  gewisse  besondere  Ausartungen 
fehlen,  die  die  Natur  der  Halphäi'schen  Eegelsehnitt-Ausartungen 
haben  ^  und  welche  noch  präciser  definirt  werden  mfissten. 
Demnach  sdieinen  jetzt  in  der  Charakteristikentheorie  zwei  Unter- 
suchungsrichtungen  möglich  zu  sein.  Bei  der  ersten  ist  die  yoII- 
ständige  Berücksichtigung  aller  Systeme  und  aller  Bedingungen 
wesentlich.  Dann  hat  man  die  Einfachheit  der  Darstellung  der 
gesuchten  Zahl  nach  der  Analogie  des  Bizout'schen  Satzes  zu 
opfern.  Bei  der  zweiten  opfert  man  einige  Systeme,  ftlr  welche 
die  Formdn  ungflltig  werden,  und  welche  natOrlich  genau  cha- 
rakterisirt  werden  mflssten;  man  bewahrt  sich  aber  die  einfache 
Darstellung  der  gesuchten  Zahl  als  Summe  von  Producten. 

Nach  des  Befurenten  Ansicht   sind   beide   Untersuchung»- 
Richtungen  theoretisch  gleich  berechtigt  Seht 


6.  Ualphen«    Charactöristiqaes  des  syst^mes  de  coniques 
et  de  surfaces  da  seoond  ordre.  J.  de  vie,  Poijt  xxviiL 

27-89. 

Das  Beferat  erfolgt  im  nftohsten  Bande.  O. 


PiCQUBT.      Determination    de    la   classe   de    la   oourbe 
enveloppe  des  axes  des  coniques,  perspectives  sur  un 
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plan  vertical  de  cercles  de  rayons  ^gaux  situös  dans 
un  plan  vertical  et  dont  les  centres  sont  sur  une 
horizontale.     Constrnction  des  axes  de  ces  courbes. 

Bull.  8.  M.  F.  vi:  82-84. 

um  zu  der  gesuchten  Klassenzahl  4  und  zu  einer  Gon- 
stmetion  der  Kegelschnitt -Axen  zu  gelangen,  betrachtet  Herr 
Picqnet  die  yerticale  Gerade  F,  in  welcher  die  Ebene  der  Kreise 
Ton  derjenigen  Ebene  geschnitten  wird,  welche  durch  das  pro- 
jidrende  Auge  parallel  zur  Ebene  der  Kegelschnitte  geht  Da 
diese  Gerade  vertical  ist,  und  die  Gerade  der  Kreis- Centra  ho- 
rizontal, so  ist  die  letztgenannte  Gerade  zugleich  der  Ort  der 
Pole  von  V  in  Bezug  auf  die  Kreise.  Folglich  bilden  auch  die 
perspektivischen  Bilder  dieser  Punkte  eine  Gerade.  Da  nun  die 
Projektion  der  Geraden  V  unendlich  fem  ist,  so  ist  die  Gerade, 
auf  welcher  diese  perspektivischen  Bilder  liegen,  der  Ort  der 
Centra  der  Kegelschnitte.  Jeder  Kegelschnitt  nun,  welcher  in 
einem  bestimmten  Punkte  P  dieser  Geraden  der  Kegelschnitt- 
Oentra  sein  Gentrum  hat,  ist  das  Bild  eines  Kreises,  in  Bezug 
auf  welchen  das  Bild  von  P  Pol  der  Geraden  V  ist.  Derartige 
Kreise  sind  immer  in  der  Anzahl  zwei  vorhanden.  Es  gehen 
daher  durch  jeden  Punkt  auf  der  Geraden  der  Kegelschnitt-Gentra 
4  Axen,  d.  h.  4  Tangenten  des  fraglichen  Ortes.  Mit  Hilfe  sol- 
cher üeberlegungen  gelangt  der  Verfasser  auch  leicht  zu  einer 
einfachen  Gonstmction  dieser  Axen.  Seht 


H«  Schubert.  J)ie  fandamentalen  Anzahlen  und  Aus- 
artungen der  cubischen  Plancurve  nullten  Geschlechts. 
Zweite   Abhandlung    der    Beiträge    zur    abzählenden 

Geometrie.    Clebsch  Ann.  Xm.  429-589. 

Dies  ist  die  Fortsetzung  der  Abhandlung  in  Glebsch  Ann.  X. 
1*116,  ttber  welche  F.  d.  H.  VIII.  399  gesprochen  wurde.  Als 
Vorläufer  der  jetzigen  Abhandlung,  insbesondere  ihres  Abschnitts  V., 
gilt  die  Mittheilung  in  den  Gott.  Nachr.  1875  S.  359,  cfr.  F.  d.  M. 
VII.  394. 
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Die  jetzige  Arbeit  zerfällt  in  3  Abschnitte,  im  Anschlüsse  an 
die  frühere  IV.,  V.,  VI.  Der  Abschnitt  IV,  bespricht  die  Chasles- 
Zeathen'sche  Anzahl-Bestimmung,  bei  welcher  die  Anzahlen  von 
höheren  Gebilden  auf  die  von  einfacheren,  aus  denen  die  Aus- 
artungen jener  bestehen,  reducirt  werden.  Der  Verfasser  zeigt 
zunächst  an  einigen  Beispielen,  wie  sich  die  Ausartungen  in  den 
Formeln  geltend  machen. 

Als  Grundbedingungen  eines  Hauptelements  (Punkt,  Strahl, 
Ebene)  wurden  in  der  ersten  Abhandlung  die  Bedingungen  be- 
zeichnet, dass  dieses  Element  einem  gegebenen  Grundgebilde  an- 
gehöre (Bd.  VIII.  401);  femer  als  fundamentale  Bedingung  eines 
Gebildes  F  eine  Grundbedingung  f&r  die  sogenannten  PlUcker'- 
sehen  Oerter  des  Gebildes  JT,  bez.  deren  erzeugende  Hanpt- 
elemente.  Man  unterscheidet  nach  dem  üblich  gewordenen 
Sprachgebrauch  bei  Plancurven  elementare  Oerter  und  singulare: 
jene  sind  die  Ebene  der  Curve,  die  Oerter  l?'"^  Stufe  ihrer  Punkte 
und  ihrer  Tangenten;  dass  also  diese  Ebene  oder  ein  Punkt 
oder  eine  Tangente  der  Curve  eine  Grundbedingung  erftille,  ist 
ftar  die  Plancurve  eine  elementare  Bedingung.  Singulare  Oerter 
sind  die  Oerter  nullter  Stufe  der  Plttcker'schen  Singularitäten 
und  aus  ihnen  abgeleitete  Gebilde;  bei  der  cubischen  Plancunre 
mit  Spitze  z.  B.  nimmt  Schubert  als  solche  die  Spitze  c,  den 
Wendepunkt  v,  die  Verbindungslinie  s  beider,  die  Spitzentangente 
9,  die  Wendetangente  w  und  den  Schnittpunkt  y  beider  an.  Be- 
dingungen, welche  diesen  auferlegt  werden,  heissen  singulare 
Bedingungen  der  Curve;  elementare  und  singulare  zusammen 
fundamentale. 

Bei  einer  fundamentalen  Ausartung  müssen  entweder  zwei 
Elemente  der  Plttcker'schen  Oerter  nullter  Stufe  coindiciren,  oder 
mindestens  ein  Ort  von  höherer  Stufe  zerfallen;  sehr  oft  ist  beides 
vereinigt:  von  den  cubischen  Plancurven  z.  B.  mit  Doppelpunkt 
ist  die  mit  Spitze  eine  Ausartung;  der  Tangeutenort  der  ersteren 
ist  zerfallen  in  den  der  zweiten  und  den  Strählbttschel  um  die 
Spitze,  zugleich  aber  haben  sich  die  beiden  Doppelpunktstangen- 
ten mit  einander  und  zwei  Wendepunkte  mit  dem  Doppel- 
punkte vereinigt.    Die  Theilgebilde  des  Punkt-,  bez.  Tangenten- 
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Otts  l'^'  Stufe  werden  Ordnungs-,  bez.  Rangcurve  genannt,  (im 
ersten  Theile  hat  Schubert  motivirt,  dass  die  Bezeichnung  ^Rang^^ 
geeigneter  ist  als  ^Rlasse^),  sind  sie  linear,  Ordnungsgerade, 
bez.  Rangbttschel,  auch  Rangpunkt,  sommet  bei  Zeuthen). 

In  seinen  ,,Almindelige  Egenskaber^  etc.  (Vidensk.  Selskab 
(5)  IV.;  cfr.  Jahrb.  V.  317)  hat  Herr  Zeuthen  nur  elementare 
(d.  h.  durch  elementare  Bedingungen  bestimmte)  Systeme  von 
Plancurven  in  fester  Ebene  betrachtet.  Da  Schubert  auch  sin- 
gulare Bedingungen  hinzunimmt,  muss  er  mehr  Ausartungen  er- 
balten, als  Zeuthen;  er  nennt  nun  eine  Ausartung  eine  solche 
n'*'' Gattung,  wenn  zur  völligen  Bestimmung  ihrer  Plücker'schen 
Oerter  eine  n-fache  singulare  Bedingung  noth wendig  ist;  so  dass 
Zeuthen  sich  nur  mit  Ausartungen  nullter  Gattung  beschäftigt  hat. 

Das  Problem  ist  nun,  in  einem  einstufigen  Systeme  von  Plan- 
curven r  (allgemein  von  irgend  welchen  Gebilden  F)  die  Zahl  der 
einer  fundamentalen  Bedingung  genOgenden  Individuen  durch  die 
Zahl  der  Ausartungen  des  Systems  auszudrücken,  also,  da  das 
System  selbst  durch  fundamentale  Bedingungeq  definirt  ist,  wenn 
die  Zahl  der  r  im  Räume  3c<^  ist  (bei  der  Plancurve  dritter  Ord- 
nung mit  Spitze,  bez.  Doppelpunkt  ist  c  =  10,  resp.  11),  die  An- 
zahl der  c  fundamentalen  Bedingungen  genügenden  F  durch  die 
Anzahl  der  c — 1  solchen  Bedingungen  genügenden  Ausartungen 
von  r  auszudrücken. 

Eine  Ausartung,  die  z.  B.  aus  zwei  Theilen  besteht,  kann 
non  eine  gewisse  Bedingung  dadurch  erfüllen,  dass  der  eine 
oder  der  andere  Theil  sie  erfüllt.  Da  nun  jede  der  beiden 
Corven,  um  die  es  sich  im  vorliegenden  Aufsatze  handelt  — 
cobische  Plancurve  mit  Doppelpunkt  oder  Spitze  —  eine  Aus- 
artung besitzt,  die  aus  Kegelschnitt  und  Gerade  besteht,  so  stellt 
Schubert  die  Anzahlen  der  Kegelschnitte  im  Räume  zusammen, 
wie  sie  durch  Chasles  (G.  R.  1867),  Zeuthen  (Nouv.  Ann.  (2) 
Vn.)  und  ihn  selbst  (Borchardt  J.  LXXL,  cfr.  F.  d.  M.  II.  441) 
gefunden  sind. 

Sodann  ^ebt  er  die  Modificationen  an,  welche  Zeuthen's 
Formeln  in  den  „Alm.  Egensk.^,  die  sich  auf  Systeme  cubischer 
Plancurven  in  fester  Ebene  beziehen,  dadurch  erleiden,  dass  die 

PorUchr.  d.  Math.   X.  3.  28 
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Ebene  nicht  mehr  fest  ist;  er  leitet  zunächst  einige  dieser  For* 
mein  f)lr  diesen  allgemeineren  Fall  mit  Hülfe  der  in  der  ersten 
Abhandlung  gewonnenen  Panktepaar-Formeln  ab  und  theilt  dann 
die  Modification  f)lr  alle  mit:  es  tritt  je  ein  Glied  hinzu,  welches 
die  Bedingung  fi  enthält,  dass  die  Curvenebene  durch  einen  ge- 
gebenen Punkt  gehe.  Es  wäre  die  Bemerkung  angezeigt  gewesen, 
dass  Zeuthen's  iu,  /u'  Schuberts  y,  q  entspricht;  die  Verschieden- 
artigkeit der  Bezeichnung,  so  wie  die  mehrfache  Bedeutung  des- 
selben Symbols  (z.  B.  c  auf  S.  454-455;  a  auf  S.  455-456;  t  auf 
S,  455-456  unten)  erschwert  die  Lectttre  etwas ,  obwohl  es  nicht 
leicht  sein  mag,  sie  zu  vermeiden. 

Im  Abschnitt  V.  wird  nun  die  cubische  Plancurve  mit  Spitze 
behandelt:  fUr  eine  feste  Ebene  und  elementare  Bedingungen 
sind  die  Anzahlen  durch  Zeuthen  (CR.  LXXIV.  S.52],  604,  726 
und  Maillard  (Doctordiss.  Paris  1871)  bestimmt;  siehe  F.  d.  M. 
IV.  305. 

Schubert  nimmt  nun  zu  den  elementaren  Bedingungen,  welche 
sich  durch  die  3  Bedingungen  ju,  Vj  q,  —  dass  die  Curvenebene 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe,  die  Gurve  eine  gegebene 
Oerade  treffe,  bez.  eine  gegebene  Ebene  berOhre,  welche  beide 
letzteren  bei  fester  Ebene  in  die  Bedingungen;  dass  die  Curve 
durch  einen  gegebenen  Punkt  gehe,  bez.  eine  gegebene  Gerade 
berühre;  übergehen,  —  ausdrücken  lassen,  noch  die  auf  die 
6  Stücke  c,  1?,  z,  q,  tDj  y,  welche  das  „Singularitätendreieck^  bilden, 
bezüglichen  hinzu.  Er  betrachtet  ein  durch  fundamentale  Bedin- 
gungen definirtes  Curvensystem  und  wendet  die  im  ersten  Theile 
gefundenen  Elementenpaar-Formeln  auf  25  gewisse  Systeme  V"j 
2^^%  3*'*'^  Stufe  von  Elementenpaaren  an :  solche  Paare  sind  z.  B. 
der  Wendepunkt  einer  Gurve  des  Systems  combinirt  mit  der 
Spitze  oder  der  Spitzentangente  oder  einem  beliebigen  Punkte 
oder  einer  beliebigen  weiteren  Tangente  derselben  Gurve.  So 
ergeben  sich  25  Formeln. 

Bei  Systemen  1*«"^  Stufe,  welche  blos  elementaren  Bedingungen 
unterworfen  sind,  giebt  es^  wie  schon  Zeuthen  und  Maillard  ge- 
funden, nur  eine  Ausartung  a  (nullter  Gattung):  ihr  Punktort 
besteht  aus  einem  Kegelschnitte  und  einer  ihn  berührenden  Ord- 
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nüDgsgeraden,  ihr  Tangentenort  aus  demselben  Kegelschnitt  nnd 
einem  Rangpunkte  in  dem  Berflhrangspnnkte  jener  Geraden;  in 
den  Rangpnnkt  fallen  die  3  Ecken,  in  die  Ordnnngsgerade  die 
3  Seiten  des  Singnlaritätendreiecks.  Ist  aber  das  System  auch 
noch  dnrch  singulare  (auf  dieses  Dreieck  bezügliche)  Be- 
dingungen definirty  so  kommen  noch  12  andere  Ausartungen 
von  höherer  Gattung  hinzu.  Die  Summanden,  die  von  diesen 
herrühren,  werden  in  die  25  Formeln  zunächst  unbestimmt 
als  „singulärer  Defect^  —  sie  fehlen  eben  in  elementaren 
Systemen  —  eingeführt.  Diese  25  Formeln  lassen  sich  nach 
den  7  Grössen  2a,  3c,  6r,  3y,  3tr,  6q,  3«  auf  verschiedene,  also 
sich  controUirende  Weisen  auflösen,  was  zu  den  7  Hauptformeln 
führt 

Zu  den  12  weiteren  Ausartungen  gelangt  Schubert^  indem 
er  die  Gurve  durch  Homologie  oder  centrisch  coUinear  (er  selbst 
sagt  homographisch  ohne  Zusatz)  transformirt:  dem  constanten 
Doppelyerhältnisse  der  Homologie  wird  der  Werth  0  gegeben  und 
das  Gentrum  der  Homologie  in  verschiedene  Lagen  zur  Gurve  ge- 
bracht Die  Ausartungen  bestehen  aus  3  getrennten,  oder  theils 
oder  ganz  vereinigten  Ordnungsgeraden  und  3  ähnlich  (aber  nicht 
grade  ebenso)  beschaffenen  Rangpunkten;  die  Ecken  (Seiten)  des 
Singularitätendreiecks  sind  mit  den  Ordnungsgeraden  (Rang- 
punkten) incident,  getrennt  von,  bez.  theilweise  vereinigt  mit 
den  Rangpunkten  (Ordnungsgeraden).  Die  Ausartungen  sind 
paarweise  felddual. 

Der  Verfasser  giebt  nun  die  numerischen  Goefficienten  an, 
mit  denen  behaftet  diese  Ausartungen  in  den  25  Formeln  auf- 
treten; es  wäre  erwünscht  gewesen ,  genauer  die  Art  erläutert  zu 
finden,  wie  dieselben  „algebraisch^  oder  „aposteriorisch^  ermittelt 
sind;  theilweise  ergeben  sie  sich  dadurch,  dass  sie  null,  event 
wenigstens  ganz  sein  müssen,  und  dass  die  25  Formeln  nur  mit 
7  äquivalent  sind.  Auch  andere  Goefficienten  der  Formeln  hätte 
man  gern  genauer  begründet  gefunden,  z.  B.  die  Goefficienten 
2  von  q  und  er  in  7),  9)  etc.;  ferner  wäre  ein  Nachweis  er* 
wünscht,  dass  durch  die  obige  centrisch-collineare  Transformation 
wirklich  sämmtliche  in  einem  durch  fundamentale  Bedingungen 

28* 
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bestimmten  einstufigen  Systeme  vorkommenden  Ausartungen  sich 
ergeben,  was  ja  bei  der  Curve  mit  Doppelpunkt,  wie  sich  nach- 
her zeigt,  nicht  der  Fall  ist  Es  wird  darauf  angegeben,  wie  die 
Ausartungszahlen  gefunden  werden:  in  Folge  der  Coincidenzen 
und  Incidenzen,  welche  bei  den  Ausartungen  zwischen  den  Ord- 
nungsgeraden, Rangpunkten,  Elementen  des  Singularitäten-Drei- 
ecks statthaben,  lassen  sich  die  im  ersten  Theile  gefundenen 
Incidenzformeln  anwenden,  und  dadurch  viele  Ausartungs- 
zahlen auf  andere  zurttckfbhren.  Die  Ausartungen  werden 
nun  in  Oruppen  behandelt,  jeder  Gruppe  folgt  nach  einigen 
Beispielen  der  Berechnung  eine  Tabelle  der  Zahlen  der 
betreifenden  Ausartungen,  welche  eine  a- fache  Bedingung, 
(10  — a  — t)-mal  die  Bedingung  v,  (t— l)-mal  die  Bedingung  q 
erf&llen.  Unklar  ist  dem  Referenten  der  Grund  der  mehrfach 
gemachten  Bemerkung  geblieben,  wie  z.  B.  S.  468  No.  1: 
„Hiernach   kann    eine  Zahl . . .   nur    dann    von  0    verschieden 


sein,  wenn 


Nun  folgt  die  Berechnung  der  fundamentalen  Anzahlen  der 
allgemeinen  cubischen  Plancurve  mit  Spitze  selbst  Hierbei  kommt 
es  auf  ein  geschicktes  Arrangement  der  Systeme  an:  mit  Herrn 
Zeuthen  geht  Schubert  aus  von  dem  in  sich  felddualen  Systeme 
fi^v*Q*^  fUr  welches  /i  und  der  Defect  0  sind;  also  giebt  die 
cr-Hauptformel,  weil  a  im  Vorigen  berechnet  ist,  p  und  ^,  welche 
hier  gleich  sind;  dann  geht  es  zu  dem  Systeme  /u'v^^',  bei  dem 
fi  und  der  Defect  ebenfalls  0  sind  und  q  aus  dem  vorhergehen- 
den System  entnommen  wird;  die  Werthe  a/iV^****'-*,  die  bei 
der  Ausartung  a  berechnet  sind,  liefern  demnach  alle  Zahlen 
^»y«^«)-t-3^  Man  geht  nun  zu  den  Systemen  ober,  welche  die 
Bedingung  /u  nur  zweimal  zu  erfüllen  haben.  Wie  diese 
und  die  weiteren  Systeme  hinter  einander  vorgenommen,  wie 
auch  bisweilen  Zahlen  zunächst  unbestimmt  gelassen  werden 
und  in  den  Ausdrücken  für  weitere  Zahlen  auch  so  verblei- 
ben,  bis  sich  endlich  Gleichungen  ergeben,  in  denen  sie  die 
einzigen  Unbekannten  sind,  lässt  sich  nicht  in  Ktirze  wieder- 
geben. 

Das  Princip  der  Erhaltung  der  Anzahl  kann  auch  angewandt 


Capital  5.    Neuere  syntheiitcbe  Geometrie.  437 

werden,  iodem  man  Qrundgebilde,  welche  in  zugleich  zu  eri'Ulleu- 
den  Bedingungen  auftreten,  in  specielle  Lage  bringt:  es  ergeben 
sich  dann  Formeln,  die  mit  den  modificirten  Zeuthen'schen  Formeln 
in  einfachem  Zusammenhang  stehen,  und  gleichfalls  zur  Ableitung 
von  Anzahlen,  zu  Controllen  oder  zur  aposteriorischen  Bestim- 
mung Yon  Coefficienten  dienen  können. 

Es  folgt  nun  eine  Tabelle  von  mehreren  tausend  Funda- 
mentalzahlen, insbesondere  die  sämmtlichen  Fundamentalzahlen 
flir  die  Curve  in  fester  Ebene. 

Der  Abschnitt  schliesst  mit  einer  interessanten  Bemerkung: 
„Die  ausgezeichneten  Elemente  der  durch  die  erwähnte  centrische 
CoUineation  erhaltenen  Ausartungen  stellen  sich  in  ihrer  Lage 
als  Yon  einander  abhängig  dar,  man  kann  nicht  alle  beliebig 
geben." 

Die  Ausartungszahlen  geben  nun  an,  wie  viele  von  ihnen 
die  übrigen  bestimmen  und  wie  vieldeutig  diese  bestimmt  sind. 
Dies  lässt  sich  auf  die  allgemeine  Curve  mit  Spitze  übertragen 
und  führt  zu  einer  Reihe  von  Sätzen  über  Grade  von  Gleichungen, 
z.  B. :  Von  einem  Punkte  gehen  3  Tangenten  an  die  Curve  und 
drei  Strahlen  nach  den  Ecken  des  Singularitäten-Dreiecks;  vier 
derselben  bestimmen  die  übrigen  endlicbdeutig,  und  zwar  die 
3  Tangenten  und  der  Strahl  nach  der  Spitze  die  beiden  andern 
vierdeutig;  jene  und  der  Strahl  nach  dem  Wendepunkte  die 
beiden  übrigen  eindeutig,  etc. 

Der  Abschnitt  VL  bringt  sodann  die  analoge  Betrachtung  der 
Curve  mit  Doppelpunkt:  Plücker'sche  Oerter  nullter  Stufe  sind  der 
Doppelpunkt,  seine  beiden  Tangenten,  die  drei  Wendepunkte» 
ihre  Verbindungslinie,  die  3  Wendetangenten  und  ihre  3  Schnitte. 
Ausartungen  nullter  Gattung  sind  1)  ein  Kegelschnitt  mit  einer 
zweimal  schneidenden  Geraden;  der  eine  Schnitt  ist  der  neue 
Doppelpunkt  und  wird  also  Rangpunkt;  2)  die  Curve  mit  Spitze, 
welche  Rangpunkt  wird.  Durch  die  centrische  CoUineation  werden 
10  Ausartungen  höherer  Gattung  gewonnen;  sodann  hat  der 
Verfasser  noch  eine  elfte  in  durch  elementare  und  singulare 
Bedingungen    bestimmten  Systemen  gefunden. 

Die  in  der  ersten  Abhandlung  versprochene  dritte  Abband- 


lang  wird  oiebt  meiir  enehdueii,  weil  der  VerfiMser  Torber 
•eioeo  „Galelll  der  mbiilileiideo  Geooietrie*  (Leipug  18710  haX 
enelieinen  laMen,  der  den  Inhalt  der  beiden  früheren  in  kOne- 
rer  Form  wiedergiebt  and  andi  die  fllr  den  dritten  AnfiuUi  be- 
stimmten  Untersnefanngen  Aber  die  cnlnnche  Banmennre  bringt 
Eine  knrze  Notiz  Ober  die  Aostrtnngen  diener  Cnrve  hat  der 
Veriasser  (Clebeeh  Ann.  XV.  529)  TeröffentUchL 

Sm. 


Neunter  Abschnitt. 

Analytische  Geometrie. 

Capitel  L 
Ooordinaten. 

R,    Hoppe.      Allgemeinster    Ausdruck    der   Richtungs- 
Cosinus  einer  Geraden  in  rationalen  Brüchen. 

Gronert  Arcb.  LXl.  438-439. 

Die  Aufgabe  kommt  zurück  auf  die  Lösung  der  Gleichung 

«'+»'  +  «'  =  tt' 
durch  ganze  2iahlen;  es  ergiebt  sich: 

wo  3  der  Grössen  a,  6,  c,  d  alle  ganzen  Zahlen,  die  vierte  theils 
die  graden,  theils  die  uugraden  Zahlen  zu  durchlaufen  hat. 

M. 


V.  ScHLBGBL.     üeber  das   dem  Cartesischen   reciproke 
Coordinatensystem.    Schlomilch  z.  xxill.  195-196. 

Nachweis,  dass  das  von  Herrn  Schwering  aufgestellte  Linien- 
coordinatensystem  (s.  F.  d.  M.  VIII.  414)  das  reciproke  Gegen- 
stück des  rechtwiDkligen  Cartesischen  ist  Nachzutragen  ist 
hierzu,  dass  dasselbe  Coordinatensystem  denjenigen  Specialfall 
der  Fiedler'schen  projectivischen  Coordinaten  repräsentirt,  welcher 
durch  die  unendlich  ferne  Lage  eines  der  drei  Fandamentalpunkte 
entsteht.  Schg. 


IX.  AbachniU.     Auljüacha  GAomBtri«. 

'ABORATi.  Sur  les  cüordonn^es  des  points  et  des 
oites  daus  le  plao,  des  points  et  des  plaus  daus 
Space.    NoDT.  Ann.  (2)  XVII.  6-20. 

imi  durch  einen  Pnnkt  x  die  Parallelen  |,,  ^,,  $,  zu  den 
B  eines  FundameDtaldretseits  a,  a,  a,  gezogen,  so  tieg;en  die 
te  1,«,.  $,o,i  ^,o,  aof  der  ODendlicb  fernen  Geraden  «. 
fenier  durch  die  Ecken  eines  FundamentaldreteckB  a^a^a, 
ilelen  zu  eioer  beliebigen  Richtung  e  gezogen,  welche  eine 
de  £  in  den  Punkten  s,,  s,,  a,  schneiden ,  so  geben  die 
den  s,  o, ,  s,a,,  *,a,  dorcb  den  anendlicb  fernen  Punkt  e. 
Verfasser  definirt  non  als  Coordinaten  von  x(X)  zuo&cbst 
t^len,  welche  zur  Bestimmaog  der  „Coordinaten- Elemente" 
,1  St  C^n'r'i)  geeignet  sind,  and  weist  hin  auf  die  Verall- 
ineruDg  dieses  GoordinateDbegriffes  darch  Versetzung  der 
den  e  und  des  Punktes  e  in  endliche  Entfemang.  Obige 
ition  wird  dann  Terrollatäadigt  durch  die  Annahme,  dass 
fuDdanieutale  Dreieck  und  Dreiseit  zusammeDfallen,  und  dass 
^Koordinaten  von  ir(^  die  mit  e  parallelen  Abstände  der 
den  S  lud  a  (der  Punkte  s  und  a)  betrachtet  werden.  Uier- 
I  sind  zwei  reciproke  Goordinatenaysteme  geschaffen,  fDr 
le  u.  a.  die  Bestimmungen  gelten,  dass  die  Coordinaten 
X,)  eines  Punktes  x,  welcher  auf  der  Verbindungslinie 
ir  Punkte  ((',  f, ',)  und  u(i(,  u,u,)  liegt  (oder  einer  Geraden, 
le  durch  den  Schnittpunkt  zweier  anderen  geht)  dureh  drei 
huDgen  von  der  Form 

bcn  sind,  und  dass  die  Bedingung,  unter  welcher  ein  Punkt 
XfX,)  auf  einer  Geraden  ^{C,^,^,)  liegt,  durch  die  Gleichung 

jdrnckt  ist,  worin  A,,  h„  h,  die  von  Null  verschiedenen  Co- 
aten  der  Punkte  oder  Seilen  des  Fundamentaldrciecks  sind, 
zu  ist  zu  bemerken,  dass  man  die  Gleichungen  (1)  nur  mit 
Op  o,,  a,  zu  omitipliciren  und  zu  addiren  braucht,  um  die. 


/ 
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alle  drei  ersetzende,  Gleichung 

/( 4  mu 

X  = 


zu  erbalten,  welche  die  Lage  des  Punktes  x  nach  den  Principien 
der  Ausdehnungslehre  bestimmt  Ebenso,  dass  durch  äussere 
Multiplication  der  Gleichungen 

aj  =  a;,  a,  +aj,a,  +ir3a,,     ?  =  S, «,  +  £,«,  +^301» 

die  mit  (2)  gleichwerthige  Gleichung 

folgt,  sobald  man  die  Grössen  a  als  Ergänzungen  der  Grössen 
a  ansieht]. 

Fttr  den  Fall  zweier  Coordinalen  erhält  der  Verfasser  als 
Liniencoordinatensystem  das  bereits  von  Herrn  Schwering  ge- 
fandene  (s.  F.  d.  M.  VIII.  414)  mit  einer  unwesentlichen  Ver- 
allgemeiDerung.  Dasselbe  ist  aber  hier  nicht  dem  Cartesischen 
reciprok,  weil  der  Verfasser  die  willkürliche  Richtung  e  zur  Dar- 
stellung nicht  nur  der  Linien-,  sondern  auch  der  Punkt-Coordi- 
oatcn  benutzt.  Es  folgen  Transformationen  der  Goordinaten  und 
Ausdehnung  der  yorigen  Untersuchung  auf  räumliehe  Verhältnisse, 

Schg. 


F.  d'Arcais.     Sui  sistemi  di  coordinate.    Battaglini  G.  XVI. 

18-26. 

Der  Verfasser  erkennt  als  Ursache  der  nicht  vollkommenen 
Reciprocität  zwischen  den  Punkt-  und  Liniencoordinaten  Casorati's 
den  Umstand,  dass  der  einen  unendlich  fernen  Geraden  des 
einen  Systems  jeder  beliebige  unendlich  ferne  Punkt  des  andern 
entspricht,  während  andrerseits  im  Cartesischen  und  Plücker^schen 
System  der  unendlich  fernen  Geraden  ein  beliebiger,  endlich 
ferner  Punkt  gegenübersteht.  Die  Reciprocität  wird  eine  voll- 
kommene, wenn  man  ein  fllr  allemal  einen  bestimmten  Punkt 
der  Ebene  (endlich  fern  fbr  das  Plttcker'sche,  unendlich  fem  flir 
das  Casorati'sche  System)  als  dritten  Fundamentalpunkt  zu  Grunde 
legt.    Der  Verfasser  zeigt,  dass,   wenn  unter  dieser  Bedingung 
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in  der  Gleichung 

fiK  +  rü  +  l  =  0 

u  and  V  als  Casorati'sche  Coordinaten  angesehen  werden  (die 
also  nun  den  Cartesischen  reciprok  sind),  fi  und  p  die  Coordi- 
naten eines  dem  Plftcker'schen  reeiproken  Systems  sind,  ferner, 
dass  im  Cartesischen  System  und  im  System  Oi,  y),  ebenso  wie 
im  Plftckerschen  und  im  System  (v,  v)  dieselbe  Carve  dorch 
Gleichungen  desselben  Grades  dargestellt  wird.  Es  folgt  am 
Schlnss  die  Bestimmung  des  Winkels  zweier  Geraden  nnd  des 
Abstandes  zweier  Punkte  in  den  Systemen  (ji^  p)  und  (Uj  o), 
nebst  Untersuchung  der  Substitution  u  =  Qeosg>j  f>  =  QBinq>. 

Schg. 


F.  Franklin.     Bipunctal  coordinates.    Am.  J.  i.  148-174. 

Der  Verfasser  gelangt  bei  Aufsuchung  eines  dem  Cartesi- 
schen reeiproken  Systems  zu  demselben  Resultate  wie  die  Herren 
Schwering  und  Casorati.  Es  wird  dann  ausfhhrlich  die  Glei- 
chung des  Punktes  und  die  Coordinaten-Transformation  behandelt, 
worauf  die  Untersuchung  auf  Dreipunkt-Coordinaten  ausgedehnt 
wird.  Den  Schluss  bilden  Anwendungen  des  neuen  Systems  auf 
die  Theorie  der  Kegelschnitte,  wobei  am  Ende  auch  die  ein- 
fitche,  von  Herrn  Schwering  gegebene  Form  der  Kegelschnitt- 
gleichung uf>  =  +c  gefunden  wird.  Schg. 


De  Gasparis.     Sopra  una  rimarchevole  relazione  che  si 
verifica  in  una  doppia  trasformazione  di.  variabili. 

Atti  R.  Acc.  d.  Line.  (3)  II.  192-195. 

Die  erste  Transformation  besteht  darin,  dass  an  Stelle  der 
rechtwinkligen  Coordinaten  x,,  y,  der  Punkte  einer  Curve  die 
Abschnitte  x^J  y,  eingeführt  werden ,  welche  die  Tangente  in 
den  Axen  bildet;  also 

dx^  dy. 
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Die  zweite  Transfomiatioii  setzt  analog: 
Die  gemeinte  Relation  ist: 


oder  auch: 


.  ^  1 


i^^Vt        i^xVz       iy^^ 


Hr. 


E.  Lucas.     Sur  un  principe  fondamental  de  g^om^trie 
et  de  trigonom^trie.   N.  0.  M.  iv.  85-86, 169-175,  200-204. 

1.  Lemma.  Die  Potenzen  eines  Punktes  in  Beziehung  auf 
illnf  Kreise  einer  Ebene  oder  sechs  Kugeln  des  Raumes  sind 
untereinander  durch  eine  lineare  homogene  Gleichung  verbunden, 
in  welcher  die  Summe  der  CoefGcienten  Null  ist.  2.  Fundamental- 
satz. Nennt  man  wechselseitige  Potenz  zweier  Kreise  oder  zweier 
Kugeln,  deren  Radien  n  und  r^  und  deren  Centrale  d^  ist,  den 
Ausdruck  a^;,  wo 

^l  =  ^*  +  r?  —  2«vn07 
80  ist  die  Determinante 

in  der  Ebene  oder 

im  Räume  der  wechselseitigen  Potenzen  von  fünf  Kreisen,  resp. 
sechs  Kugeln  identisch  Null.  3.  Geht  man  zu  den  Grenzfällen 
über,  so  bleibt  diese  Relation  noch  bestehen,  wenn  sich  die 
Kreise  auf  Punkte  oder  Gerade,  in  endlicher  oder  unendlicher 
Entfernung,  reduciren,  mögen  sie  getrennt  sein  oder  zusammen- 
fallen. 4.  Zahlreiche  Anwendungen.  Im  Allgemeinen  lässt  sich 
jede  descriptive  oder  metrische  Eigenschaft,  welche  eine  Relation 
zwischen  Punkten  von  Geraden  oder  Ebenen  ausdrückt,  an- 
wenden auf  das  allgemeinere  System,  indem  man  die  Punkte, 
Geraden  und  Ebenen  durch  Kreise  oder  Kugeln  ersetzt  (Principe 
de  routualitö).  Mn.  (0.) 


il;tieche  Geometrie. 

te  Transformation  einer  gc- 
entialgleichungen  in  krumm- 

rdtJ.  LXXXV.  295-304. 

jj.  XXXVI.  22U):    „Zur  TraDB- 


t>DaIe  oder  anortbogonale)  Coor- 
des  LiDienelemeuta  (te'+rfy'  +  rfs' 
eraUgemeinert: 

,  x, ,  . .  z,  zwei  Reiben  wiUkQr- 
ommen  uaabbängiger  Variabeln. 
1  der  iT,,  z,,  ..  X.  und  J  irgeod 
he  man  aus  dem  Systeme  alge- 
I.: 
'''>•  = -£1.1.   fl    , 

■  ■=*>.  I «) 

ireDtialquotienteo  3 — ,  -^ — rj — ,.- 

lUdann  die  DifierentialgleichuDj; 
inige,  durch  die  Sabstitutioo 
.0    C*  =  Ü,  1,  ..  n) 
rmiren,  geotlgt  es,  in  dem  Ans- 

'  Unmittelbar  aus  dem  Beweise 
sieb  Docb  weiter  verallgeiueinern 
e  Anzahl  Polaren  dF,  dV,  ...; 
drer  Punotionen  F,  W,...  binzu- 
1  System  eine  Invarianlo  bildet. 
lie  TransformaUoDen  der  äumme 

:  fdr  die  HauptkrDmmuogBradien 

lt.  im  Punkte  x^,  x,,  x,  gegeben. 
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Schliesslich    wird    Doch    die    Bedingung,    dass    die   durch    die 
Gleichungen 

*o  =  %  (Qo  QiQi)^    ^1  =  Vi  (Qo  Qt  Qt)y     ^t  =  Vt  (Qo Qt  Qi) 
mit  Qf^  als  veränderlichem  Parameter  dargestellte  Flächenschaar 

eine  Dupin'sche  sei«  in  einer,  von   der  von   Herrn  Weingarten 

(Borchardt  J.  LXXXIU.  12,   s.  F.  d.  M.  IX.  581)  angegebenen, 

verschiedenen  Form  aufgestellt.  T. 


S.  GüNDELPiNGER.     Ucber  die  Transformation  von  Diffe- 
rential ausdrücken  vermittelst   elliptischer  Coordinaten. 

Borchardt  J.  LXXXV.  80-8a 
Ist 

2ti  =  Ooo^'+2a^i^  +  -  +  ö*«»'  +  2ao.«  +  2a,,»  +  2a„a  +  a,, 
=  9>(^)»)»)  +  2a^,x  +  2a,,y-f-2a,3»  +  a33  =  0 

die  Oleichung  einer  Fläche  zweiter  Ordnung  in  rechtwinkligen 
Coordinaten,  und  sind  a,  6,  c;  a',  b\  &;  a",  6",  c"  die  Riehtungs- 
cosinus  der  Normale  und  der  beiden  Haupttangenten  im  Punkte 
Xf  y,  2  der  Fläche,  so  fbhrt  die  orthogonale  Substitution 
S  =  aX  +  a'Y+a"Z,    17  =  feX  +  6' F  +  6"Z,    ^  =  cX  +  &  Y+c'^Z 

die  Function  9>($,  17,  0  ^^  beliebige,  von  x,  y,  z  unabhängige 
Werthe  von  §,  17,  f  in  die  Form 

ober  (vgl.  Hesse,  Raumgeometrie,  3.  Aufl.,  Vorl.  30  und  28),  wo 
A„  X,  die  Wurzeln  der  Gleichung  —  unter  u^u^u^  die  Ableitungen 
von  u  nach  x  resp.  y  und  %  verstanden  — 


Dß)  = 


a^^ — X  a 


'00 


OJ 


a 


02 


a 


10 


a,,  — A  flia 


'fO 


'31 


1 


n. 


u. 


Ur 


0 


=  0 


sind  und,  wenn 


Jil)  = 


«00—-^     ^01 


•^03 


"10 


'20 


'II 


'tl 


«12 


gesetzt  wird, 


tt    AnkljtiBche  Oeotaetrie. 

-i.  •   ^  -r  1,-1, 

rmittelst  der  Gleichangea  D(l,)  =  0, 
=  0  die  Coordinaten  eines  Punktes  der 
ir  Parameter  l, ,  A,  dargestellt,  deren 

iie  ist,   dass j — , j —  mit  den 

elliptischen  Coordinaten  identiscb  sind. 

roD  l, ,   l,  hatte  schon  Herr  B.  Stab! 

gl.  F.  d.  M.  III.  373  r.)  als  nene  Vei- 
auf  den  eben  angedenteten  ZusammeD- 

iroblem  der  ebenen  Schnitte  der  FIfiche 

ist  es  erlaubt,  in  der  oben  definirten 
ien  ans  ihr  folgenden  GleichuDgen  «n 

I,   ^  X,    r,   z 
g       dl,  dl,    . 

=  «:+«:+«:)■ 

BrtragnngsprincipB  wird  nun  die  Inte- 
jichungen  fUr  die  KrnmmungsenrveD, 
nd  die  Circularcurven  ebenso  an  du 
inen  Schnitte  der  Flächen  sweiler  Ord- 
(esse  bez.  der  beiden  ersten  Arten  tob 
iprohlem  der  Fläche  zweiter  Ordnung 

ohne  alle  Rechnung  geleistet. 
r  sich  hierbei  ergebende  geometrische 
end  einen  Punkt  im  Räume  Parallelen 
iten  einer  und  derselben  Erflmmongs- 
illelen  eine  Kegelfläche  zweiten  Orades. 
der  gegebenen  Fläche  parallel  sind, 
ch,  dass  die  gegebenen  Entwickelungen 

der  FlächengleichuDg  ausgeben. 
T. 
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W.  Spottiswoode.     On  the  eighteen  coordinates  of  a 

COnic  in   space.    Rep.  Brit.  Abb.  1880. 

Die  6  Coordinaten  einer  Linie  können  aas  den  Gleichungen 
zweier  Ebenen  hergeleitet  werden  als  ihr  Schnitt  durch  successive 
Elimination  der  Coordinaten.  In  gleicher  Weise  kann  man  mit 
den  Gleichungen  eines  Kegelschnittes  im  Räume  verfahren.  Die 
Gleichungen  seien: 

(abcdfgMmnXppyzty  =  0, 
ax -\' ßy -\- yz -{- dt  =  0. 
Eliminirt  man  der  Reihe  nach  Xy  y^  Zj  t,  so  erhält  man  4  For- 
men, die  man  schreiben  kann 

(«?,  BB,  FF,  BF,  CF,  PC%  z,  ty  =  0, 

(ÄA,  CC,  GG,  CG,  AG,  CÄj(z,  x,  ty  =  0, 

(BB,  AA,  BH,  AH,  BH,  ABXx,  y,  ty  =  0, 

(FF,  GG,  HB,  GH,  HF,  FGy(x,  y,  zy  =  0. 
Die  18  Grössen  AA^  BB  etc.,  deren  Werthe  sich  leicht  berechnen 
lassen,  sind  die  18  Coordinaten  eines  Kegelschnittes  im  Räume. 

Csy.  (0.) 

Facrb.     Th^rie  des  indices.  Noav.  Ano.  (2)  xvii.  69-75. 

Der  Verfasser  behandelt  in  diesem  Schlussabschnitte  der 
Untersuchungen  tiber  die  Theorie  der  von  ihm  eingeftkhrten  In- 
diees  die  Eigenschaften  von  vier,  durch  dieselben  Punkte  gehenden 
Oberflächen  zweiter  Ordnung.  Schi. 


Capitel  2. 
Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

A.     Allgemeine  Theorie  der  ebenen  Curven. 
Despktrous.     Gfom^trie  analytique  g^n^ralis^e. 

Il^m.  de  Tool.  (7)  VIII.  259-284. 
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iingen  betreffende  de  theorie  der 
iigen   der  vlakke  kronime  Hjnen. 

Setrachtungen  dca  Verfassera  Aber  die 
Gleichungen  der  Carven  (fi.  F.  d.  M. 
tgesetzt  Der  VerfasBer  schlieast  trieb 
andlung  der  CurreD  von  Lamarle  in 
Som^tTique  du  catcul  diff<£rentiel  et  in- 

die  Cycloidalen  und  leitet  die  Form 
aentlicfaca  Gleicfaangen  ab.  Hierdurch 
an  und  Berechnung  des  KrUmmungs- 
;  neuer  veränderlicher  Grössen  erhält 
nd  betrachtet  dann  die  Cycloidalen, 
lenen  Punkte  der  Ebene  der  beecfarei- 
werden,  wenn  diese  die  Directrix  io 
erUlirt.  Hierbei  kommt  auch  die  Focale 
mg,  welche  durch  Umkebrang  einer 
^teht.  Weiter  werden  die  Cycloidalen 
leben  werden  durch  die  verschiedenen 
reibentlen  Gurve  rerbundenen  Geraden, 

und  die  ähnlichen  Cycloidalen,  er- 
bende Curven,  welche  über  dieselbe 
ir  speciclle  Fall,  dass  die  Geiioratrii 
iis  oder  eine  Gerade  ist,  kommt  als- 
.ugleicb  die  Hypo-  nud  Eptcycloide  be- 

.bhandlung    wird   der   Verfasser  seine 
G. 


!r  Tangenten    und   Normalen  an 
lömilch  Z.  XXIII.  331-339. 
liner  Curvcngleicbung,  die  einen  ver- 
enthftlt,    und   der  Gleichung  der  aus 
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einem  festen  Punkte  A  an  die  Curve  gezogenen  Tangente  p 
eliminirt,  so  erhält  man  die  Gleichung  des  Ortes  der  Berührungs- 
punkte aller  Tangenten,  welche  sich  aus  A  an  die  durch  die  ge- 
gebene Gleichung  dargestellte  Gurvenschaar  ziehen  lassen.  Aehn- 
liches  gilt  für  die  Fusspunkte  der  Normalen.  Der  allgemeinen 
Betrachtung  sind  mehrere  specielle  Beispiele  hinzugefügt. 

Schg. 


J.  Gaset.     On  a  new  form  of  tangential  equations. 

Rep.  Brit.  Ass.  1878. 

Die  Tangentialgleichung  einer  Gurve  ist  eine  Beziehung 
zwischen  den  Goefficienten  der  Gleichung  einer  Linie,  bei  deren 
Erfüllung  die  Linie  eine  Tangente  an  die'  Gurve  sein  muss. 
Eine  variable  Linie  MN  mache  einen  Winkel  g>  mit  der  nega- 
tiven X'Axe  und  schneide  ein  Stück  d  auf  ihr  ab.  Dann  ist  die 
Gleichung  von  MN 

x-\-ycotgg>—e  =  0. 

Die  Grössen  t?  und  q>  bestimmen  die  Lage  der  Linie  und  können 
daher  als  ihre  Goordinaten  betrachtet  werden.  Daher  wird  eine 
Relation  zwischen  d  und  g>  wie 

» =  nv) 

die  Tangentialgleichung  einer  Gurve  sein,  welche  die  Enveloppe 
der  Linie  ist 

Diese  Form  ist  beroerkenswerth  wegen  der  Leichtigkeit,  mit 
der  sie  sich  in  alle  bekannten  Gleichungsformen  transformiren 
lässt,  und  wegen  der  Einfachheit  der  Formeln,  welche  sie  für 
manche  geometrische  Sachen,  wie  Rectification ,  Krümmung  etc. 
giebt. 

Das  Folgende  enthält  einige  Transformationen,  deren  die 
Gleichung  fähig  ist. 

1)  Wenn  v  =  f(q>)  die  Tangentialgleichung  ist,  so  erhält 
man  die  Gartesische  Gleichung  durch  Elimination  von  fp  zwischen 
den  Gleichungen 

X  =  f{gi)  +/*'(g))sinqpcos^p,  y  =  —f'(q>) Bin*  g>. 

Poruchr.  d.  Math.  X.  2.  29 


s 
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2)  Die  jjiDtrinsic  equation^,  welche  der  Tangeotialgleichung 
V  =  f(g>)  entspricht,  ist 

=  f\q>)sing>+  ff  {q>)Äiiq>iq>. 

3)  Wenn  $  =  F(g>)  die  ^intrinsic  eqaation  '^  ist,  so  ist  die  Tan- 
gentialgleichang  ^ 

fj  =  /cosec^yj   /  F^(q))sinffdq>]d(p. 

Die  Arbeit  enthält  noch  weitere  Transformationen.  Aach 
findet  sich  darin  eine  neue  Theorie  der  Fusspunktcurven  und  der 
parallelen  Gurven.  Folgender  Satz  Ober  parallele  Curven  ist 
bemerkenswerth:  „Jeder  Brennpunkt  einer  Curve  ist  Doppel- 
Brennpunkt  der  parallelen  Curven.^ 

Im  letzten  Theile  wird  die  Rectification  bicircularer  Curven 
vierten  Grades  durch  elliptische  Integrale  gegeben.  Die  ange- 
wandte Methode  lässt  sich  auch  auf  sphärische  Curven  vierten 
Grades  erweitern.  Csy.  (O.) 


W.  J.  C.  Sharp,  R.  F.  Davis,     Solutions  of  a  question 

(5614).    Educ.  Times  XXX.  44-45. 

Es  sei  r  der  Radiusvector  eines  Punktes  P  auf  einer  Curve, 
der  einem  Inflexionspunkt  auf  der  in  Beziehung  auf  den  Anfangs- 
punkt inversen  Curve  entspricht.    Dann  bildet  die  Tangente  in  P 

mit  dem  Radiusvector  einen  Winkel  arcsin^-^Y  wo  q  der  Krflm- 

mungsradius  in  P  ist.  O. 


H.  Leaute.  ]^tude  sur  le  rapprochement  de  deux  arcs 
des  coarbes  voisins  consid^r^s  dans  une  ^tendue  finie. 
Application  au  eas  d'un  cercle  et  d'un  arc  de  courbe 
ayant  deux  sommets  voisins.  0.  R.  LXXXVI.  1537-1539. 

Auszug  aus  einer  grösseren  Abhandlung,  deren  Resultate 
ohne  Beweis  zusammengestellt  sind,  und  die  sich  zu  einem 
weiteren  Auszug  nicht  eignet.     Es  sei   nur  bemerkt,   dass  der 
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AusgaDgspankt  ein  Satz  von  Tch^bycheff  ist,  wonach  dasjenige 
Polynom  it**''*  Grades,  welches  sich  so  wenig  wie  möglich  von 
Nnll  entfernt,  wenn  x  zwischen  den  Grenzen  — h  und  -f-A  variirt, 
die  Form  hat: 

{x  +  ^'ä^^^y + («  -  id^^^y. 

Bl. 


E.  B.  Elliott.     A  theorem  in  areas  including  Holditch's, 
with  its  analogue  in  three  dimensions.  Messenger  (2)  Vli. 

150156. 

Der  Satz  von  Holditch  stellt  eine  Relation  auf  zwischen  dem 
Flächeninhalte  von  geschlossenen  Gurven,  die  durch  einen  Stab 
von  constanter  Länge  beschrieben  werden,  während  der  Stab 
sich  in  einer  Ebene  durch  einen  Cyclus  von  Lagen  in  seine 
ursprüngliche  Lage  zurück  bewegt.  In  der  vorliegenden  Arbeit 
beweist  der  Verfasser  einen  entsprechenden  Satz,  der  die  Flächen 
verbindet,  welche  von  3  Punkten  auf  einer  variirenden  Geraden 
beschrieben  werden,  wenn  dieselben,  statt  constanter  Entfernungen, 
nur  Entfernungen  mit  constantem  Verhältniss  haben  und  die 
Punkte  nach  einem  vollendeten  Gyclus  zu  ihren  anfänglichen 
Längen  und  Lagen  zurückkehren.  Dieser  Satz  kann  folgender- 
massen  ausgesprochen  werden:  „Durch  einen  festen  Punkt  in 
der  Ebene  einer  geschlossenen  Fläche  S  ziehe  man  Radiivectores 
nach  allen  Punkten  des  Umfangs  und  lege  Sehnen  AB,  parallel 
und  gleich  diesen  Radiivectores,  mit  einem  Ende  A  immer  auf 
den  Umfang  einer  geschlossenen  Fläche  (i4)  und  mit  dem  andern 
B  auf  den  Umfang  einer  anderen  (£).  Ist  dann  (C)  die  Fläche, 
die  von  einem  Punkte  beschrieben  wird,  der  AB  immer  in  dem 
Verhältniss  min  theilt,  so  sind  (A),  (0),  {C)  verbunden  durch 
die  Formel: 

_    m(g)  +  n(il)  mn 

^^)  -         fn  +  n        ^  (m  +  fi)' 

Der  Umfang  von  {A)  und  (A)  muss  so  beschaffen  sein,  dass  die 
Punkte  A  und  B  rund  herumgehen  und  zu  ihrer  ersten  Lage 
niebt  von  derselben  Seite  aus  zurückkehren  dürfen,  von  der  aus 

29* 
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'  Die  obige  Formel  zwischen  (A),  (fi) 
yinmetriache  Form  gebracht  werden, 
tuf  drei  DimensioneD  ausgedehnt.  Es 
iH,  wenn  {A),  Cß),  (C),  (O)  die  Volamina 
e  von  A,  B,  C,  D,  irgend  4  Funkien  «ol 
n  in  gegenseitigen  Entfernungen  mit  eon- 
Ihrend  einer  Bewegung  erzeugt  siod, 
1  Gyclua  zu  ihrer  nrsprtinglichen  Lage 

(c)     ,     (D)     _     y 

"^  CA.CD.CB  "^  DA.DB.DC  ~  AB" 
Bezug  auf  A  beschriebene  Volumen  be- 
llen Fall,  wo  ABCD  ein  Stab  von  eon- 
as  ABj  AC,  AD  etc.  alle  constant  sind, 

die  rechte  Seite  der  obigen  Glelchnng 
Glr.  (0.) 


ag  zur  analytischen  Geometrie  der 
18-2ö'2  (Böhmiaeh). 

bodiscb  intereseaote,  mit  Hilfe  von  De- 
B  Ableitongen.  Std. 


Sur  l'angle  d'une  courbe  avec 

Ji.  e  Mtr.  1.  81-8ä 


er  algebraischen  Curren. 
>rincipe  iinique  contenaot  toute  la 
I   et  des  surfaces   d'ordre    ou   de 

CR,  LXXXVI.  39-42. 

lorhme  de  M.  Ghasles.  c  R.  LXZXTt. 
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P.  Serrbt.     Sur  les  foyers  des  courbes  de  n'*"*  classe. 

C.  R.  LXXXVL  385-387. 

P.  Serret.     Sur  rinvolution  dans  les  courbes  de  degr^  n. 

0.  B.  LXXXVn.  643-646. 

F.  Serret  hat  aDderwärts  das  Resultat  erbalten,  dass,  wenn 
JV—  1  die  Zahl  der  eine  Garve,  Fläche  n*'"'  Ordnung  (Klasse)  be- 
stimmenden Punkte  (Tangenten,  Tangentialebenen)  ist  und  P,, 
P^,...Pji  die  Distanzen  von  iV  Punkten  (Tangenten,  Tangential- 
ebenen) der  Curve,  Fläche  von  einem  variablen  dualen  Elemente 
sind,  dann  die  Identität 

1x,p:=o 

statt  bat,  und  umgekehrt    Dies  hat  er  schon  bei  den  Gurven  und 
Flächen  2*""*  Grades  auf  Elementenpaare  ausgedehnt,  so  dass  z.  B. 

ausdrückt,  dass  die  10  Ebenenpaare 

P.O,  =0,...P.oO,o  =0 
in  Bezug  auf  eine  Fläche  2**""  Grades  conjugirt  sind,  (cfr.  des 
Verfassers  Göom.  de  direction,  Paris  1869).  Eine  Gruppe  von 
n  Punkten  ((Geraden,  Ebenen)  heisst  man  in  Bezug  auf  eine  Curve, 
Fläche  n*^'  Ordnung  (Klasse)  conjugirt,  wenn  mit  der  gemischten 
Polare  von  n — 1  dieser  Elemente  das  n'*"  incident  ist.  Dieser 
(äbrigens  schon  von  H.  Grassmann  (Gott  Nachr.  1872,  567), 
Rosanes  (Borchardt  J.  LXXVI.  321),  Gaporali  (Transunti  dei 
Lincei  (3)  I.  232,  siehe  F.  d.  M.  IX.  p.  488)  besprochene)  Begriff 
wird  hier  von  neuem  aufgestellt,  und  (als  neu)  die  Relation  ge- 
wonnen, dass,  wenn  unter  der  Potenz  einer  Gruppe  von  Punkten 
(Geraden,  Ebenen)  in  Bezug  auf  ein  duales  Element  das  Product 
der  Entfernungen  des  letzteren  Elements  von  denen  der  Gruppe 
verstanden  wird,  und  TT,,  77,, ...  Iljr  die  Potenzen  von  N  Gruppen 
in  Bezug  auf  ein  variables  Element  sind,  diese  Gruppen  sämmt- 
lich  conjugirt  sind  in  Bezug  auf  eine  Curve,  Fläche  it^^'  Ordnung 
(Klasse),  sobald  die  Identität 

A,77,  +  A,77,  +-..  +  iiv77iv  =  0 
erfüllt  wird,  und  umgekehrt.    Ist  aber 
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N'<N,  und  i,JI, +  .-.  +  ijir'iIi<r'  =  0, 
80  ist,  wie  die  zweite  Note  fortfährt,  für  jede  Carve,  Fläche,  für 
welche  iV'—  1  der  Gruppen  conjugirt  sind,  auch  die  letzte  conju- 
girt.  Dies  wird  benutzt  zum  Beweise  des  Chasles*schen  Satzes, 
dass  das  Centrum  einer  Curve,  Fläche  n***'  Klasse  —  die(n— l)** 
Polare  der  unendlich  fernen  (Geraden,  Ebene  —  zugleich  Cen- 
trum der  mittleren  Entfernungen  sowohl  fbr  jede  Gruppe  von 
Berührungspunkten  von  n  parallelen  Tangenten,  Tangentialebenen, 
als  auch  (wenn  es  sich  um  eine  Curve  handelt)  ftlr  die  n  reellen 
Brennpunkte  ist.  Die  dritte  Note  spricht  von  der  Absicht  des 
Verfassers,  eine  neue  auf  reellen  Elementen  basirende  Definition 
der  Brennpunkte  einer  Curve  n*«' Klasse  zu  geben;  es  wird  in 
ihr  zunächst  der  Beweis  des  Satzes  gebracht^  dass,  wenn  die 
n  Tangenten  aus  einem  Punkte  0  an  die  Curve  mit  einer  festen 
Geraden  die  Winkel  aj,...an,   die  Strahlen  aus  0  nach  den 

ft Brennpunkten  die  Winkel  ß^,  ...ßn  bilden,  dann  — 2a  =  — Sß'^ 

d.  h.  beide  Strahlengruppen  haben  dieselbe  Axe  mittlerer  Rich- 
tung. Die  Note  scheint  jedoch  durch  einige  Druckfehler  ent- 
stellt zu  sein,  z.  B.  Formel  c),  auf  S.  387  muss  wohl  heissen: 

In  der  vierten  Note  endlich  werden  die  Büschel  von  n  Strahlen 
durch  einen  Punkt  betrachtet,  welche  eine  in  Bezug  auf  eine 
Curve  «**^  Klasse  conjugirte  Gruppe  bilden.  Hat  man  n+ 1  der- 
artige  Büschel  f,  =  0, . . .  F„+i  =  0,    so   besteht   die   Identität 

S  l^F^  ^0.     Serret  sagt  von  denselben,  sie  bilden  eine  Invo- 

lution  n***"  Grades.  Er  zeigt  (eingehend  freilich  nur  bei  n  =  4), 
dass  wenn  n  dieser  Büschel  ganz,  vom  letzten  aber  n— 2  Strahlen 
gegeben  sind,  die  beiden  übrigen  eine  gemeine  Involution  bilden, 
oder  allgemeiner,  wenn  vom  letzten  Büschel  n—v  festgelegt  sind, 
die  V  übrigen  Strahlen  stets  eine  conjugirte  Gruppe  auf  einer  be- 
stimmten Curve  y**"' Klasse  bilden,  je  y 4-1  solcher  Büschel  von 
V  Strahlen  also  eine  Involution  i^*^"  Grades.  Sm. 
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6.    Halphen.      Memoire  sur   les  points    singuliers   des 
courbes  alg^briques  planes.  U6m.  pr^s.  de  Paris,  xxvi. 

Diese  umfangreiche  Abhandlung,  die  im  April  1874  der  Pa- 
riser Akademie  vorgelegt,  aber  erst  jetzt  yeröffentlicht  worden 
ist,  bildet  den  Ausgangspunkt  einiger  bereits  publicirten  Unter- 
suchungen desselben  Verfassers,  durch  welche,  ebenso  wie  durch 
inzwischen  erschienene  Arbeiten  anderer  Autoren ,  namentlich 
von  H.  J.  S.  Smith ,  London  Math.  Soc.  VI.,  vergl.  F.  d.  M. 
Bd.  Vni.  p.  433,  ein  Theil  des  Inhaltes  bereits  bekannt  gewor- 
den ist. 

Der  Verfasser  beabsichtigt  eine  Begrtlndung  der  Methode, 
die  Cayley  zur  Bestimmung  der  in  die  singulären  Punkte  einer 
Curve  entfallenden  Schnittpunkte  mit  einer  anderen  anwendet, 
und  die  Untersuchung  des  Einflusses,  den  die  Singularität  einer 
Curve  auf  deren  Reciprocalcurve  und  Evolute  ausübt.  Er  geht 
von  der  Beziehung  aus,  die  zwischen  der  Anzahl  der  Schnitt- 
punkte einer  Geraden  mit  der  Curve  in  einem  singulären  Punkt 
und  den  unendlich  kleinen  Segmenten  verschiedener  Ordnung, 
die  auf  der  Geraden  ausgeschnitten  werden,  besteht.  Diese  letz- 
teren berechnen  sich  aus  den  Reihenentwickelungen,  die  nach  der 
Puiseux^schen  Methode  in  einem  singulären  Punkt  sich  aufstellen 
lassen.  Die  Potenzentwickelungen  fuhren  zur  Unterscheidung  ver- 
schiedener Zweige,  deren  jeder  wieder,  aus  einem  „Cyclus^  von 
Partialzweigen  bestehend,  getrennt  von  den  übrigen  auf  einer 
besonderen  algebraischen  Curve  darstellbar  ist  und  als  Projection 
eines  (einfachen)  Punktes  einer  Raumcurve  (mit  im  All^gemeinen 
mehrfach  berührender  Tangente)  angesehen  werden  kann.  In 
den  Ausdruck  für  die  in  die  Singularität  entfallenden  Schnitt- 
punkte der  Curve  mit  einer  anderen  gehen,  was  übrigens  Cayley 
bereits  erkannt  hatte,  nur  einige  (die  von  Halphen  später  „cha- 
raeteristische  Zahlen^,  von  Smith :  „critical  exponents''  genannten) 
Exponenten  der  Entwiekelangen  eines  Cyclus  ein.  Die  gebrochenen 
Zahlen  indess,  aus  denen  Cayley,  von  algebraischen  Anschauungen 
geleitet,  jenen  Ausdruck  zusammensetzte,  vermeidet  der  Verfasser, 
indem  er  die  Schnittpunkte  so  auffasst,  als  ob   sie  einer  Grenz- 
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läge  der  gegenseitig  beweglichen  Schnittcurven  angehörten.  Eine 
Anwendung  der  erhaltenen  Formeln  auf  den  Schnitt  einer  Curve 
mit  ihrer  Polaren  und  Hesse'schen  Curve  in  einem  singulärcn 
Punkte  ergiebt  ihm  die  entsprechende  Erniedrigung  der  Klasse, 
sowie  die  herangerückten  Wendepunkte.  Ich  hebe  aus  der  Menge 
von  Theoremen  nur  einen  Satz  hervor,  den  tlbrigens  eine  auf- 
merksame Betrachtung  der  Cayley'schen  Beispiele  wahrscheinlich 
machte,  dass  nämlich  die  characteristischen  Zahlen  ftlr  die  Ent- 
wickelungen  der  Liniencoordinaten  in  einem  ^Cyclus'^  denen  für 
die  der  Punktcoordinaten  gleich  sind,  ein  Satz,  den  inzwischen 
in  bündiger  Weise  auch  Herr  Smith  bewiesen  hat. 

Die  zweite  Hälfte  der  Abhandlung  ist  den  Evoluten  einer 
algebraischen  Curve  gewidmet  Es  wird  der  Einfluss  bestimmt, 
den  eine  Singularität  der  letzteren  auf  Ordnung  und  Klasse  der 
ersteren  ausübt,  und  die  Frage  nach  den  Umständen  erörtert, 
unter  denen  eine  Singularität  der  einen  eine  solche  der  anderen 
nach  sich  zieht.  Dies  erfordert  eine  getrennte  Behandlung  der 
im  Endlichen,  der  unendlich  weit  gelegenen  und  der  in  die  ima- 
ginären Kreispunkte  fallenden  Singularitäten.  —  Wenn  man  von 
einer  Evolute  wieder  die  Evolute  bildet  und  so  fortfährt,  so  än- 
dern einige  (in  den  imaginären  Kreispunkten  gelegene)  Singu- 
laritäten bei  diesem  Process  ihren  Character  überhaupt  nicht, 
andere  in  der  Weise,  dass  die  Curve  immer  höhere  Berührungen 
mit  einer  Geraden  eingeht,  andere  (wie  die  durch  Zusammenrücken 
blos  von  Rückkehrpunkten  entstandenen)  verschwinden  u.  s.  w. 
Da  die  Beziehung  der  Curve  zu  ihrer  Evolute  eine  eindeutige 
ist,  so  hat  man  es  hier  mit  der  Veränderung  zu  thun,  welche 
eine  Singularität  durch  eindeutige  Transformation  des  Trägers 
erfährt  Ein  späterer  Aufsatz  des  Verfassers  (Liouville  J.  (3)  II.) 
knüpft  an  eine  allgemeinere  Auffassung  dieser  Frage  an.  Aus 
den  vorstehend  angegebenen  Erörterungen  folgert  der  Verfasser 
zum  Schluss  den  eleganten  Satz,  dass  Grad  und  Klasse  der 
successiven  Evoluten  einer  algebraischen  Curve,  von  einer  ge- 
wissen ab  angefangen,  zwei  arithmetische  Progressionen  mit  der- 
selben Differenz  bilden.  Bl. 
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Perrin.     Sur  une  relation  remarquable  entre  quelques- 
unes  des  singularit^s  reelles  des   courbes  alg^briques 

planes.     Ball.  S.  M.  f.  vi.  84-117. 

Es  handelt  sich  um  einen  neuen  Beweis  der  bekannten  Re- 
lation zwischen  der  Anzahl  ür, ,  t^  der  reellen  Kttckkehr-  bez. 
Wendepunkte^  d\ ,  t\  der  isolirten  Doppelpunkte  bez.  Doppel- 
tangenten einer  ebenen  algebraischen  Curve  von  der  Ordnung 
m  und  der  Klasse  n: 

welche  Herr  Klein  durch  Verallgemeinerung  der  Zeuthen*scben 
Sätze  Qber  Doppeltangenten  erster  und  zweiter  Art  einer  Curve 
vierter  Ordnung  gefunden  hat.  Der  Beweis,  der  ebenso  wie  der 
Klein'sche  auf  der  Betrachtung  continuirlicher  Gestaltänderungen 
der  Curve  beruht,  lässt  zwar,  wie  dieser,  bei  aller  Evidenz  der 
Scblussweise  im  Einzelnen,  den  Einwand  zu,  dass  die  grosse 
Mannigfaltigkeit  der  zu  beherrschenden  Möglichkeiten  eine  Con- 
trole  der  Vollständigkeit  der  untersuchten  Fälle  wttnschenswerth 
macht,  derselbe  bietet  indess  das  Interesse  eines  neuen  Ausgangs- 
punktes für  die  Behandlung  der  Frage. 

Der  Verfasser  giebt  ein  einfach  unendliches  System  voü 
Curven  J  an,  das  zwischen  einer  gegebenen  Curve  U  n***^  Klasse 
und  ihren  n  reellen  Brennpunkten  —  bekanntlich  den  Punkten, 
deren  Verbindungslinien  mit  den  imaginären  Kreispunkten  Tan- 
genten der  Curve  sind  —  eingeschaltet  werden  können,  so  dass 
ein  stetiger  Uebergang  von  diesen  n  unendlich  kleinen  Ovalen 
znr  Curve  (/^  durch  Curven /(„isomorphiques^)  hindurch  möglich 
ist.  Jede  Curve  J  ist  nämlich  der  geometrische  Ort  eines  Punktes, 
in  welchem  zwei  conjugirt  imaginäre  (von  den  n  möglichen) 
Tangenten  an  U  einen  constanten  Winkel  miteinander  bilden. 
Man  kann  diese  Tangenten  als  Asymptoten  einer  Ellipse  mit  je- 
nem Punkte  als  Centrum  ansehen;  dann  geht  dieselbe  bei  dem 
Uebergang  von  den  Brennpunkten  zur  Curve  U  aus  der  Kreis- 
form  in  eine  unendlich  abgeplattete  über.  Die  Curven  J  bestehen 
nur  aus  paaren  Zttgen  (Ovalen),  die  keine  reellen  Enveloppen 
besitzen  und  sich  der  Curve  U  von  ihrer  cx)ncaven  Seite  nähern. 
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Der  Verfasser  studirt  nun  die  Uebergänge,  durch  welche  die 
gegenseitige  Lage  und  der  Zusammenhang  der  Ovale  geändert 
wird.  Hierbei  spielen  eine  wesentliche  Rolle  die  isolirten  Punkte 
von  {/,  in  welchen  Doppel-  und  Rückkehrpunkte  von  Gurven  J 
entstehen  können,  die  den  Uebergang  verschiedener  Typen  ver- 
mitteln, sowie  die  Schnittpunkte  conjugirt  imaginärer  Asymptoten 
von  U.  Berttcksichtigt  man  insbesondere  die  Modificationen, 
welche  die  Zahl  2n  der  parallelen  Tangenten  an  die  n  Ovale, 
von  denen  man  ausgeht,  durch  jene  Uebergänge  bis  zu  V  erfährt, 
so  erhält  man  einen  Ausdruck  fUr  die  Klasse  von  V  und  somit 
die  gesuchte  Relation.  Bl. 


Elliot.      Sur    las  points    d'inflexion  des  courbes  alg^ 

briques.     Darboux  Bali.  (2)  IL  216-232. 

Das  Verhalten  der  Gleichung  H  =  i)  der  Hesse'schen  Curve 
einer  ebenen  Curve  fQty).  =  0  in  einem  singulären  Punkte  der 
letzteren  untersucht  der  Verfasser,  indem  er  das  Puiseux'sche 
Verfahren  der  Reihenentwickelung  von  y  nach  Potenzen  von  x 
zu  Grunde  legt.  Ersetzt  man  f  bei  der  Bildung  von  H  durch 
das  erste  Glied  einer  der  Entwickelungen  in  dem  singulären  Punkte 
y  •=  oxf-\'  •••,  so  lässt  sich  der  Beitrag  zur  Resultante  von  /'und 
Hy  der  dieser  Entwickelung  entspricht,  finden,  indem  man  die 
niedrigste  Potenz  von  x  bestimmt,  die  in  H  auftritt,  nachdem 
jene  Substitution  gemacht  ist.  Der  Verfasser  findet,  dass,  wenn 
die  gleiche  Substitution  /'in  x*.9)(o)-| —  überführt,  diese  Potenz 
im  Allgemeinen  den  Exponenten  3ür— 2ju  — 2  hat  Die  Fälle, 
wo  der  singulare  Punkt  mehrere  Zweige  besitzt,  und  nament- 
lich wo  diese  sich  gegenseitig  berühren,  erfordern  eine  beson- 
dere Behandlung.  Der  Verfasser  beweist  durch  seine  MeÜiode 
den  von  dem  Referenten  aufgestellten  Satz,  dass  die  Hesse'sche 
Curve  in  einem  p-fachen  Punkte  von  /  einen  (3p— 4)- fachen 
Punkt  besitzt,  dessen  Tangenten  theil weise  mit  denen  von  f  zu- 
sammenfallen, theilweise  zu  diesen  dasselbe  Verhalten  zeigen, 
wie  die  linearen  Factoren  der  Hesse'schen  Form  einer  binären 
^orm  zu  den  Factoren  der  letzteren.  Bl. 
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E.  Ghyskns.     Sur  quelques  formules  de  g^om^trie  et 
leur  applicatioD  aux  courbes  alg^briques.    Bull,  de  Beig. 

(2)  XLV.  231-247. 

E.  Catalan.     Rapport  sur  ce  memoire.    Bali,  de  Beig.  (2) 

XLV.  1&4-165. 

Erweiterong  der  in  frttheren  Arbeiten  fi)r  gewöhnliche  Punkte 
gefandenen  S&tze  auf  vielfache  Punkte  von  Curven. 

Mn.  (0.) 


A.  Brill.     üeber  die  Hesse'sche  Curve.  ciebsch  Aod.  xiii. 

175-182. 

Um  das  Verbalten  der  Hesse'schen  Curve  einer  Grundcurve 
in  der  Nähe  eines  vielfachen  Punktes  der  letzteren  zu  unter- 
suchen, kann  man  den  Punkt  zum  Coordinatenursprung  wählen 
und  dann  die  Gleichung  f  =  0  der  Grundcurve  ordnen,  indem 
man  die  Glieder  gleicher  Dimension  zusamroenfasst  zu  Gruppen, 
welche  sich  als  binäre  Formen  darstellen.  Mit  Hülfe  derselben 
und  ihrer  simultanen  Ciovarianten  lässt  sich  dann  die  Bildung 
der  Hesse'schen  Curve  Obersehen  und  ihr  Verhalten  dahin  cha- 
rakterisiren,  dass  sie  in  einem  »i-fachen  Punkte  der  Grundcurve 
einen  (3ii  — 4) -fachen  Punkt  hat,  von  dessen  Tangenten  n  mit 
denjenigen  der  Grundcurve  identisch  sind.  Während  diese  Er- 
örterungen den  Inhalt  der  ersten  Abtheilung  bilden,  wird  in  der 
zweiten  untersucht,  wann  jene  Curve,  und  speciell  die  Hesse*sche, 
im  Stande  ist,  eine  andere  Curve  einer  dritten  gegenüber  zu  ver- 
treten, so  dass  jene  erste  alle  Schnittpunkte  der  zweiten  enthält 
Von  den  gefundenen  Resultaten  wird  in  der  dritten  Abtheilung 
eine  Anwendung  auf  rationale  Curven  vierter  Ordnung  gemacht, 
welche,  neben  zwei  neuen,  noch  leicht  den  bekannten  Satz  ergiebt, 
dass  die  sechs  Wendepunkte  einer  solchen  Curve  auf  einem 
Kegelschnitte  liegen.  Lth. 

J.  J.  Walker.     Od   a  method  in  the  aualysis  of  plane 

CUrves.     Proe.  L.  IL  8.  IX.  226-242. 


AnAljtiBche  Gflometris. 

jeacbrieben  eine  binire  Form  n"'  Ord- 
lineare  Pormeii,  bo  bezeichBet  Walker 
orm  a^''^  (oaßy  und  behandelt  ddbj 
Rt,  diese  Form  bo  umzuwaDdeln,  dui 
ichst  in  Evidenz  treten;  das  Gleiche 
einige  andere  Formen.  Im  Falle  die 
=  0  berührt,  verändern  sich  die  Be- 
eben  Formeln,  die,  ebenso  wie  die 
Ffille  ausfnhrlicb  angeschrieben  sind. 
<a  gemacht  auf  die  Bestimmung  der-- 
4'"  Ordnung,  in  weldien  diese  von 
ihnitten  wird,  Lth. 


1 
r  en  SätnJng  af  Jacobi. 

D  Satzes  Ober  die  Summe 

ü, 

BF__df_SF_    ' 
dy         dy    dx  ' 

ktaystem  der  zwei  Curven  f^O  nnd 
Gm. 


s   r&eaux  ainguliers  forDi&  par 

ill.  S.  M.  F.  VI,  129-136. 

le  homogene  Fanctionen  n""  Grades 

I  die  identische  Gleichung 

■Byi-Ci^O 

itete   Curvennetz    g^egeben    durch  die 

Br)  +  C^=  0. 

long  folgt,  dasa  alle  Curven  durch 
!  gehen,  und  dass  jede  Curve  einen 
Daten  §t}^  besitzt.    Der  äcfanit^ankte 
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von  zweien  der  Curven,  die  nicht  in  die  Basispunkte  fallen,  sind 
«— 1,  nnd  sie  liegen  auf  einer  Geraden,  weiche  durch  die  Ha — ^-- 
punkte  der  beiden  Curveu  geht  Der  Ort  der  Hauptpunkte  idr 
alle  diejenigen  Netzcurven,  die  einen  Doppelpunkt  haben,  ist 
eine  Curve  3(ii—l)*"' Ordnung  und  n*— n— -2**^  Klasse.  Die  so 
für  ft  =  eS  entstehende  Curve  4'^'  Klasse,  die  zu  dem  Netze  aller 
Curven  3*^^  Ordnung  gehört,  die  durch  7  Punkte  gehen,  ist  die 
allgemeine  Curve  4'^^  Ordnung,  und  viele  der  Eigenschaften ,  die 
Laguerre  in  dem  Aufsatz  beweist,  sind  fllr  diesen  Fall  schon 
von  Aronbold  in  seiner  bekannten  Arbeit  benutzt.  Lth. 


F.  Folie.     Principe  de  la  th^orie  des  faisceaux.    Bull,  de 

Belg.  (2)  XLVI.  195-203. 

Wenn  man  a,  ßy  y  zwischen  vier  Gleichungen  der  Form 

''.(^,»>«,Ay)  =  o,    F,  =0.    F.  =  0,    F,  =  0 

eliminirt,  erhält  man  die  Gleichung  eines  Ortes,  der  durch  die 
den  Curven 

F,  =0,    F,  =  0,    F,  =  0,    F,  =  0 

gemeinsamen  Punkte  geht.  Anwendung:  Die  dreifachen  Punkte 
homologer  Strahlen  dreier  homographischer  Büschel  liegen  auf 
einer  Curve  dritten  Grades.  Mn.  (0.) 


8.  Roberts,    H.  1\  Gerrans.     Solutions  of  a  question 

(5371).     Educ.  Times  XXX.  31. 

Bestimmung  der  Gleichung  der  Curve ,   längs  welcher  sich 
die  CurvenbOschel 

U-\-aV  =  0,    S+ßT  =0    (a,ß  Parameter) 
berühren.  0. 


B.  Igel.  Ueber  die  simultanen  Invarianten,  aus  denen 
sich  die  Resultante  dreier  ternärer  quadratischer  For- 
men  zusammensetzt.    Wien.  Her.  lxxyii. 
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J.  Hahn.      Untersuchung   der  Kegelschnittnetze,  deren 
Jacobi'sche   Form   oder  Hermite'sche   Form   identisch 

verschwindet.    Diss.  Giessen. 

Da  man  die  drei  quadratischen  Formen  im  Allgemeinen  als 
Polaren  einer  ternären  cubischen  Form  auffassen  kann,  so  wird 
auch  die  Resultante  R  derselben  die  Discriminante  J  der  cubi- 
schen Form,  und  der  bekannte  Ausdruck  f&r  J  in  den  Invarian- 
ten  S  und  T  überträgt  sich  auf  die  Darstellung  von  R  in  den 
beiden  entsprechenden  Gombinanten  des  Netzes.  Auf  diesem 
Wege  wird  die  Darstellung  von  R  in  der  ersten  Arbeit  gegeben, 
indess  nicht  so  eingehend  wie  Mher  bei  Gundelfinger  (Borchardt  J 
LXXX.),  wo  auch  die  cubische  Form  selbst  anders  entwickelt 
wurde.  Ausserdem  wird  in  Abschnitt  V.  von  Igel  eine  Deter- 
minante als  ,,gauche  symm^trique^  bezeichnet,  welche  dieses 
nicht  ist.  Zum  Schluss  wird  in  der  ersten  Arbeit  darauf  hin- 
gewiesen, dass  der  Fall,  wo  f&r  das  Netz  die  Gombinante  s  ver- 
schwindet, noch  nicht  ganz  erledigt  sei. 

Die  zweite  Arbeit  behandelt  interessante  Specialfälle  des 
Netzes:  wenn  nämlich  entweder  die  Jacobi'sche  oder  die  Hermite- 
sche Form  des  Netzes,  oder  beide,  identisch  verschwinden.  Die 
Resultate  sind:  Im  ersten  Falle  besteht  zwischen  den  drei  qua- 
dratischen Formen  eine  quadratische  Relation,  vermöge  welcher 
es  möglich  ist,  dieselben  linear  in  die  Formen  x*,  y%  xy  über- 
zuführen; die  Hermite'sche  Form  wird  dabei  zu  u',  wo  tf=0 
die  Gleichung  des  gemeinsamen  Doppelpunktes  aller  Kegelschnitte 
des  Netzes  ist;  dieselben  lassen  sich  nicht  als  Polaren  einer 
Curve  dritter  Ordnung  auffassen.  Im  zweiten  Falle  haben  alle 
Kegelschnitte  des  Netzes  eine  Gerade  gemein;  die  Jacobi'sche 
Form  wird  gleich  o:',  wenn  a;  =  0  die  Gleichung  dieser  Geraden 
ist,  und  die  Kegelschnitte  sind  wiederum  nicht  Polaren  einer  C,. 
Im  dritten  Falle  bilden  die  Kegelschnitte  einen  Büschel;  besteht 
dieser  Büschel  weiter  insbesondere  aus  solcl;ien  Kegelschnitten, 
welche  einen  gemeinsamen  Doppelpunkt  habebn,  so  existiren  ein- 
fach  unendlich   viele  Curven   dritter   Ordnung    mit   dreifachem 


Punkt,  als  deren  Polaren  die  Kegelschnitte 
können. 


aufgefasst  werden 
Nr. 


/ 


t 
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Th.   Walter,     üeber  den   Zusammenhang   der  ebenen 
Gurven  dritter  Ordnung  mit  Kegelschnittschaaren. 

Dias.  Giessen. 

Die  Arbeit  enthält  eine  analytische  Herleitung  der  von  Herrn 
Schröter  auf  synthetischem  Wege  erlangten  Resultate,  welche  in 
den  mathematischen  Annalen  Bd.  V.  p.  50  und  Bd.  VI.  p.  85 
(siehe  F.  d.  M.  IV.  281  und  V.  311)  dargestellt  sind,  und  auf 
welche  sich  auch  die  Arbeit  von  Herrn  Duröge  (Math.  Ann.  V,  68} 
siehe  F.  d.  M.  IV.  283)  bezieht 

Den  Ausgangspunkt  bildet  die  folgende  Erzeugungsweise  der 
Curven  dritter  Ordnung.  Legt  man  an  die  Glieder  einer  Eegel- 
sehnittschaar  mit  vier  gemeinsamen  Tangenten  von  zwei  festen 
Punkten  aus  die  Tangentenpaare,  so  erhält  man  zwei  involuto- 
rische  Strahlbüschel,  welche  einander  projectivisch  zugeordnet 
sind,  und  zwar,  da  unter  den  Kegelschnitten  einer  die  Verbindungs- 
linie bertlhrt,  in  „halb-perspectivischer^  Lage.  Der  Ort  der  vier 
Durchscbnittspunkte  ist  nach  Fortlassung  jener  Verbindungslinie 
eine  Curve  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  Gentra  der  beiden 
Strahlbttschel  und  die  sechs  Schnittpunkte  der  vier  gemeinsamen 
Tangenten  der  Kegelschnitte  hindurchgeht.  Wählt  man  als  Gentra 
der  involutorischen  Bttschel  die  unendlich  entfernten  imaginären 
Kreispunkte,  so  ist  diese  Gurve  der  Ort  der  Brennpunkte  der 
Kegelschnittschaar. 

Es  wird  nun  die  Gleichung  der  Gurve  C,  aus  dieser  Erzeu- 
gungsart hergeleitet,  und  darauf  werden  folgende  Relationen 
analytisch  bewiesen:  Die  Gurve  C^  kann  aufgefasst  werden  als 
die  Hermite'sche  Gurve  eines  Kegelschnittgewebes  oder  als  die 
Gayley'sche  Gurve  derjenigen  Gurve  dritter  Klasse,  deren  Polar- 
system dieses  Gewebe  ist. 

Diesem  Kegelschnittgewebe  ist  ein  Netz  von  Kegelschnitten 
conjngirt,  als  dessen  Jacobi'sche  Gurve  die  C,  betrachtet  werden 
kann. 

Diejenige  Gurve  dritter  Ordnung  &,,  deren  Polarsystem  dieses 
Kegelschnittnetz  ist,  hat  die  C,  zur  Hesse-Steiner'schen  Gurve. 

Diese  Betrachtungen  werden  dann  speoiell  auf  4ie  Brenn- 
punktencurve   einer   Kegelschaar   übertragen.     Zur    Orientirung 
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über  die  hier  erwähnten  Bezeichnungen  werde  daran  erinnert, 
dass  unter  einem  Netz  von  Kegelschnitten  verstanden  werden 
alle  Kegelschnitte,  die  der  Gleichung 

^P  +  M  +  yr  =  0 
genügen;  wenn  p,  q^  r  Functionen  des  zweiten  Grades  der 
Punkt-Goordinaten  sind,  unter  einem  Gewebe  das  polare  Gebilde, 
dessen  Gleichung  dieselbe  in  Liniencoordinaten  ist  Pttr  jedes 
Netz  (Gewebe)  giebt  es  eine  Schaar  von  Punktepaaren  (Geraden- 
paaren) derart,  dass  alle  Polaren  des  Netzes  in  Bezug  auf  den 
einen  Punkt  durch  den  anderen  gehen,  (resp.  alle  Pole  des  Ge- 
webes in  Bezug  auf  die  eine  Gerade  auf  der  andern  liegen). 
Der  geometrische  Ort  dieser  Punktepaare,  welche  zugleich  die 
Doppelpunkte  der  in  zwei  Gerade  aufgelösten  Kegelschnitte  des 
Netzes  sind,  ((Tcradenpaare,  welche  zugleich  die  Doppeltangenteo 
der  in  zwei  Punkte  aufgelösten  Curve  zweiter  Klasse  des  Ge- 
webes sind),  heisst  die  Jacobi'sche  Curve  des  Netzes  (Gewebes), 
und  ist  vom  dritten  Grade  (von  der  dritten  Klasse).  Die  Ver- 
bindungslinien solcher  entsprechender  Punktepaare  umhüllen  eine 
Curve  dritter  Klasse,  die  Hermite*sche  Curve  des  Netzes;  (der 
Ort  der  Durchschnitte  entsprechender  G^radenpaare  eines  Ge- 
webes ist  eine  Curve  dritten  Grades,  die  Hermite'sche  Curve  des 
Gewebes). 

Ein  Netz  und  ein  Gewebe  heissen  conjugirt,  wenn  die  con- 
jugirten  Doppelpunkte  der  zerfallenden  Kegelschnitte  des  Netzes 
zugleich  die  Punktepaare  sind,  aus  welchen  die  zerfallenden  Kegel- 
schnitte des  Gewebes  besteben.  Zu  jedem  Netze  giebt  es  ein  oon- 
jugirtes  Gewebe»  nnd  die  Hermite*sche  Curve  des  einen  Gebildes 
ist  identisch  mit  der  Jacobi'schen  des  anderen. 

Jedes  Kegelschnittnetz  kann  angesehen  werden,  als  das  Netz 
der  conischen  Polaren  einer  gewissen  Curve  dritten  Grades  A,, 
und  die  Jacobi*sche  Curve  C,  des  Netzes  ist  die  Hesse-Steiner'sche 
Curve  von  A, ;  die  Hermite'sche  Curve  des  Netzes  ist  die  Cayley'- 
sche  Curve  der  C,. 

Jedes  Kegelschnittgewebe  kann  angesehen  werden  als  das 
System  der  Polaren  zweiter  Klasse  einer  Curve  dritter  Klasse, 
und  die  Jacobi'sche  Curve  des  Gewebes  ist  die  Hesse-Steiner'sche 
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Conre  dieser  Curve  dritter  Klasse.    Die  Hermite'scbe  Carve  des 
Oewebes  ist  die  Cayley'sebe  Carve  der  Curve  dritter  Klasse. 

A. 


Anelli.     Sopra  le  curve  piane  dal'  terz  ordine  con   un 

puntO   doppio.    Battagliol  G.  XVI.  364-376. 

Die  Arbeit  trifft  nach  Metbode  und  tbeilweise  nach  Resul- 
taten zusammen  mit  der  von  Rosenow:  ^Die  Curven  dritter  Ord- 
nung mit  einem  Doppelpunkte^,  eine  Anwendung  der  neueren 
Algebra  auf  die  Geometrie;  Inaugural- Dissertation  von  Breslau, 
Ober  welche  F.  d.  M.  V.  p.  349  referirt  ist. 

Lth. 


J.  J.  Walker,   S.  Roberts/     Solutions   of  a  question 

(5519).    Edac.  Times  XXIX.  44-45. 

Wenn  S  und  T  die  Fundamentalinvarianten,  H  die  Hessiana 
der  Curve  dritten  Grades  V  =0  ist,  so  werden  die  12  Linien, 
auf  denen  die  Inflexionen  zu  je  drei  liegen,  dargestellt  durch: 

SU^  +  WH-^  188P'ir-27ir*  =  0. 

0. 


Townsend.     Solution   of  a  question  (5775).    Educ.  Times 

XXX.  88-89. 

Von  jeder  Ecke  des  durch  die  drei  Inflexionstangenten  einer 
Corvo  dritten  Grades  gebildeten  Dreiecks  kann  ein  Paar  Tan- 
genten gezogen  werden.  Diese  berühren  alle  denselben  Kegel- 
schnitt. 0. 


Laguerrb.     Sur  les  courbes  de  troisi&me  classe. 

Lionville  J.  (3)  IV.  213-225. 

Schon  in  einer  früheren  Arbeit  (Lionville  J.  (3)  I ,  s.  F.  d.  M.  VI. 
413)  hatte  der  Verfasser  zu  der  von  ihm  sogenannten  gemischten 
Gleichung  einer  Curve  die  gemischten  Gleichungen  ihrer  Hesse- 

Portechr.  d.  Math.   X.  2.  30 
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sehen  und  Cayleyschen  Curve  gegeben.  In  der  vorliegenden 
Arbeit  führt  er  diese  Rechnungen  weiter  aus,  und  gelangt  dadurch 
bei  der  Hesseschen  Curve  zur  Einffthrung  von  zwei  Polynomen 
fänden  Grades,  deren  geometrische  Bedeutung  er  untersucht. 
Ferner  werden  Sätze  gegeben  über  das  aus  der  gegebenen  Curve 
und  ihrer  Hesseschen  gebildete  Büschel  und  über  die  Polareo 
einer  Geraden;  besonders  werden  noch  die  Seiten  und  die  Ecken 
desjenigen  Vierecks  angegeben,  dem  die  konischen  Polaren  aller 
Linien  eines  Büschels  eingeschrieben  sind.  Lth. 


C.  F.  Geiser.      Sopra    la   teoria  delle  curve   plane   di 

QUai*tO  grado.    Bnoschi  Aon.  (2)  IX.  35-41. 

Die  Gleichung  einer  Curve  4'*'  Ordnung  kann  im  Allgemeinen 
nicht  in  die  Form  gebracht  werden 

a?J  +  4ii,x,  +  M,  =  0, 
wo  M,  und  u^  homogen  und  vom  resp.  3'^  und  4'*"  Grade  in  x^  und  a?, 
sind;  sondern  dies  geht  nur  an,  wenn  die  Hessesche  Curve  einen 
Doppelpunkt  hat.  Umgekehrt,  hat  diese  Curve  einen  Doppel- 
punkt, so  kann  jene  Form  hergestellt  werden.  Daraas  folgt, 
dass  die  Hessesche  Curve  einer  Curve  vierter  Ordnung  im  All- 
gemeinen weder  Doppel-  noch  RUckkehrpunkte  hat  Auf  ahn 
liehe  Art  zeigt  sich  auch  die  Richtigkeit  des  Satzes  fttr  Curven 
beliebigen  Grades.  Lth. 

J.  LüROTH.     Neuer  Beweis  des  Satzes,  dass  nicht  jeder 
Curve  4**'  Ordnung  ein  Fünfseit  eingeschrieben  werden 

kann.     Clebsch  Add.  XIII.  548-554. 

Einen  Beweis  för  den  in  Rede  stehenden  Satz  hatte  Herr 
LQroth  zuerst  gegeben  (Clebsch  Ann.  I.  p.  49),  indem  er  zeigte, 
dass  die  Gleichung  jeder  Curve  vierter  Ordnung,  welche  einem 
Ftlnfseit  umschrieben  ist,  von  der  Form 

SQiAi*  =  0,    t  =  1...5 
sein  muss,  deren  specielle  Natur  durch  Clebsch  bereits  bekannt 
war.     Hier  benutzt  er  einen  von  Herrn  Kronecker  angedeuteten 
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Weg,  die  Untersuchang  der  FuDctionaldeterminante  der  Goeffi- 
eienten  der  CaryeDgleicbung:  da  dieselbe  versehwindet,  so  sind 
die  Coeflieienten  nicht  von  einander  unabhängig.  V. 


Laguerre.  Sur  las  conrbes  du  quatri^me  degrö  qui 
ont  ti^ois  points  doubles  k  inflexion  et  eu  particulier 
sur  la  lemniscate.    Noov.  Ann.  (2)  xvil.  337-351. 

Der  Verfasser  betrachtet  diejenigen  £!urven  yierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelpunkten,  welche  für  jeden  der  sich  in  einem 
Doppelpunkte  schneidenden  Zweige  dort  einen  Wendepunkt  haben. 
Fallen  zwei  von  diesen  Punkten  in  die  Kreispunkte  der  Ebene, 
so  wird  die  Curve  eine  Lemniscate.  Wenn  das  Dreieck  der 
Doppelpunkte  als  Goordinatendreieck  zu  Grunde  gelegt  wird, 
lautet  die  Gleichung  der  Gurve 

und  von  ihr  aasgehend  beweist  der  Verfasser  zunächst  den  Satz, 
dass  die  cubiscbe  Polare  eines  Punktes  der  Gurve  in  eine  Ge- 
rade, die  harmonische  Gerade,  und  einen  Kegelschnitt,  den  har- 
monischen Kegelschnitt  des  Punktes,  zerfällt,  und  untersucht  nun 
die  Lagen  dieser  beiden  Gurven  in  besonderen  Fällen,  und  ge- 
langt besonders  in  der  Specialisirung  fftr  die  Lemniscate  zu  einer 
Reihe  von  eleganten  Sätzen,  deren  Anflihrung  hier  nicht  mög- 
lich ist  Lth. 


F.  Meter.  Anwendungen  der  Topologie  auf  die  Ge- 
stalten der  algebraischen  Curven,  speciell  der  ratio- 
nalen Curven  4'"  und  5*''  Ordnung.    Dies.  Mönchen. 

Bei  der  Wichtigkeit  der  vielfachen  Punkte  einer  Gurve  fflr 
die  Erkenntniss  ihrer  gestaltlichen  Verhältnisse  erscheint  es  von 
besonderem  Interesse,  die  topologischen  Gesetze  zu  kennen,  von 
denen  die  Lage  derselben  abhängt.  Nun  hatte  Herr  Tait  (s.  F.  d.  M. 
IX.  392)  fttr  die  Beurtheilnng  der  Gestalien  endlicher  ebener 
Curven  zwei  fruchtbare  Gesichtspunkte  angegeben:  die  Betrach- 

30* 
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tODg  der  auf  der  Folge  der  yielfachen  Pankte  begrOndeten 
Haupt-  und  NonDakchemata,  sowie  der  auf  der  Zertbeilung  der 
Ebene  in  +  and  —  Felder  beruhenden  Nebenscbemata.  Die 
Tait'scben  Sätze,  bei  denen  alle  keine  Versehlingnng  herbei* 
fahrenden  Doppelpunkte  als  unwesentlich  betrachtet  werden, 
(topologische  Cunren),  erweitert  der  Verfasser  auf  die  Betrachtung 
algebraischer,  insbesondere  rationaler  Curven  mit  beliebig  Tielen 
projectivisch  unzerstörbaren  Asymptoten.  Den  zweiten  Theil  der 
Arbeit  bildet  eine  topologische  Classification  der  rationalen  Curren 
4'**'  und  5***^  Ordnung  mit  3,  bez.  6  reellen  Doppelpunkten,  durch 
welche  die  Verwendbarkeit  der  erweiterten  Tait'schen  Regeln  in 
fruchtbarer  Weise  veranschaulicht  wird.  V. 


H.  J.   Stephen  Smith.      Od    the    singnlarities    of  the 
modular  equations  and  curves.    Proc.  L.  M.  s.  IX.  242-272. 

Gegenstand  der  Abhandlung  ist  die  Untersuchung  der  cha- 
rakteristischen Singularitäten  der  Modulargleichung 

(1)         F{p,  q,  1)  =  0, 
(wo  q  das  Modulquadrat  einer  gegebenen  elliptischen  Function, 
p  das  Quadrat  des  transformirten  Moduls  fär  eine  primäre  Trans- 
formation ungrader  Ordnung  Ny)  und    die  Untersuchung  der  in 
linearen  Coordinaten  ausgedrückten  Gleichung 

n«,  /^,  y)  =  0 

der  Modularcurve  C,  welche  durch  die  Substitution  p=z  —^  a  =  ~ 

y  r 

mit  der  Gleichung  1)  zusammenhängt.  P,  Q,  R  sind  die  Spitzen  des 
Dreiecks  aßy;  S  ist  der  Punkt  a  =  ß  =  y;  p  und  q  sind  die  Para- 
meter zweier  Linienbüschel  a—py,  ß—qy^  zwischen  deren  Strahlen 
die  durch  Gleichung  (l)  ausgedrückte  Beziehung  besteht:  die 
Modularcurve  C  ist  der  Ort  der  Durchschnittspunkte  entsprechen- 
der Strahlen  beider  Büschel.  Die  Methode  der  Untersuchung 
ist  schon  in  früheren  Arbeiten  von  dem  Herrn  Verfasser  befolgt, 
z.  B.  in  einem  der  Pariser  Akademie  überreichten  Memoire: 
^Sur  les  Equations  mbdulaires",  das  in  den  Atti  d.  Acc.  d.  Lincei 
;3)  I.  1877  gedruckt  wurde.     Zuerst  werden  hier  die  Singularitäten 
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ftir  den  Fall  untersucht,  wo  iV  keinen  quadratischen  Theiler  hat; 
dann  folgt  der  entgegengesetzte  Fall.  Fttr  die  Charakteristiken 
und  Singularitäten  der  Modularcurve  C  ergeben  sich  folgende 
Resultate.  Es  sind  g  und  ^  coiyugirte  Theiler  von  JV;  A*  ist 
das  grösste  in  N  enthaltene  Quadrat;  17  der  grösste  gemeinsame 
Theiler  von  gund^-^  /(17)  die  Anzahl  der  Zahlen,  die  ^  jy 
und  relativ  prim  zu  fj;  f'(g)  und  f^g*)  sind  definirt  durch  die 
Gleichung 

und  es  ist 

wo  die  Summe  2  sich  auf  alle  Theiler  g  von  N  erstreckt,  wo 

femer  A  alle  f(g)  umfasst,  für  welche  ^>/iV,  und  zugleich, 
wenn  N  =  »%  den  Werth  iy  =  ^f(*),  und  wb  A^  alle  Terrae 
von  ^f(ff,).^r(^3),  in  denen  g^g^>N,  und  die  Hälfte  aller  Terrae, 
wofür  g^g,  =  N  ist,  enthält.  Die  Definitionen  von  B  und  Ä,  er- 
geben sich  analog  aus  denen  von  A  und  A^.  .  Ferner  bezeichnen 
iw,  II,  K,  J,  />,  T,  H  resp.  die  Ordnung,  die  Klasse,  die  Spitzen-  und 
Flexions-Singularität,  die  Discriminanten- Ordnung  und  Klasse 
und  das  Geschlecht  der  Curve.  Die  Charakteristiken  der  Curve 
genügen  dann  folgenden  Gleichungen: 

m  =  2il, 

n  =  3A—B—»', 

H  =  i(A+B)^3v+\, 

K=2(A+B')-'6v+^, 

J  =  5il— Ä— 6v-2y, 
J-K  =  34-35—3^, 

D  =  iA'-bA+B+y, 

T-D  =  (3A-B^»y-AA\ 
Bezeichnen  ferner  die  Symbole  (XX  7)  oder  (YXX)  einen  Zweig, 
oder  ein  Aggregat  von  Zweigen,  die  die  Linie  XF  im  Punkte  X 
berühren;  die  Symbole  O(XXy),  C(XXY),  K(XXY\  J(XXY\ 
D(XXY),  T(XXy)  die  entsprechenden  oben  angegebenen  Charak- 
teristiken der  Zweige  (XX Y),  so  hat  man: 
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0(PPQ)  =  A-B; 
C(PPO)  =  ß— 4^, 

kIpPQ)  =  i4— ß-y+i^'; 
J(Pi>(?)  =  Ä-y; 

T(PPQ)  =  ß,-ß*-i4-^^ß+4;^'4-i^*; 

etc.  Auf  gleiche  Weise  werden  die  Charakteristiken  von  (PRR), 
(Oää),  (PSS),  ((?SS)  etc.  und  die  Symbole  0(X),  K(X),  D{X), 
OCXY).  J(Xy),  T(Xy)  etc.  behandelt,  welche  eine  ähnliche  Be- 
deutung fllr  die  Zweige  haben,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  X 
gehen,  oder  eine  gegebene  Linie  XY  berühren.  Im  Folgenden 
werden  die  6  Modularcurven  discutirt,  welche  den  6  Transfor- 
mationen 

^  1         1  a?         x—l 


X      1 — X      x—X         X 

entsprechen,  für  welche  die  Modulargleichung  ungeändert  bleibt 

M. 


F.  Lindemann.  Extrnit  d'une  lettre,  concernant  Tappli- 
cation  des  integrales  ab^liennes  k  la  g^omdtrie  des 
courbes  planes,  adress^e  k  M.  llermite. 

Ch.  Hbrmit£.  Extrait  d'une  lettre  k  M.  Lindemanu. 
(Observations  algiSbriques  sur  les  courbes  planes.) 

F.  LiNDBMANN.    Extrait  d'une  seconde  lettre  k  M.  Uermite. 

Borchardt  J.  LXXXIV.  294-305. 

Siehe  Abschn.  VII.  Cap.  2.  p.  331). 


C.    Gerade  Linie  und  Kegelschnitte. 

J.  Müller.     Elemente  der  analytischen  Geometrie,  be- 
arbeitet von   H.   Müller.     BrauoBchweig.   Yieweg. 
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W.  MiNK.     Lehrbuch   der  analytischen   Geometrie   und 

der   Kegelschnitte.    Berlin.  Nicolai. 

Das  Buch  ist  fttr  den  Gebrauch  an  höheren  Lehranstalten 
bestimmt  und  enthält  den  gewöhnlichen  Stoff  solcher  Bttcher 
mit  einer  Reihe  von  Aufgaben  für  die  einzelnen  Abschnitte.  Den 
Schluss  bildet  ein  kui:zer  Abriss  der  Geometrie  des  Raumes,  der 
den  Punkt,  die  Gerade  und  die  Ebene  in  Betracht  zieht. 

0. 


A.  BosET.     Trait^  de  gäomdtrie  analytique  präc^dd  des 
^l^ments   de  la   trigonom^trie  rectiligne  et  de  la  tri- 

gonom^trie   sphdrique.     BrazeUee,    Mayolez.     Paris,   Gauthier- 
Villare.   8». 

Das  Buch  behandelt  nichts  weiter,  als  die  Gerade  und  die 
Kegelschnitte  in  der  Ebene^  nebst  den  Elementen  der  Trigono- 
metrie. Die  Theile,  welche  mit  Grenzbetrachtungen  oder  analo- 
gen Methoden  behandelt  werden,  sind  betreffs  ihrer  Strenge 
nicht  einwurfsfrei.  Das  am  sorgfältigsten  und  originellsten  ge- 
arbeitete Capitel  ist  das  zweite  über  Brennpunkte.  Siehe  F.  d.  M. 
IX.  p.  495.  Mn.  (0.) 

J.  White.     Elementary  manuel  of  coordiuate  geometry 

and   COnic   sections.    Londoo.    Hodgsoo  and  80D. 


E.  Hain.    Untersuchungen  über  das  Dreieck.  GrunertArch. 

LXI.   417-427;   LXII.  422-443. 

Die  Abhandlung  zerfällt  in  zehn  Abschnitte,  von  denen  jeder 
ein  besonderes  Thema  verfolgt.  Ein  zusammenfassendes  Referat 
Ober  die  gewonnenen  Resultate  ist  desshalb  nicht  möglich.  Wir 
bemerken  im  Allgemeinen,  dass  der  Verfasser  die  in  seinen 
früheren  Arbeiten  nach  verschiedenen  Richtungen  aufgenommenen 
Untersuchungen  über  Symmetriepunkte  und  Symmetriegeraden, 
besonders  über  die  polaren  Beziehungen  dieser  Gebilde  in  Bezug 
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auf  das  Dreieck,  auf  den  Umkreis  und  Inkreis,  und  auf  andere 
mit  dem  Dreieck  in  Verbindong  gebrachte  Kegelschnitte  in  der 
vorliegenden  Arbeit  weiter  geführt  und  durch  viele  einzelne 
Resultate,  welche  er  auf  analytischem  Wege  durch  Rechnungen 
mit  trimetrischen  Punktcoordinaten  herleitet,  bereichert  hat  Im 
Uebrigen  begnügen  wir  uns  mit  der  Inhaltsangabe  der  einzelnen 
Capitel:  Beziehungen  des  Umkreises;  der  Steinersche  Kegel- 
schnitt zweier  Punkte;  Über  den  Polarkreis;  Beispiele  symme- 
trischer Transversalensysteme;  die  Antipunkte  des  Umkreises; 
über  einige  Symmetriekegelschnitte;  Punkte  Steiner'scher  Ver- 
wandtschaft; die  konischen  Polaren;  die  geraden  Polaren;  ein 
Symmetriepunkt  erster  Ordnung.  Schi. 


N.  VAN  AuBEL.     Note  concernant  las  centres  des  carr^ 
construits  sur  les  cdt^s  d'un  polygone  quelconque. 

N.  C.  M.  IV.  40-44. 

Anwendungen  der  Methode  der  Aequipollenzen. 

Mn.  (0.) 


J.  Casky.      On  the  equations  of  circles.    Proc.  of  LondoD 

XXVIII.  417-419. 

Fortsetzung  der  Arbeit  mit  demselben  Titel,  die  1866  in 
Proc.  of  Dublin  publicirt  worden  ist  Die  Arbeit  wird  wahr- 
scheinlich in  extenso  in  den  Phil.  Trans,  erscheinen,  weshalb  das 
Referat  bis  dahin  verschoben  wird.  Gly.  (0.) 


J.  Casky.  On  a  reciprocal  relation  between  the  equations 
of  a  System  of  four  circles  and  the  equations  of  a 
System  of  four  other  circles  tangential  to  them. 

Hermath.  1878. 

Gegenstand  der  vorliegenden  Arbeit  ist  der  Beweis  und  die 

Anwendung  folgenden  allgemeinen  Satzes :   Wenn  ein  Kreis  S  eine 

Anzahl  von  Kreisen  5„  S,,...«,  berührt,  und  wenn  man  mit  P(i)  das 

*ioduct  der  gemeinsamen  Tangenten,  die  von  einem  Kreise  S,  des 
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Systems  an  die  anderen  Kreise  gezogen  sind,  bezeichnet,  so  ist  die 
Gleichung  des  berührenden  Kreises  2  ein  Factor  in  der  Gleichung 

PO)         P(2)  ^   P{3)  ^       -  PC»)  ' 

und  die  gemeinsame  Tangente  an  irgend  welche  2  Kreise  ist  eine 
directe  oder  transverse,  je  nachdem  sie  auf  derselben  oder  auf 
entgegengesetzten  Seiten  von  2  liegen.  Csy.  (0.) 


P.  G.  Tait.     Note  on  a  geometrical  theorem.    Trane,  of 

Bdiob.  IX.  533-534. 

Analytischer  Beweis  des  Talbot'schen  Satzes:  ^Wenn  zwei 
Systeme  von  drei  concentrischen  Kreisen,  deren  Radien  dieselben 
Differenzen  ergeben,  einander  schneiden,  dann  sind  die  Quotienten 
aus  den  Sehnen  der  Bogen,  die  auf  dem  mittleren  Kreise  jedes 
Systems  herausgeschnitten  werden,  dividirt  durch  die  äusseren 
des  anderen  Systems,  einander  gleich.^  Der  Verfasser,  der  einen 
Beweis  mit  Quatemionen  suchte,  erhielt  folgenden  Satz:  Gegeben 
seien,  der  Grösse  und  Richtung  nach,  2  entgegengesetzte  Seiten 
eines  windschiefen  Vierecks;  wenn  dann  eine  derselben  fest  bleibt 
und  die  Diagonalen  gleiche  Länge  behalten,  so  ist  der  Ort  der 
Endpunkte  der  anderen  Seite  eine  Ebene.  Cly.  (0.) 


E.  Lucas.     On   the  relation  between  the  angles  of  five 
circles  in  a  plane  or  of  six  spheres  in  space. 

MesBenger  (2)  YIII.  37-42. 

In  dieser  Arbeit  leitet  der  Verfasser  die  allgemeinen  Relationen 
her^  welche  sich  auf  die  Entfernungen  von  Punkten,  auf  Winkel, 
gerade  Linien  und  Kreise  in  einer  Ebene  und  auf  die  Winkel 
von  Ebenen  und  Kugeln  im  Räume  beziehen,  und  zwar  geschieht 
dies  nur  mit  Hülfe  elementarer  Eigenschaften  der  Determinanten 
aus  der  Definition  der  Potenz  eines  Kreises.  Zuerst  wird  be- 
wiesen, dass  die  Potenzen  eines  Punktes  in  Bezug  auf  5  Kreise 
oder  6  Kugeln  im  Räume  durch  eine  lineare  und  homogene  Glei- 
chung verbunden  sind,  in  welcher  die  Summe  der  Coefficienten 
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NqII  ist  Dann  wird  als  wechselseitige  (mataal)  Potenz  zweier 
Kreise  mit  den  Radien  a  und  fr  und  der  Centrale  c  definirt: 

— -^r--T ,  und  sodann  der  Satz  bewiesen.    ^ Die  Determinante. 

2ab  ^ 

gebildet  ans  den  wechselseitigen  Potenzen  beliebiger  Punkte,  ge- 
rader Linien  oder  Kreise  in  einer  Ebene,  deren  Zahl  wenigstens 
gleich  5  ist,  ist  identisch  Null."  Ein  entsprechender  Satz  existirt 
im  Räume  f&r  6  oder  mehr  Punkte,  Ebenen  und  Kugeln.  Aus 
diesem  allgemeinen  Satze  werden  15  Sätze  als  specielle  Fälle  her- 
geleitet, die  bekannte  Eigensch^tften  von  Kreisen  enthalten. 

Glr.  (0). 


V.  Schlegel,     üeber  die  Verallgemeinerung  einer  Er- 
zeugungsart  der  Curven  zweiten  Grades.    SchlomUch  z. 

XXm.  402-406. 

Nach  einigen  einleitenden  Worten  behandelt  der  Verfasser 
unter  Voraussetzung  der  in  den  Grassmann'schen  Werken,  sowie  in 
seiner  „Raumlehre"*  aufgestellten  Begriffe  die  Aufgabe,  den  geo- 
metrischen Ort  eines  Punktes  zu  bestimmen,  für  welchen  die  al- 
gebraische Summe  der  Entfernungen  von  drei  gegebenen  Punkten 
constant  ist.  Es  ergiebt  sich  eine  Curve  achten  Grades,  die  ge- 
nauer betrachtet  wird.  Ist  die  constante  Summe  der  drei  Ent- 
fernungen Null,  so  wird  der  Ort  ein  Kegelschnitt,  der  in  dem 
Falle  in  einen  Kreis  übergeht,  in  welchem  die  drei  gegebenen 
Punkte  die  Ecken  eines  gleichseitigen  Dreiecks  sind.  Weiter 
finden  sich  noch  Andeutungen  flber  andere  Specialisirungen ,  so- 
wie über  die  erweiterte  Aufgabe,  wenn  vier  Punkte  gegeben 
sind,  und  wenn  das  Problem  im  Räume  betrachtet  werden  soll. 
Zum  Schluss  wird  noch  die  Construction  erwähnt,  welche,  als 
Erweiterung  der  Fadenconstruction  der  Ellipse,  für  n  beliebige 
feste  Punkte  denjenigen  Zweig  der  Curve  liefert,  für  welchen 
alle  Entfernungen  positiv  sind.  Hz. 


E.  G.      Determination    analytique    des  foyers    dans   lea 
sections  coniques.    Nouv.  Ann.  (2)  xvii.  26-29. 
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Der  Verfasser  zeigt,  indem  er  einen  Brennpunkt  als  solchen 
Punkt  definirt,  dass  sein  Abstand  von  einem  beliebigen  Punkte 
des  Kegelschnitts  eine  lineare  Function  der  Coordinaten  dieses 
letzteren  Punktes  ist,  wie  man  zu  zwei  Gleichungen  gelangt, 
deren  Wui*zeln  die  Coordinaten  eines  Brennpunktes  sind.  Zu- 
nächst wird  nachgewiesen,  dass: 

g*—ac=^0]    f*— 6c  =  0;    f^— Ac  =  0 
die    notbwendigen   und   hinreichenden  Bedingungen  dafllr  sind, 

dassi 

ax'+2hxy  +  by^+29x  +  2fy  +  c 

ein  vollständiges  Quadrat  einer  linearen  Function  von  x^  y  sei. 

Hierauf  wird  bei  unveränderter  Axenrichtung  der  Coordinaten- 

anfang   in   den  Punkt  (a,  ß)  verlegt,   wodurch  die  Gleichung, 

welche  durch  Nullsetzen  des  vorigen  Ausdrucks  entsteht,  in: 

(0        ax'+2hxy  +  by'+-^x+^y+S  =  0 

übergeht,  während: 

S  =  aa*+2haß  +  bß*+29a  +  2fß  +  c. 
Schreibt  man  Gleichung  (1)  folgendermassen : 

A(x'+y')  =  (a+X)x'  +  2hxy  +  (b+l)y'+  ^x  +  ^y  +  S, 

wo  X  eine  willktlrliche  Constante,  und  setzt  die  Bedingungen  an, 
unter  denen  die  rechte  Seite  der  letzten  Gleichung  ein  vollstän- 
diges Quadrat  ist,  so  hat  man: 

"n ?rs — 4ÄS  =  0. 

da     öß 

Aus  den  beiden  ersten  dieser  Gleichungen  ist  l  zu  eliminiren, 

wodurch : 

hervorgeht.  Diese  Gleichung,  mit  der  vorhergehenden  combinirt, 
bestimmt  die  Brennpunkte  (a,  ß)  in  Bezug  auf  die  ursprünglichen 
Coordinatenaxen.  Mz. 
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G.    DosTOR.      Nouvelle    m^thode    pour    döteriuiner    les 
foyers  des  courbes  du  secood  degrö.   Grao««  Areb.  LXii. 

289-296. 

Der  Inhalt  dieset)  Aufeatzes  ist  zun&cbst  derselbe  wie  im 
Toranetehendeo  Referat  Weiterhin  werden  aber  noch  die  beiden 
Kegelschnitte  genauer  betrachtet,  auf  welche  die  Aufgabe,  die 
Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  zu  finden,  führt 

Ferner  wird  die  Gleichung  der  Azen  dieses  KegelscbDitto 
sowohl  fUr  rechtwinklige  als  auch  fär  schiefwinklige  Coordinaten- 
axen  aufgestellt.  Mz. 


A.  Schultz.     Sechs  Punkte  eines  Kegelschnittes. 

Oraoert  Arch.  LXII.  317-325. 

Zweck  der  Abhandlung  ist,   den  Zusammenhang  der  rer- 

schiedenen  Formen,  unter  denen  sich  die  Bedingung,  dass  G  Punkte 

auf  einem  KegelBcbnitle  liegen,  algebraisch  darstellt,  auch  auf 

rein  algebraischem  Wege  nachzuweisen;   einen  gleichen  Zweck 

— r-,_  u j-  i_  ■»— chardt  J.  LXXXIII.  76ff.  (F.  d.  M.  IX. 

CBorchardt  J.  LXXXIV.  365  ff.).  Ans- 
IQ  6gliedrigen  Determinante,  deren  Ver- 
ire  Ausdruck  der  genannten  Bedingung 
dieselbe  mit  HUlfe  einiger  mehr  oder 
-minantenrelationen  auf  diejenigen  For- 
chen und  den  ChaBles'schen  Satz  von  der 
iltnisBe  analytisch  darstellen. 


1  Eigenschaft  der  Kegelschnitte.     1 

U2. 

«  Beziehung  (vergl.  Salmon  Ccoic  See-  j 
den  Kegelschnitten  hergeleitet,  in  der 
7  eines  Kegelschnitts  stehen,  welche  zu  1 
Kegelschnitte  angeuummenen  Funkte  P 
I,  dasB  der  in  je  einem  ron  ihnen  den  . 
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Kegelschnitt  oscnlireDde  Kreis  durch  D  geht.  Bei  Salmon  ist 
die  Beziehung  aber  vollständiger  angegeben,  indem  es  da  heisst: 
Der  Schwerpunkt  des  Dreiecks  ABC  ist  Hittelpunkt  des  Kegel- 
schnitts —  wogegen  in  dieser  Arbeit  nur  gesagt  ist,  der  Schwer- 
punkt  Hegt  auf  der  Nebenaxe  des  Kegelschnitts.  Die  Methode 
des  Beweises  ist  allerdings  eine  andere,  als  bei  Salmon. 

Mz. 


A.  Sykora.     Neuer  Satz  von  den  Kegelschnitten. 

GniDert  Arch.  LXI   444-445. 

Dieser  Satz  betrifft  die  Verallgemeinerung  des  bekannten 
Satzes,  dass  die  Abstände  der  Brennpunkte  von  einer  Tangente 
ein  eonstantes  Product  haben.  Statt  der  Brennpunkte  sind  beliebige 
auf  einer  Axe  gelegene  zum  Mittelpunkt  symmetrische  Punkte 
genommen.  Mz. 

Laguerre.     Recherches  sur  les  normales  que  Ton  peut, 
d*un  point  donn^,  mener  k  une  conique.   Bali  s.  M.  P.  v. 

30-43.  1877. 

Der  Verfasser  geht  von  dem  Liouville'schen  (Lioüville  J.  (1 )  VI. 
403)  Satze  aus:  „Wenn  man  in  den  4  Schnittpunkten  eines  Kreises 
und  eines  Kegelschnittes  Normalen  an  den  Kegelschnitt  zieht, 
und  ferner  durch  den  Mittelpunkt  des  Kreises  eine  beliebige  Se- 
cante  zieht,  so  liegt  der  harmonische  Mittelpunkt  des  Kreismittel- 
punktes in  Beziehung  auf  die  4  Punkte,  in  denen  die  Secante 
die  Normalen  schneidet,  im  Unendlichen^,  und  leitet  daraus  eine 
Reibe  von  Sätzen  über  Normalen  her,  von  denen  hier  der  fol- 
gende Platz  finden  möge:  „Wenn  man  mit  a,  b,  c,  d  die  Fuss- 
punkte  der  4  Normalen  bezeichnet,  die  man  von  einem  Punkte 
M  an  einen  Kegelschnitt  ziehen  kann,  und  mit  A,  B,  C,  D  die 
Mittelpunkte  der  den  Dreiecken  bcd,  cda,  dab,  abc  umschrie- 
benen Kreise,  so  schneiden  sich  die  Geraden,  die  durch  diese 
Punkte  parallel  den  Secanten  Ma,  Mb,  Mc,  Md  gezogen  sind,  in 
einem  Punkt  fi.  Dieser  Punkt  liegt  auf  der  Geraden,  die  M  mit 
dem  Mittelpunkte  des  Kegelschnitts  verbindet,  auf  der  entgegen- 
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gesetzten  Seite  ron  M  in  einer  EntfemnDg,  die  kleiner  als  die 
BSlfte  davon  ist."  Der  Verfasser  wendet  sich  sodann  zur  LSsung 
der  Aufgabe:  Zu  bestimnieD  die  Kegelschnitte,  die  4  gegebene 
Gerade,  die  durch  einen  Punkt  M  gehen,  orthogonal  schneiden. 
Angehängt  finden  eich  3  Noten,  deren  erste  von  der  Bestimmung 
eines  Kegelschnitts  bandelt,  Ton  dem  man  die  Axen  und  zwei 
Normalen  kennt  Die  zweite  giebt  einige  Satze  Über  Normaleo 
an  Curven  und  Fl&cheu  zweiten  Grades,  die  dritte  endlich  be- 
handelt eine  lorariante  zweier  cnbischen  Formen,  die  in  der 
Theorie  der  Kormalen  an  einen  Kegelschnitt  auftritt 

0. 


S.  Roberts.  Notes  on  the  normals  of  conics.  Proc.  L.  M.S, 
IX.  G5-75. 
Diese  Arbeit  enthält  in  gedrängter  Kürze  eine  beträchtliche 
Anzahl  von  Sätzen,  welche  sich  auf  Kegelscbnittnormalen  be- 
ziehen. Die  Methode  der  Herleitung  ist  sehr  einfach;  und  der 
Vortbeil,  welcher  dem  Leser  der  Arbeit  geboten  wird,  ist  der, 
dasB  diese  Sätze,  welche  sonst  in  verschiedenen  Arbeiten  zerotrent 
sich  vorfinden,  in  geordneter  Aufeinanderfolge  gegeben  sind. 
Zu  Anfang  ist  hauptsächlich  von  rechtwinkligen  Geraden,  die  In 
Bezug  auf  den  Kegelschnitt  conjugirt  sind,  die  Rede;  von  den 
Polen  zweier  solchen  Geraden,  und  wie  der  Ort  des  einen  Poles 
mit  dem  des  andern  zusammenhängt  Ebenso,  wie  die  Enve- 
loppe  der  einen  von  zwei  senkrechten  coiyugirten  Geraden  mit 
der  Enveloppe  der  andern  in  Beziehung  steht.  Es  wird  dies 
dann  auf  Eegetschnitte,  die  mit  dem  gegebenen  confocal,  und 
weiterhin  auf  solche,  die  mit  dem  gegebenen  concentrisch,  coaxial 
und  ähnlich  sind,  ausgedehnt.    U.  s.  w.  Mz. 


S.  Roberts,  E.  Rutter.     SoIu- 

5407).     BdDc.  Tiraee  SS.X.  45. 
egelschnitten   haben  jedes  einen  ge- 
gemeinsame Directriz.     Dann  ist  der 


Capitel  2.     Analytieche  Geometrie  der  Ebene.  479 

Ort  der  Schnittpunkte  entsprechender  Kegelschnitte  mit  gleicher 
Excentricität  vom  4'*"  Grade.  0. 


J.  Hammond,  Evans.     Solutions  of  a  questioii  (4870). 

Ednc.  Times  XXIX.  20-21. 

Gegeben  sind  3  Kegelschnitte,  welche  durch  4  gemeinsame 
Punkte  gehen.  Auf  dem  ersten  ist  ein  Punkt  A,  auf  dem  zweiten 
ein  Punkt  B,  auf  dem  dritten  ein  Punkt  C  angenommen.  Es 
werde  auf  dem  ersten  ein  Punkt  A',  und  entsprechend  auf  dem 
zweiten  und  dritten  F  und  O  so  bestimmt,  dass  die  Schnittpunkte 
von  A'ff  und  AC,    A*C'  und  AB  auf  dem  ersten, 

-  ffC    -     BA,    WA*     •     BC    '       '     zweiten, 

-  Cid'     -     CB,    Cff     '     CA  '     dritten 
Kegelschnitt  liegen.  0. 


J.  Johnston,    C.  Bickendike,    H.  W.  Harris,    D.  Ed- 
wards.     Solutions  of  a  question   (5467).     Edoc.  Times 

XXIX.  69. 

Wenn  drei  Kegelschnitte  einander  berühren  und  einen  ge- 
roeinsamen Brennpunkt  haben,  so  schneiden  die  gemeinsamen 
Tangenten  zweier  von  ihnen  die  Directrices  des  dritten  in  Punkten, 
die  in  einer  Geraden  liegen.  0. 


Weitere  Lehrsätze  und  Lösungen  von  Aufgaben  über 
Kegelschnitte  im  Allgemeinen  von  R.  Tücker,  8.  Tebay, 
J.  J.  Walker,  W.  J.  C.  Sharpe,  Townsend,  Ch.  Ladd, 

•finden   sich  Educ.  Times  XXIX.  71,  88;  XXX.  92. 

•  0. 

W.  Gallatly.     To  find   the  directrix   of  the  parabola 

Kdoc.  Times  XXIX.  37-38. 

Analytische  Lösung  der  Aufgabe.  0. 
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J.  ViNCBNzo  and  S.  Ruggero.     Solutions  of  a  queatioii 

(5462).    Educ.  Times  XXIX.  24. 
EJD  variabler  Kreia  ^ht  durch  2  gegebene  Punkte.    Durch 
eiaeo  derselbeD  geben  2  gegebene  Linien.    Dann  ist  die  Enve- 
loppe  der  Sehne,  welche  die  beiden  andern  Schnittpunkte  de« 
Kreises  mit  diesen  Geraden  verbindet,  eine  Parabel.         0. 


M.  L.  HoLMAN  and  E.  Ä.  Englbr.     The  tangent  of  the 
parabola.    Am.  J.  l.  373. 
In  dieser  Arbeit  werden  die  bekannten  Eigenschaften  der 
Parabel,  die  sich  auf  ihre  Tangenten  beziehen,    mit  HBife  der 
Quatemionenrechnung  behandelt.  Mz. 


Weitere  Lehrsätze  und   Lösungen   von    Aufgaben  über 
die  Parabel  von  Cochez,  R.  Tücher,  Wolstknholmk 

finden  sich  Ednc.  Times  XXX.  38,  109. 

0. 


R.  Hoppe.     Miniraumaaufgabe.    Grosert  Arch  LXii.  215-218. 

LDsung  der  Aufgabe:  Die  Ellipse  von  kleinstem  Flächenin- 
halt zu  finden,  welche  einen  gegebenen  Brennpunkt  hat  und 
dorcb  2  gegebene  Punkte  geht  0. 


E.  DuBOis.      De  quelques  propri^t^s  des  arca  d'etlipses. 
N.  0.  M.  IT.  11-15. 

-  Ellipse  l^lle  man  Lothe  p  nnd  q  vtt 
nale  eines  Punktes  der  Gnrve.  Dn 
erth  von  p  und  9  und  das  Maximam 
inkte,  wo  q  einer  gegebenen  LSnge 
I  zu  bekannten  Sätzen  Ober  ElHpsen- 
Mn.  (0.) 
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W.  W.  Hendrickson  and  W.  W.  Johnson.     Solution  of 

a  problem   (217).    Analyst  V.  1Ö4-156,  175-176. 

Die  Hypotenuse  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist  fest,  lieber 
den  beiden  Katheten  errichtet  man  Quadrate.  Man  soll  den  Ort 
des  Schnittpunktes  der  beiden  geraden  Linien  finden,  die  von 
den  Endpunkten  der  Hypotenuse  nach  den  entferntesten  Ecken 
der  Quadrate  gezogen  werden.  Glr.  (0.) 


Weitere  Lösungen  von  Aufgaben  über  geometrische 
Oerter  etc.,  die  auf  Linien  1**"  und  2*'"  Grades  fuhren, 
von  R. F.Davis,  J.  O'Regan,  J.  Hammond,  H. Murphy, 
R.  Knovstlbs,  W.Gallatly,  Scheppkr,  J.L.  McKenzie, 

Ch.  LaDD,  Nash  finden   sich    Educ.  Times  XXIX.  99;    XXX. 
20,  39,  92,  97,  98. 

0. 

H.  Leaüte.  Etüde  g^omätrique  sur  quelques  propridt^s 
relatives  aux  courbes  du  second  degr^  d*un  thdor^rae 

d'Abel.     M6m.  de  Toni.  (7)  VID.  139-150. 


D.    Andere  specielle  Carven. 

Th.  Walter.     Ueber  den    Zusammenhang   der  ebenen 
Curven  dritter  Ordnung  mit  Kegelschnittschaaren. 

Pr.  BödingeD.    Diss.  Oiessen. 

Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  2.  B.   p.  463. 


A.  8.  Hart.      On  the  intersection   of  plane  curves   of 

the   third   Order.    Trans,  of  Dublin.  1878. 

Im  sechsten  Bande  des  Cambridge  and  Dublin  Mathematical 
Journal  findet  sich  eine  lineare  Constniction  zur  Bestimmung  des 
neunten  Schnittpunktes  von  Curven  dritter  Ordnung,  welche  durch 

FoTtaohr.  d.  Math.  X.  X.  31 
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8  gegebene  Punkte  geben.  Die  vorliegende  Arbeit  lOsst  dauelbe 
Problem  analytisch,  d.  b.  also  das  Problem,  die  Coordinateo  des 
neunten  Punktes  zu  finden,  wenn  die  Coordinaten  von  8  Punkten 
gegeben  sind. 

Die  gegebenen  Funkte  mögen  durch  die  Indices  1,  2,  3  ...  S 
bezeiclinet  werden,  und  die  Linien,  welcbe  die  Punkte  1,5;  2, 
6;  3,  7}  4,  8  rerbindeu,  mit  x,  y,  s,  tr  resp.  Setzt  man  dann 
zur  Abkürzung: 

y,yj  ^  ßi,     s,»,  =^  y,,    »,10,  =^  <J,, 
*j*s  =  0,1    *,*j  =  0,,     *(*,  =  0(i    ete.  etc., 
so  ist  nach  Caruot's  Satz  die  Bedingung  dafUr,  dass  alle  Pnnkte 
ausser  ],  5  auf  einem  Kegelacbnitt  liegen, 

X  =  y^d,ß,-d,ßjy^  =0 
und  ebenso 
y  =  d^a,y^  —  Y,ä,tt,  =0,     Z  =  ß,d,a,-d,a,ß,  =  0, 

W  =  y,o,/J,  — /J,/,o,  =a 
Setzt  man  dann: 

aj=^a„  a,Z  =  a„  o,H'  =  a„  ß,X  =  b„  ß,Z  =  b„  ß,W  =  b„ 
y.X  =  c„  y,y=c„  y,W  =  c„  d,X  =  d„  d,Y=d^,  d,Z  =  ä,. 
80  wird  bewiesen,  dasa  die  Coardinaten  des  neunten  Schnitt- 
punktes der  Cnrren  dritter  Ordnung  sind: 

X,  =  alc,d,(b,+b^+b,)+ald,bXc,+c,  +  c,)  +  a',b,cXd,  +  d,  +  d,) 

+  o,a,rf,[(6,  +  6,  +  fcJ(c,  +  c,  +  c,)  +  6,c,— 6,cJ 

+  a,a,bXc,  +  et  +  e^)(d,  +  d,-{-d,)  +  c,d,  —  c,d,\ 

4-o.a,c,lCd,  +  d,  +  d,)Cfe.  +  6,  +  fc,)  +  d,6,-d,6J. 

nnd  analoge  Werthe  für  y,,  a„  w,.  Csy.  (0.) 


plane  cubics   of  the  third  class 

)Ci.  Qnart.  J.  SVI.  66-83. 
ne  Untersuchungen  Aber  Cnrren  dritter 
eben,  bez.  einem  doppelten  und  einem 
[uart  J.  XIV.  p.  53  nnd  p.  359,  F.  i.  H. 
t  sieb  Herr  JeSery  hier  zu  dem  Falle 
ikte.     Die  Einthcnlang  erfolgt  nach  der 
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Lage  derselben  gegen  die  unendlich  ferne  Gerade.  FQr  eine 
bestimiBte  Lage  der  drei  Brennpunkte  wird  jedesmal  die  Form 
der  Gleichung  der  Cnnre  in  Hesse'schen  Liniencoordinaten 
(Boothian  Coordinates)  gegeben;  characteristisch  ist  für  die- 
selbe die  Lage  des  begleitenden  Punktes  (satellite  point),  d.  h. 
des  Schnittpunktes  der  von  den  Brennpunkten  an  die  Curve  ge- 
sogenen (reellen)  Tangenten.  Insbesondere  wird  die  Zahl  der 
Doppeltangenten  (critic  lines)  in  jeder  Gruppe  ermittelt,  deren 
Character  durch  die  Lage  des  begleitenden  Punktes  gegen  die- 
jenige Curve  (bounding  curve)  bestimmt  wird,  auf  welcher  letzterer 
liegen  muss,  damit  die  Doppeltangente  stationär  wird.      V. 


J.  Hamhond,  T.  MuRtBY.   Solutions  of  a  question  (5805). 

Edac  Times  XXX.  95-96. 

Ein  Kegelschnitt  hat  im  Punkte  P  f&nfpunktige  Berührung 
mit  der  Curye  y  =  a-\-bx'\-cx'*  und  schneidet  sie  zum  zweiten 
Male  in  Punkt  Q.  Bewegt  sich  P  längs  der  Cunre,  so  ist  die 
Enyeloppe  der  Geraden  PQ 


y  =  a  +  bx+—cx^ 


0. 


A.  KolacIk.     Das  Blatt  des  Descartes.  Casopia  vii.  113-121, 

146-157.  (BöhroiBcb). 

Eine  gedrängte  Monographie  dieser  Curve,  durchgeführt  mit 
Hilfe  des  Parameters  fi,  der  die  Gleichung  derselben  in  der  Form 

erscheinen  lässt.  Std. 


6.   Darbgüx.      8ur  la  rectification   des  ovales   de  Des- 
cartes.   C.  B.  LXXXVII.  .595-597. 

Ohne  weitere  Rechnung,  sondern  nur  durch  ein  combinato- 
rischee  Verfahren  gelangt  der  Verfasser,  indem  er  von  dem  Satze 

31* 
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ausgeht,  dass  die  Differenz  der  Bogen  des  Ovals,  die  zwischen 
zwei  von  demselben  Brennpunkt  ausgehenden  Radien  vectoren 
liegen  (oder  die  Summe,  wenn  die  beiden  Punkte,  in  denen  der 
Radius  vector  die  Curve  trifft  auf  entgegengesetzten  Seiten  vom 
Brennpunkte  aus  liegen,)  einem  EUipsenbogen  gleich  ist,  zu  fol- 
gendem, schon  früher  durch  Rechnung  nachgewiesenen  Satze: 
Irgend  ein  Bogen  des  Cartesischen  Ovals  iässt  sich  durch  drei 
EUipsenbogen  ausdrücken.  Mz. 


G.  Darboux.     Addition  k  la   note  sur   la  rectification 
des  ovales  de  Descartes.   0.  R.  Lxxxvii.  741. 

Nicht  Herr  Roberts  hat  zuerst  die  Rectification  des  Descartes« 
sehen  Ovale  gegeben.  Genocchi  hat  im*  II  Cimento  schon  1855 
sein  Theorem,  das  er  Nov.  1873  der  Academie  überreichte,  ver- 
öffentlicht: ebenso  1864  in  Tortolini  Ann.  VI.  M. 


6.  Darboux.     Sur  1  a  rectification  d'une  classe  de  courbes 
du  4*^'"'  ordre,    c.  B.  Lxxxvn.  692-694. 

In  diesem  Aufsatz  ist  eine  Ausdehnung  der  vom  Cartesischen 
Oval  bekannten  Rectification  auf  bicirculare  Curven  vierten  Grades, 
sowie  auf  solche  Raumcurven,  welche  durch  den  Durchschnitt 
einer  Fläche  zweiten  Grades  mit  einer  Kugel  entstehen,  enthalten. 

Mz. 


J.  W.  Sharp,    J.    Hammond.      Solution   of  a  queatdon 

(5333).    Edoc.  Timee  XXIX.  86-87. 

Die  Berührungspunkte  paralleler  Tangenten  eines  Carte- 
sischen Ovales  liegen  auf  einem  Kegelschnitte,  der  durch  4  feste 
Punkte  geht.  O. 


K.  Zahradnik.    Ueber  die  Cardioide.  Prsg.  Ber  1877.  184191. 
I.    Pole  constanter  Berührungsdreiecke  bei  der  Cardioide. 
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An  eine  Gardioide,  deren  Oleicbung 

gehen  von  einem  beliebigen  Punkte  (xy)  der  Ebene  drei  Tan- 
genten, deren  Bertthningspunkte  aus  der  in  u  cubischen  Gleichung 

m'H tt  — 3u =  0 

y  y 

gefunden  werden,  insofern  nämlich,  wenn  u,  eine  der  Wurzeln 
dieser  Gleichung, 

4a(l— ti?)  %au, 

Abscisse  und  Ordinate  des  zugehörenden  Berührungspunktes  sind. 
Die  drei  Berührungspunkte  bilden  nun  ein  Dreieck,  dessen  Pol 
der  Punkt  (xy)  genannt  wird.  Es  wird  hierauf  die  Bedingung 
eingeftlhrt,  dass  dieses  Dreieck  constanten  Inhalt  haben  soll,  und 
dann  als  Ort  des  Punktes  {xy)  eine  Curve  achten  Grades  ge- 
funden. Weiterhin  ist  auch  von  dem  Gurvenbüschel  von  Gurven 
achten  Grades  die  Rede,  das  herauskommt,  wenn  jener  constante 
Dreiecksinhalt  der  Reihe  nach  verschiedene  Werthe  annimmt. 

II.  Zusammenhang  zwischen  dem  Pole  und  dem  Schwer- 
punkte des  Bertthrungsdreiecks  bei  der  Gardioide. 

Es  wird  die  Aufgabe  behandelt,  den  geometrischen  Ort  des 
Poles  eines  Berührungsdreiecks  zu  finden,  wenn  der  Schwerpunkt 
dieses  Berührungsdreiecks  eine  gegebene  Gurve  durchläuft  Die 
Methode  der  Lösung  ist  dieselbe,  wie  vorher;  und  die  Goordi- 
naten  des  Schwerpunktes  stellen  sich  als  rationale  Functionen 
der  Coordinaten  des  entsprechenden  Poles  dar.  Die  Gradzahl  im 
Zähler  und  Nenner  ist  vier,  woraus  folgt,  dass  der  Pol  eine 
Gurve  vom  Grade  4fi  beschreibt,  wenn  der  entsprechende  Schwer- 
punkt sich  auf  einer  Gurve  n*'"  Grades  bewegt.  Mz. 


K*   Zahradnik.      Geometrischer   Ort    der   Punkte    con- 
stanter  Bertihrungsdreiecke  in  Bezug  auf  die  Cissoide. 

Prag.  Ber.  1877.  125-129;   Grunert  Arch.  LXII.  443-44Ö. 

Es  ist  die  Aufgabe  behandelt  ^   den  Ort  des  Punktes  P  zu 
finden,  so  dass  die  drei  von  P  an  die  Gissoide  gehenden  Tan- 
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genten  BerOhrungspunkte  haben,  die  Ecken  eines  Dreiecks  von 
constautem  Inhalt  sind.  Die  Methode  der  Lösung  ist  richtig,  und 
es  kommt  anch  als  Ort  des  Punktes  P  eine  Cnnre  fDnflen  Grades; 
doch  musB  gegen  Schluss  ein  Versehen  gemacht  sein,  da  die 
letzte  Gleichung,  sowie  Einiges  von  dem  Voraufgehenden  nieht 
stimmt  Hz. 


ScHWEBiNG.     Die   Parallelcarve  der  Ellipse   als   Corve 
vom    Range    Eins,     unter    Anwendung    eines    neuen 
Liniencoordinatensystems.    Fr.  Briloo. 
Nach  Angabe  des  Verfahrens,  durch  welches  man  znr  Pnokl- 

gleicbung  derjenigen  Curve  gelangt,  welche  der  Ellipse  ~i  +  ^  =  \ 

parallel  ist,  stellt  der  Verfasser  folgendes  Coordinatensystem  auf. 
In  den  Endpunkten  der  kleinen  Axe  der  Ellipse  ziehe  man  die 
Tangenten,  und  definire  eine  gerade  Linie  der  Ebene  durch  die 
Stücke,  welche  sie  auf  jenen  Tangenten,  rem  Bertthningspunkt 
an  gerechnet,  bestimmt.  Nennt  man  diese  Stücke  u  und  v,  6o 
ist  hiernach  die  Tangentialgleiobung  der  Ellipse  ur  =  aV  Be- 
deutet k  das  Stock,  um  welches  die  Normalen  der  Ellipse  lu 
verlängern  (und  zu  verkürzen)  sind,  damit  man  die  Punkte  der 
Parallelcnrve  erbalte,  so  ist  die  Tangentialgleichnng  der  letsteren: 
[46*(ii«-a')4-A'{4*'-f  («-«)•)]'  =  46VC«  +  tj)'(46'+(M-i-)'). 
Die  Curve  ist  daher  vierter  Klasse  —  und,  wie  die  Punktglei- 
chung lehrt  —  achten  Grades.  Ihr  Defect  ist  eins,  sie  hat  aeht 
Doppelpunkte  und  zwOlf  BDckkehrponkte,  ferner  zwei  Doppel- 
tangenten. Ihre  Liniencoordinaten  und  ebenso  ihre  Punktcoor- 
dinaten  lassen  sich  durch  elliptische  Functionen  eines  Parameters 
'  "d  dies  unter  Zugrundelegung  der  Fnnc- 
^nau  durchgefnbrL  Hz. 


Kegelschnitten  abgeleitete  Curven. 

ÖbmiBcb). 

Sld. 
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J.  C.  Malet,   H.  T.  Gbrrans.     Solution  of  a  question 

(5520).    Edac.  Times  XXIX.  24-25. 

Die  6  InflexioDstangenten  einer  unicursalen  Cnrve   vierten 
Grades  berühren  alle  denselben  Kegelschnitt  0. 


F.  PüRSEi.     Note  on  the  geometrical  treatment  of  bicir- 

cular  quartics.    Bep.  Brit.  Abs.  1878. 

Die  in  dieser  Arbeit  gegebene  Definition  einer  bicircularen 
Cunre  4*^'  Ordnung  ist  folgende:  ^Sie  ist  der  Ort  der  Punkte, 
deren  Quasipolare  in  Bezug  auf  einen  Kreis  J  einen  Kegelschnitt 
F  berührt.^  Unter  Quasipolare  versteht  der  Verfasser  die  Parallele 
zur  Polare  in  der  Mitte  zwischen  Punkt  und  Polare.  Abgesehen 
von  dem  Worte  Quasipolare  ist  übrigens  diese  Definition  nicht 
neu.  Sie  ist  überhaupt  keine  Definition,  sondern  ein  Satz,  der 
z.  B.  in  des  Beferenten  „Treatise  on  bicircular  quartics^  bewiesen 
ist.  Csy.  (0.) 


PiCQüET.      Sur    une  nouvelle   espfece  de  courbes  et  de 
surfaces  anallagmatiques.    0  R.  LXXXVII.  460-463. 

Die  französischen  Mathematiker  nennen  „anallagmatische^ 
Carven  (Flächen)  die  Enveloppen  von  Kreisen  (Kugeln),  welche, 
während  das  Centrum  eine  gegebene  Leitcurve  (d^f^rente)  be- 
sehreibt, beständig  einen  festen  Kreis  (Kugel)  orthogonal  schnei- 
den. Der  Verfasser  findet,  dass  jede  (hjperelliptische)  Curve  n**' 
Ordnung  mit  (it— 2)-fachem  Punkte,  die  einfach  durch  die  imagi- 
nären Kreispunkte  geht,  und  deren  andere  n—2  unendlich  weite 
Punkte  beziehungsweise  auf  den  Tangenten  des  vielfachen  Punktes 
Hegen,  anallagmatisch  ist  in  Bezug  auf  den  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt im  vielfachen  Punkt  liegt,  und  der  durch  die  Berfihrungs- 
punkte  der  2(n— I)  Tangenten  hindurchgebt,  die  man  von  diesem 
aus  an  die  Curve  ziehen  kann.  Die  Leitlinie  ist  eine  (rationale) 
Curve  (n—l)«"  Klasse  und  2 (n- 2)'"  Ordnung  mit  2(ii— 3)(n-4) 
Doppel-  und  3(1  —  3)  Rückkebrpunkten ,   welche  die  unendlich 


488  I^*  Abschnitt.    Analytische  Geometrie. 

ferne  Oerade  (n— 2)-mal  berührt.     In  analoger  Weise  erzeagt 
man  anallagmatische  Flächen  im  Ranme.  Bl. 


G.   Frattini.      Equazione    di  certe  curve  del  quint'or- 

dine.     Battoglini  G.  XVI.  377. 

Aufstellung  der  Gleichung  ftir  den  Fall  von  3  Doppelpunkten 
und  2  Spitzen.  O. 


A.  M.  D^monstrations  directes  de  quelques  propri^t^s 
connues  relatives  k  la  courbe  enveloppe  d'un  segment 
de  droite   de    longueur   constante   qui  se  meut   dans 

un   angle.      Nouv.  Ann.  (2)  XVIL  321-325. 

In  dieser  Arbeit  werden  auf  sehr  einfache  Weise  und  ohne 
jeden  Aufwand  von  Bechnung  die  zunächst  liegenden  Eigen- 
schaften der  im  Titel  definirten  Curve  bewiesen.  Es  wird  ge- 
zeigt« wie  man  den  Berührungspunkt  auf  einer  gegebenen  Tan- 
gente findet;  hierauf  folgt  die  Besprechung  der  Normale  und 
dann  der  Evolute,  welche  eine  Curve  derselben  Art  wie  die  ur- 
sprüngliche ist,  nur  dass  an  Stelle  eines  beliebigen  Winkels  ein 
rechter  Winkel  getreten  ist  Zuletzt  wird  noch  die  Rectification 
einer  solchen  Curve,  bei  welcher  der  feste  Winkel  ein  rechter 
ist,  behandelt  Mz. 


S.  Roberts.     On  the  sextic  curves  represented  by 

and  the  correlative  quartics.    Qaart  J.  xv.  224-230. 

Die  Gleichung  der  oben  bezeichneten  Curven,  als  deren 
Typus  die  Evolute  eines  Kegelschnittes  betrachtet  werden  kann, 
lässt  sich  in  die  Form  bringen 

Sie  hat  sechs  Spitzen ,  welche  auf  dem  Durchschnitt  des  Kegel- 
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.«        «.t        „• 


m  1/  2 

Schnitts  "4i'  +  -gF  +  7>r  =  0  mit  den  drei  Geraden  a:  =  0,  y  =  0, 

js  =  0  liegen,  und  jede  dieser  drei  Geraden  ist  die  gemeinsame 
Bttekkebrtangente  für  die  Spitzen,  die  sie  verbindet  Die  Curve 
hat  vier  Doppelpunkte,  deren  Coordinaten  sich  verhalten  wie 
±^A:+B:C.  Die  Tangenten  in  den  Doppelpunkten  berühren  den 
oben  genannten  Kegelschnitt. 

Stellt  man  die  Gleichung  des  Systems  der  vier  durch  einen 
Punkt  x^  y^  2^  gehenden  Tangenten  auf  und  dann  diejenige  ihrer 
Durchschnittspunkte  mit  der  Geraden  js  =  0,  so  findet  man  als 
Invarianten  der  betreffenden  binären  Form  vierten  Grades 

Nun  lässt  sich   der  Bruch  •=;-  durch  das   anharmonische  Ver- 

hältniss  jener  vier  Elemente  ausdrücken.  Man  kann  daraus  fol- 
gern, dass,  wenn  x^y^^^  auf  dem  oben  erwähnten  Kegelschnitt 
liegt,  das  anharmonische  Verhältniss  der  vier  Tangenten  constant 
und  zwar  einer  imaginären  cubischen  Einheitswurzel  gleich  ist 
Allgemeiner  findet  man  unter  der  Bedingung,  dass  das  anbarmo- 
nische  Verhältniss-  constant  sei,  als  Ort  von  x,  y,  %  zwei  Curven 
mit  den  Gleichungen 

V^*  ^  »•  ^  CJ-    \      A'B'C      VA*  ^  Ä'  ^  C*/  f  ""  "' 

woraus  u.  a.  folgt,  dass  das  anharmonische  Verhältniss  Null  wird, 
oder  dass  zwei  Tangenten  zusammenfallen,  wenn  der  Punkt  auf 
einer  der  Geraden  a?  =  0,  y  =  0,  a  =  0  oder  auf  der  Curve 
selbst  liegt 

Bedeutet  a;y;$  einen  Punkt  der  Curve,  und  XYZ  einen  Punkt, 
der  auf  der  Tangente  in  xyz  und  auf  dem  mehrfach  erwähnten 
Kegelschnitt  liegt,  so  erhält  man  durch  die  Substitution 

x  =  A^\    y=^BTi\    a  =  Cr 
die  Gleichungen 


litt.    Atulytiachfl  Geometri«. 


limination  von  A,  B,  C,  |,  i),  £  die  Qloi- 

as  in  der  Ori^nalabhandlung  statt  |,  i;, 

gesetzt  ist,  und  dass  die  ElitninatioD  sich 

aasfQbren  ISsst,  w&hrend  in  der  Ab- 
isoher  Weg  gew&blt  ist,  der  das  Wesea 
t  recht  erkenneo  lässt.)  Die  letzte  Glei- 
BerUhruagBpUDkte    der    vier    von    eiDem 

es  ^  +  ^  +  ^  =  0  an  die  Curve  gfr 

ler  Geraden  liegen;  diese  Gerade  aber 
Curve   in   einem  Punkte  x,y,3,-     Deiui 

:t  der  Curve,  und  ^-J-X  +  l.  =o  die 
3  in  diesem  Punkte.    Die  Curve,  deren 


m  Curve  nacb  dem  Frincip  der  Dualität 
an  welcbem  man  die  analogen  Eigen- 
;sondere  lasaen  sieb  von  jedem  Punkte 
nten  an  dieselbe  legen  (die  Tangente  im 
erecbnet);  das  anfaarmoniscbe  VerbitRniBS 


^s 
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derselbeD  ist  coDstant.  Jede  dieser  vier  Tangenten  hat  ausser 
dem  Berührongspunkte  noeh  einen  zweiten  Schnittpunkt  mit  der 
Curve.  Diese  vier  zweiten  Schnittpunkte  liegen  in  einer  Geraden, 
welche  den  Kegelschnitt 

AT  +  B'r+CZ*  =0 
berOhrty  u.  s.  f. 

Die  Constanz  gewisser  bei  den  betrachteten  Corven  vor- 
kommender anharmonischer  Verhältnisse  führt  den  Verfasser 
schliesslich  zur  Erörterung  einer  allgemeineren  Methode,  wonach 
diese  Constanz  bei  algebraischen  Gebilden  beurtheilt  werden  kann. 
Bestimmt  sich  nämlich  fllr  jeden  Punkt  einer  algebraischen  Curve 
ein  anharmonisches  Verhältniss,  so  ist,  da  die  Coordinaten  des 
Punktes  Functionen  eines  Parameters  a  sind,  auch  das  anhar- 
monische Verhältniss  eine  Function  von  a  (die  rational  oder 
irrational  sein  kann).  Dann  führt  die  Bedingung,  dass  das 
anharmonische  Verhältniss  einen  gegebenen  Werth,  z.  B.  Null 
habe,  stets  auf  eine  Gleichung  zur  Bestimmung  von  d,  welche 
nur  dann  widersprechend  sein  kann,  wenn  das  anharmonische 
Verhältniss  constant  ist.  Kann  man  also  beweisen,  dass  das 
anharmonische  Verhältniss  nicht  Null  sein  kann,  d.  h.  dass  zwei 
Elemente,  die  es  bestimmen,  nie  zusammenfallen  können,  so  muss 
dasselbe  constant  sein.  An  eine  Curve  sechster  Klasse,  wie  wir 
sie  oben  betrachtet  haben,  z.  B.  lassen  sich  von  jedem  Curven- 
punkte  aus  vier  Tangenten  legen,  von  denen  nie  zwei  zusammen- 
fallen können,  also  ist  das  anharmonische  Verhältniss  derselben 
constant.    Eine  gleiche  Schlussweise  lässt  sich  häufig  anwenden. 

A. 


J.  C.    Malet.      On    the    negative    pedal    of    a    central 

COnic.     Trans,  of  Dablin.   1878. 

Ein  Theil  der  in  dieser  Arbeit  besprochenen  Eigenschaften 
ist  für  eine  allgemeine  Klasse  von  Curven  nachgewiesen,  näm- 
lich fttr  unicursale  Curven  6'^"  Grades  mit  6  Spitzen.  Für  diese 
gelten  z.  B.  folgende  Sätze: 

1)  Die  6  Spitzen  liegen  auf  einem  Kegelschnitt. 

2)  Die  6  Cuspidaltangenten  berühren  einen  Kegelschnitt. 
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3)  Die  8  TaDgenten  an  den  4  Doppelpunkten  berühren  einen 
Kegelschnitt 

4)  Die  6  Berührungspunkte  der  drei  Doppeltangenten  liegen 
auf  einem  Kegelschnitt. 

Der  letzte  Theil  der  Arbeit  beschäftigt  sich  mit  der  Betrach- 
tung des  Orts  der  Mittelpunkte  eines  variablen  Kreises,  welcher 
einen  gegebenen  Kreis  orthogonal  schneidet  und  eine  gegebene 
Curve  berührt.  Aus  der  Gleichung  dieses  Ortes  kann  man,  wie 
gezeigt  wird,  die  Gleichungen  folgender  Curven  herleiten;  1)  der 
negativen  Fusspunktencurve  der  gegebenen  Curve,  2)  der  Parallelen 
der  gegebenen  Curve,  3)  der  negativen  Fusspunktencurve  dieser 
Parallelen,  4)  des  Ortes  der  Mittelpunkte  eines  variabeln  Kreises, 
der  die  Curve  und  einen  festen  Kreis  berührt        Csy.  (O.) 


J.  Hammond.     Solution  of  a  question  (5304).  Bdac.  Timet 

XXIX.  47-50. 

Die  negative  Fusspunktencurve  einer  Ellipse  in  Beziehung  auf 
den  Mittelpunkt  hat  6  Spitzen  und  4  Knoten.  Es  wird  die  Lage 
derselben  bestimmt,  sowie  die  Länge  des  für  die  Ellipse  äusseren 
Bogeus  zwischen  2  reellen  Spitzen.  Zum  Schluss  werden  die 
allgemeinen  Resultate  auf  specielle  Fälle  angewandt.        O. 

A.  G.  Greenhill.     The  intrinsic  equation   of  the  elastic 

curve.     MesBODger  (2)  VIII.  82. 

Es  wird  bewiesen,  dass  die  „intrinsic  equation^  der  elasti- 
schen Curve  ist 


V=2am(^,*). 


Das  giebt: 


und 


i_  ^    2  » 

Q         kc         kc 

2c   ^     s 


GIr.  (0.) 
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R.  A.  Proctor.     On   the   cycloid  and  all  forms  of  cy- 

cloidal  CUrves.    London .    Long^ann. 


W.  E.  Heal  and  J.  E.  Hbndricks.     Problem.    Analyst  v. 

143-144. 

Es  bandelt  sich  um  eine  Verfolgangscurve :  Eine  Ente 
schwimmt  um  den  Rand  eines  kreisförmigen  Teiches.  Vom 
Mittelpunkte  desselben  beginnt  ein  Hund  die  Verfolgung,  ihr 
immer  direct  nachschwimmend.  Zu  finden  die  Gleichung  und 
Länge  der  Curve,  wenn  der  Hund  nmal  so  schnell  schwimmt 
als  die  Ente.  61r.  (0.) 


Lösungen  von  Aufgaben    über  geometrische  Oerter,  die 
auf  Curven  dritten  und  höheren  Grades  führen,   von 

WOLSTENHOLME,   R.  E.  RiLBT,  E.  RüTTER,  E.  B.  ElLIOTT, 

Evans,  C.  Leudesdorp,  Ch.  Ladd,  J.  O'Regan, 
J. Hammond,  V.  Jacobini,  J.J.Walker,  W.Gallatly, 
S.  Johnston,  H.  Murphy,  8.  Roberts,  J.  L.  Kitchin 

finden   sich  Educ.  Times  XXIX.  27,30,56,65,96;   XXX.  23,75,93. 

0. 
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Analytische  Geometrie  des  Raumes. 

A.     Allgemeine  Theorie  der  Flächen  und  Raumcurven. 
O.  RöTHiG.     Zur  Theorie  der  Flächen.  Borchardt  J.  Lxxxv. 

250-263. 

Der  Verfasser  entwickelt  zuerst  die  2  Bedingungsgleichnngen, 
welchen  2  benachbarte  Normalen  einer  gegebenen  Fläche  ge- 
nttgen  müssen,  damit  sie  sich  schneiden,  und  in  welchen  der 
Abstand  des  Schnittpunktes  von  der  Fläche  linear  enthalten  ist. 
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Nach  dessen  Elimination  bleibt  eine  quadratische  Gleichung  för 
das  Variationsyerhäitniss  der  2  Parameter,  in  welchen  die  Fläche 
als  dargestellt  vorausgesetzt  wird.  Es  werden  2  Beweise  gef&hrt, 
dass  die  Wurzeln  derselben  reell  sind.  Hiermit  ergiebt  sich  die 
Existenz  und  Bestimmung  der  KrUmmungslinien,  die  der  Haopt- 
krttmmungen  und  insbesondere  ein  Ausdruck  des  Erümmuogs- 
masses.  H. 


Lagubrre.      Sur  les   systfemes   de  droites  qui  sont  nor- 
males k  une  m§me  surface.    Nouv.  Ann.  (2)  xvii.  184-186. 

Es  wird  die  Bedingung,  dass  ein  System  von  Strahlen,  die 
von  Punkten  einer  Fläche  S  auslaufen,  normal  gegen  eine  andere 
Fläche  gerichtet  seien,  in  Form  einer  Gleichung  dargestellt  Ein 
System  von  Strahlen  gentige  dieser  Gleichung.  Wird  S  so  de- 
formirt,  dass  jedes  Curvenelement  der  Fläche  seinen  Werth  be- 
hält, und  wird  bei  der  Deformation  jeder  Strahl  mit  der  Tan- 
gentialebene, die  zu  ihm  gehört,  starr  verbunden  gedacht,  so 
entsteht  nach  der  Deformation  ein  neues  System  von  Strahlen, 
und  dieses  ist  gleichfalls  ein  Normalensystem  f&r  eine  Fläche. 
Der  Satz  von  Dupin,  dass  ein  Normalensystem  auch  nach  der 
Brechung  an  einer  Fläche  seine  Eigenschaft  bewahrt,  lässt  sich 
gleichfalls  aus  der  Gleichungsform  unmittelbar  ableset).  Endlich 
ergiebt  sich:  „Wenn  das  System  der  Strahlen,  die  von  S  aus- 
laufen, ein  Normalensystem  fllr  eine  zweite  Fläche  ist,  gleich- 
zeitig aber  jeder  Strahl  mit  der  zu  ihm  gehörigen  Tangential- 
ebene von  S  einen  constanten  Winkel  einschliesst,  so  ist  die 
senkrechte  Projection  des  Strahlensystems  auf  S  ein  System  geo- 
dätischer Linien  fUr  diese  Fläche.^  Das  reciproke  Theorem  ist 
ebenfalls  richtig.  Bildet  man  auf  S  ein  System  geodätischer 
Linien  und  fordert,  dass  ein  Normalensystem  sich  in  dieses  System 
projicire,  so  muss  der  Winkel,  den  jeder  Strahl  mit  der  ihm  zu- 
gehörigen Tangentialebene  von  S  einschliesst,  unveränderlich  sein. 
Als  besonderer  Fall  ergiebt  sich  daraus  das  bekannte  Theorem, 
wonach  die  Tangenten  in  den  verschiedenen  Punkten  eines  Systems 
geodätischer  Linien  ein  Normalensystem  bilden.  Sehn. 
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C.  J.   MoNRO.     On   flexure   of  spaces.    Proc.  L.  M.  s.  ix. 

171-177. 

Es  wird  der  Satz  bewiesen:  Ein  Raum  von  n  Dimensionen 
lässt  im  allgemeinen  reine  Biegung  in  einem  Baume  von  n-\-n' 
Dimensionen  zu  mit  einer  Freiheit  von  höehstens 

in(n+\)  (n'-in(n-l)) 
Graden,  unter  reiner  Biegung  ist  zu  verstehen  die  Aenderung 
der  Erttmmungen  (Biegung),  bei  welcher  die  kürzesten  Distanzen 
je  zweier  Punkte  längs  des  n  Dimensionen-Raumes  unverändert 
bleiben.  Reine  Biegung  ist  dem  Satze  zufolge  nur  möglich, 
wenn  n'>iii(n— 1).  Der  Beweis  wird  dadurch  geführt,  dass 
ein  n  Dimensionen-Raum-Eleraent  um  einen  Punkt  herum  in  Coor- 
dinaten,  die  in  diesem  Punkte  ihren  Anfang  haben,  durch  Bestim- 
mung der  normalen  Goordinate  bis  auf  den  zweiten  Orad  aller 
tangentialen  mit  Vernachlässigung  der  hohem  Grade  dargestellt, 
dann  die  Bedingungsgleichungen  der  reinen  Biegung  gezählt 
werden.  H. 

G.  BocKwoLDT.  üeber  die  Enneper'schen  Flächen  mit 
constantera  positivem  KrUmmungsmass,  bei  denen  die 
eine  Schaar  der  KrUmmungslinien  von  ebenen  Curven 
gebildet  wird.   Disa.  Gottiogeo. 

Die  Urschrift  von  Enneper,  an  welche  sieb  das  Gegenwärtige 
anschliesst,  ist  in  Gott  Nachr.  1868,  p.  258  u.  421  zu  finden, 
und  in  F.  d.  M.  I.  227  der  resultirende  analytische  Ausdruck  der 
genannten  Flächen  mitgetheilt.  In  diesem  sind  2  elliptische  Inte- 
grale enthalten:  die  Ebenen  der  ebenen  KrQmmungsHnien  schnei- 
den sieh  in  einer  festen  (Geraden,  welche  zur  Axe  der  js  genom- 
men ist,  und  bilden  mit  einer  solchen  Ebene  Winkel  q>,  die  sich 
ala  elliptische  Integrale  3**^'  Gattung  darstellen;  ausserdem  ent- 
bfilt  s  einen  elliptischen  Term  ohne  3'^  Gattung.  Diese  Integrale 
werden  hier  auf  ihre  Grundform  gebracht  und  discutirt,  die 
Perioden  untersucht,  der  Fall,  wo  die  2*''  Schaar,  die  stets  aus 
sphärischen  Curven  gebildet  wird,  gleichfalls  eben  ist,  besprochen, 
eine  Rtickkehrkante  der  Fläche  bestimmt,  eine  äquidistante  Fläche 
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in  Betracht  gezogen,  daDn  die  Fläche  erst  theil weise,  endlich 
vollständig  specialisirt,  und  die  numerischen  Werthe  aller  Be> 
stimmungsgrössen  aufgefllhrt  H. 


M,  Levy.     Sur  une  application  industrielle  du  th^orfeme 
de  Gauss  relatif  k  la  courbure  des  surfaces.  c.  R.  Lxxxvi 

111114. 

Man  kann  zwar  ein  ebenes  Stttck  Blech  durch  Treiben  so 
umformen,  dass  es  eine  leichte  Krümmung  in  jedem  Sinne  erhält, 
aber  hierbei  wird  im  Allgemeinen  das  Krümmungsmass  in  jedem 
Punkte  nur  wenig  von  Null  verschieden  sein. 

Der  Verfasser  bespricht  dagegen  das  Verfahren  eines  Pariser 
Industriellen  Richard,  welches  geeignet  ist,  ein  ebenes  Blech  ebne 
wesentliche  Aenderung  der  Constitution  des  Metalles  so  zu  de- 
formiren,  dass  es  in  jedem  Punkte  ein  sehr  bedeutendes  Kiüm- 
mungsmass  erhält.  Dieses  Verfahren,  auf  welches  Herr  Richard 
rein^  aus  praktischen  Versuchen  bei  der  Gonstruction  von  An^roid- 
barometern  geführt  ist,  beruht,  wie  der  Verfasser  auseinander- 
setzt, im  Wesentlichen  auf  der  Oauss'schen  Theorie  von  der 
Biegung.    Das  Verfahren  ist  folgendes: 

Ein  rechteckiges  Blech,  dessen  verticale  Seite  AA'  und  BW 
seien,  wird  cylindrisch  aufgerollt,  so  dass  AA'  etwas  ttber  BW 
herausragt,  und  die  Ränder  werden  provisorisch  aneinander  be- 
festigt. Man  erhält  so  einen  dünnen  Cylinder,  dessen  senkrechte 
Schnitte  bis  zu  einer  gewissen  Grenze  beliebig  stark  gekrnmmt 
sind. 

Dieser  Cylinder  kann  nun  durch  Hämmern  über  einer  Form 
in  eine  Rotationsfläche  verwandelt  werden,  und  zwar,  wenn  die 
Meridiancurve  nur  schwach  gekrümmt  ist  und  sich  nur  wenig 
von  der  ursprünglichen  geraden  Linie  unterscheidet,  kann  dies 
ohne  wesentliche  Veränderung  in  der  Constitution  des  Metalles 
erreicht  werden,  und  es  ist  dies  ein  in  der  Praxis  sehr  häufig 
angewendeter  Process.  Diese  Umänderung  ist  aber  keine  ein- 
fache Biegung,  sondern  eine,  wenn  auch  geringe  DeformatioD 
anderer  Art. 
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Man  hebt  nun  die  Verbindung  der  Ränder  AA^  und  BVf 
wieder  auf.  Alsdann  kann  man  sie  mit  Leichtigkeit  mit  der 
blossen  Hand  von  einander  entfernen  bis  zu  einer  gewissen 
Grenze,  ttber  welche  hinaus  zu  weiterer  Entfernung  eine  verhäU- 
nissmässig  sehr  grosse  Kraft  nöthig  sein  würde.  In  dem  Masse 
nun,  als  man  die  Bänder  von  einander  trennt,  nähern  sich  der 
obere  und  der  untere  Rand  des  Blechs  und  zwar  sehr  beträchtlich. 

Dieser  letzte  Vorgang  ist  nun  grade  die  interessante  An- 
wendung der  Ganss'schen  Lehre  vom  Krttmmungsmass.  Denn 
da  dieser  Vorgang  eine  Biegung  ist,  so  muss  bei  ihm  das  Krtlm- 
mungsmass  constant  bleiben.  Wenn  man  also  die  Krtlmmung 
der  Parallelkreise  nur  wenig  vermindert;  so  muss  sich  diejenige 
der  Meridiane,  und  zwar  sehr  merklich  vermehren.  Auf  diese 
Weise  kann  man  sehr  einfach  bis  zu  gewissen  Grenzen  hin  jedes 
beliebige  krttmmungsmass  erreichen.  Der  Verfasser  glaubt,  dass 
sieh  dieselbe  Methode  auch  im  Grossen  zur  Herstellung  von 
Sehiflbbekleidungen  wttrde  verwenden  lassen. 

Weil  die  Kraft,  wenn  eine  gewisse  Grenze  erreicht  ist,  sehr 
gross  werden  muss,  um  die  beiden  Ränder  weiter  zu  trennen,  so 
glaubt  Herr  Richard  auf  dieses  Princip  die  Construction  gekrümmter 
Balken  %u  Brücken  gründen  zu  können.  Der  Verfasser  behauptet 
in  Debereinstimmung  mit  anderen,  dass  diese  Anwendung  gegen 
die  Principien  der  Festigkeitslehre  wäre,  wenn  er  auch  gewisse 
andere  mechanische  Anwendungen  für  möglich  hält. 

A. 


L.  BiANCHi.     Sopra   la   deformazione    di  una  classe  di 

SUperficie.     Battaglini  G.  XVL  267-270. 

Es  lassen  sich  bekanntlich  alle  Umdrehungsflächen  auf  un- 
endliche viele  Arten  durch  Biegung  in  andere  Umdrebungsflächen 
verwandeln,  so  dass  Meridian-  und  Parallelkreise  sich  erhalten, 
während  die  Winkel  entsprechender  Meridianebenen  sieb  nach 
irgend  einem  Verhältniss  ändern.  Allgemeiner  lassen  sich  die 
Flächen,  die  ein  System  ebener  Krümmungslinien  mit  parallelen 
Ebenen  haben,   durch  Biegung  in  andere  verwandeln,  so  dass 

Fortselir.  d.  Math.  X.  S.  32 
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jene  Linien  Erttmmungslinien  bleiben  und  wieder  in  paraUelen 
Ebenen  liegen. 

Ein  ähnliches  Theorem  beweist  der  Verfasser  von  eina* 
anderen  Klasse  von  Flächen,  welche  er  Translationsflächen  (sn- 
perficie  di  traslazione)  nennt. 

Er  versteht  darunter  solche  Flächen,  die  entstehen,  wenn 
eine  ebene  Curve  C  sich  ohne  Formänderung  und  ohne  Drehung 
so  bewegt,  dass  irgend  einer  ihrer  Punkte  eine  ebene  Curve  0 
beschreibt,  deren  Ebene  senkrecht  zur  Ebene  der  C  steht  Nimmt 
man  als  Goordinatenanfang  einen  Punkt  der  Curve  C,  der  die 
Curve  C  beschreibt,  und  die  Ebene  von  C  zur  sy-,  die  von  O  sar 
rey-Ebene,  nennt  man  ferner  v  den  Bogen  vom  Anfangspunkt  bis 
zu  einem  beliebigen  Punkt  von  C  und  u  den  Bogen  bis  zu  einem 
beliebigen  Punkt  der  Curve  C,  so  kann  man  die  Gleichungen 
der  Curven  C  und  C  in  die  Form  bringen  y  =  F  and  y  =  P, 
wo  V  eine  beliebige  Function  von  v,  U  eine  beliebige  Func^on 
von  u  ist.  Dann  kann  man  u  und  v  als  Parameter  der  be- 
trachteten Fläche  nehmen  und  erhält 


X 


=  /i/l-P"dii,    y==P+F,    Ä=  yj/rrp'df), 


wenn  ü'  und  F  die  Ableitungen  von  ü  und  V  sind.    Das  Linien- 
element dieser  Fläche  wird  dann  erhalten  durch  die  Oleicbnng 

ds'  =  du'+2ü'rdude  +  de\ 

Dasselbe  bleibt  ungeändert,  wenn  man  ü  durch  kü  und  gleich- 
zeitig V  durch  —  V  ersetzt. 

Hierdurch  erhält  man  also  eine  andere  Translationsfläche, 
welche  durch  Biegung  aus  der  ersten  entstanden  ist  und  bei  der 
die  Parameterlinien  die  entsprechende  Bedeutung  haben. 

Uebrigens  hängt  die  Deformation  der  Parameterlinien  mit 
derjenigen  der  Biegung  einer  Rotationsfläche  in  eine  andere  zu- 
sammen. Denn  wenn  die  Curve  O  um  die  aj-Axe  rotirt,  so  wird 
das  Linienelement  auf  der  Rotationsfläche  erhalten  durch  die 
Gleichung 

(&•  =  du^+lPdu>\ 
Dasselbe  bleibt  ungeändert,  wenn  man  ü  durch  kU  und  w  dnreh 
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—IT   ersetzt,  so  dass  man  eine  zweite  Rotationsfläche  erhält^ 

welche  dordi  Biegung  aas  der  ersten  entstanden  ist.  Man  erkennt 
daraus,  dass  jeder  Biegung  einer  Rotationsfläche  in  eine  andere 
die  Biegung  einer  Translationsfläche  in  eine  andere  entspricht, 
und  umgekehrt  jeder  Biegung  einer  Translationsfläche  die  Bie- 
gungen der  beiden  entsprechenden  Rotationsflächen  mit  reciprokem 

Biegungsparameter  (jt  und  -r-}*    Man  kann  dies  auch  so  ans- 

drflcken:  Bei  der  oben  vorgenommenen  Biegung  einer  Trans- 
lationsfläche ändern  sich  die  Generatrices  C  und  die  Directrices 
C  so,  dass  auch  die  Rotationsflächen  einer  jeden  durch  Biegung 
ineinander  tlbergenihrt  werden  können,  und  zwar  sind  die  Bie- 
gungsparameter reciprok.  Diese  allgemeinen  Sätze  werden  nun 
speeieller  auf  solche  Flächen  angewendet,  bei  welchen  die  Curven 
C  und  O  Tractrices  oder  Cycloiden  sind,  wofür  sich  besonders 
einfache  Resultate  ergeben,  weil  hier  die  Parametercurven  bei 
der  Biegung  ihren  geometrischen  Charakter  bebalten. 

A. 


L.  BiANCHi.    Suir  applicabilitk  delle  superficie  degli  spazi 
a  curvatura  costante.    R.  Acc.  d.  L.  (3)  II.  149. 

Zwei  Flächen  desselben  oder  zweier  verschiedener  Räume 
mit  constantem  Krümmungsmass  werden  auf  einander  abwickel- 
bar genannt,  wenn  die  Ausdrücke  ihrer  bezüglichen  Linienele- 
mente, nach  den  einander  entsprechenden  metrischen  Bestim- 
mungen berechnet,  einander  gleich  sind,  oder  ineinander  trans- 
formirbar.  Versteht  man  dann  unter  Umdrehungsflächen  in  jedem 
beliebigen  Räume  mit  constantem  Krümmungsmass  Flächen,  deren 
Schnitte  mit  den  Normalebenen  einer  Geraden  Kreise  sind,  deren 
Mittelpunkte  auf  jener  Geraden  liegen,  so  folgt  der  Satz:  Die 
Dmdrehungsflächen  der  Räume  mit  constantem  Krümmungsmass 
sind  auf  diejenigen  des  gewöhnlichen  Raumes  abwickelbar,  so 
dass  Meridiane  und  Parallelkreise  der  einen  und  der  anderen 
Fläche  einander  entsprechen.   Im  Besondem  sind  also  die  Kugeln 

32* 
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in  RfiumeD   von   constaDtem    KrOmmuDgsinaas   anf  gewöhnliche 

Kugeln  abwickelbar. 

iBchaft  achlieset  der  VerfaMer  weiter,  dan 
t-euolidlBchen  Raumes,  welche  nnreAndert 
egung  dieses  Raumes  abwickelbar  igt  anl 
bnlichen  Baumes.  A. 


Zar  Theorie  dreifach  orthogonaler 

Schlfimilch  Z.  XXin.  168-186. 
;e   bildet   die   Fortsetzung   der  Programm- 
lung  der  Potentiatcoordinaten  etc."    1876, 
Vm.  627  referirt  ist.  H. 


es  surfacea  orthogonales,  c.  B.  lxxxvd- 

e    d^veloppement   des    surfaces   dont 
e   est    exprimable   par    une    fonction 

LXXXTII.  788-791. 

genDgt  nicht,  die  Gedanken  der  Ver&sser 
H. 


loire  sur  la  throne  des  coordonn^es 
BS  syst^mes  orthogonaus.  AnD.del'fic.N. 
260,  275-348. 

Ireifach  orthogonalen  Flächensysteme  bildet 
ikt  einer  Theorie  der  kmmnilinigen  Coo^ 
Verfasser  als  Fortbildung  der  znerst  von 
leorie  zn  geben  antemimmt,  und  zwar  be- 
lar  mit  der  Untersnehnng  der  Badingtug, 
ischaar  einem  dreifach  orthogonalen  Sjateo 
e  TOD  ihm  gebrauchte  Ausdrocksform  ist 
imeter  der  Flftobenscbaaren  »„  ii„  v,  als 
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Fanctionen  der  cartesischen  Coordinaten  x^,  x^y  x^  darstellt. 
Durch  Transformation  der  Bedingungsgleichungen  rechtwinkligen 
Durchschnitts  und  Elimination  ergiebt  sich  als  gesuchte  Be- 
dingung: 


S  = 


4.. 

>*„ 

4. 

^» 

^., 

^.. 

«.. 

«« 

«., 

«.. 

«.. 

"l. 

1 

1 

1 

0 

0 

0 

2«. 

0 

0 

0 

«3 

«. 

0 

«. 

0 

«. 

0 

«. 

0 

0 

«. 

«, 

«. 

0 

=  0, 


wo  die  Indices  bei  u  die  partielle  Differentiation  nach  den  ebenso 
nnmerirten  x  bezeichnen,  und 

ilft  =  tli  tlflki  +  tl2tlit2  4-  fl3tl,t3  —  2(11,1  IIa 

+  uauja  +  ua  +  uia) 

ist.  Hieraus  fliesst  zunächst  ein  specielles  Resultat  von  Bouquet, 
dann  ein  Resultat  von  Puiseux  durch  diejenige  Vereinfachung, 
welche  die  Wahl  solcher  Axen,  dass  ti,  =  ti,  =  ti,,  =  0  wird, 
mit  sich  bringt.    Man  erhält  hier:   . 

Verschwinden  üf  und  i2  einzeln,  so  hat  man  den  Fall,  wo  die 
Flächenschaar  aus  Kugeln  oder  Ebenen  besteht;  den  Beweis, 
dass  auch  das  Umgekehrte  gilt,  ttbergeht  der  Verfasser.  Die 
Gleichung  8  =  0  wird  nun  durch  Einführung  von 

1 


H 


=  M+<  +  < 


in  eine  Gleichung  T  =  0  transformirt,  wo  T  aus  S  hervorgeht, 
indem  man  fttr  die  A  die  gleichnumerirten  ff,  als  partielle  Diffe- 
rentialquotienten zu  verstehen,  einsetzt.  Bei  obiger  Wahl  der 
Axen  wird  dann  T  =  —  ^SHK  Endlich  wird  dieses  T  durch 
Combination  der  Horizontalreihen  in  eine  Functionsdeterminante 
2'"  Ordnung 

^^  d\  d\  d\  d\   d\  d\   _ 
—  dx^    dy*    da*  dydidzdxdxdy 

übergeführt,  wo 
t,  =  Ö)i(tt)ff+<w)  (^'+y"+^'HßM  x-{-Y^u)y+d,{u)  »+Ci(ii) 
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für  willkUrlicbe  Coeffidenten  Ui  Eine  PaiticnlarlOaung  hierroD 
erbftlt  man  dann,  iDdem  man  eios  der  «  =  0  setzt.  Die  Oleiehang 
Vi  =0  wird  erfüllt  durch  eine  Sohaar  von  Engelu,  deren  Para- 
meter u  iBt.  Die  CoefBcienten  der  Kugelgleichung  sind  dnreb 
eio  System  von  Uifferentialglelehungen  mit  einer  Unabhängigen  u 

!h  fUr  gegebene  Coefficienten  von  tu  nicht 

Integration  in  dem  Sinne,  dass  jene  Goef- 
i^nctionen  bleiben,  wird  nnn  nach  einer 
gezeigt,  von  der  der  Verfasser  jedodi  im 
licht,  indem  er  die  Anzahl  der  Variabela 
lindert    Das  Integra]  ist  iu  der  Form  dar- 

J,+C,S,  +  ...  +  C.S,  =0. 

durch  eine  Relation  2""  Grades  verbunden 
cienten  in  c,  constant,  so  liegt  die  Integra- 
Einige  andere  besondere  Fälle  werden  noch 

Es  wird  dann  die  Umgebnng  eines  Punktee 
Formel  von  Maurice  Levy  hergeleitet  Von 
«ser  der  Untersucbnng  den  Aosdruck  der 
,  s,  u)  =  0  zu  Grunde,  gestaltet  erst  die 
nftaa  der  impliäten  Bestimmung  von  «  osd 

zu  den  Fällen,  wo  die  Axen  der  k,  y,  a  Sym- 
a  ihn  auf  die  Flächen  2'"'  Grades  f&bii 
ng  der  Theorie  der  FtlnfkugelooordinateD- 

I  Coordinaten, 

=  0  die  5  Engeln,  und  «,...«,  die  FUnf- 
ider   Mittetpankt   ist    bestimmt    durch    die 

R 
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den  Radios  ausdrttckt  Damit  sich  die  Kugeln  rechtwinklig 
schneiden,  muss  sein 

k    h  k    h 

«,«iH h«5Ö»  =  0. 

Es  ergiebt  sich  dann,  dass 

dx'+dy^+dü'  =  -^  {dx]  +  •  •  •  +  dx\). 

Bestimmt  man  2  Flächen  in  den  Fflnfkugelcoordinaten,  so  hat 
die  Bedingung  der  Orthogonalität  die  gleiche  Form  wie  bei  ge- 
wöhnlichen. Angewandt  auf  die  Cycliden  ergiebt  sich  ein  Aus- 
druck des  Linienelements  in  Kugelrauten.  Es  werden  dann 
orthogonale  Systeme,  gebildet  aus  einer  Familie  Cycliden,  unter- 
sacht, dann  verschiedene  Probleme  nach  der  bei  Entwickelung 
der  Gleichung  3^"  Ordnung  angewandten  Methode  gelöst.  Im 
2**"  Theile  werden  die  gleichen  Untersuchungen  auf  orthogonale 
Systeme  zu  n  Variabein  ausgedehnt,  dann  auf  den  Fall  angewandt, 
wo  der  Parameter  als  Summe  von  Functionen  je  einer  Variabein 
dargestellt  ist  Hieraus  fliessen  viele  dreifach  orthogonale 
Flächensysteme.  Im  S**"*"  Theile  erweitert  der  Verfasser  Lamö's, 
in  Ann.  de  l'fic.  N.  III.  enthaltene  Methode  der  Aufsuchung 
orthogonaler  Systeme  auf  n  Variabele,  fahrt  sie  an  dem  Beispiele, 
wo  alle  Hi  einander  gleich  sind,  durch,  weist  auf  eine  allgemeinere 
Bedeutung  der  ersten  der  2  Gruppen  von  Bedingungsgleichungen 
ftlr  die  Integrabilität  eines  Systems  partieller  Differentialgleichun- 
gen hin,  und  beweist  folgende  2  Sätze:  Die  erste  Lamä'sche 
Gruppe  drückt  aus,  dass  die  Flächen  des  dreifachen  Systems 
sich  längs  coiyugirter  Linien  schneiden.  Entsprechen  sich 
2  Systeme  krummliniger  Coordinaten  derart,  dass  in  homologen 
Punkten  die  Berührungsebenen  der  3  Flächen  in  beiden  Systemen 
parallel  sind,  so  schneiden  sich  die  Flächen  jedes  Systems  längs 
conjugirten  Linien;  und  umgekehrt,  wenn  3  Flächenfamilien  sich 
längs  conjugirten  Linien  schneiden,  so  giebt  es  andere  Systeme 
krummliniger  Coordinaten  mit  3  willkürlichen  Functionen  derart, 
dass  jene  Ebenen  parallel  sind.  Es  werden  sodann  einige  drei- 
fache Systeme  von  Flächen,   die  sich  längs  coigugirter  Linien 
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schneiden,  ontersncht;  dann  ans  gegebenen  orthogonalen  Systemen 
zn  n  Variabein  verschiedene  orthogonale  Systeme  abgeleitet;  dann 
davon  Anwendung  gemacht  anf  ein  orthogonales  System,  welches 
die  isothermen  Systeme  als  besondern  Fall  enthält;  schliesslich 
hierin  einem  Exponenten  nach  einander  die  Werthe  1«  2,  ^  er- 
theUt  H. 


Gastet.     Du  plus  court  chemin  sur  une  surface  de  r6- 
volution  entre  deux  points  de  la  g^n^ratrice. 

M^m.  de  Bord.  (2)  IL  185-188. 

I.  Wenn  eine  begrenzte  (Gerade  AB  um  eine  Axe  X  Y  rotirt, 
welche  zu  ihr  windschief  ist,  and  die  Spuren  der  Paukte  Ä  und 
B  anf  irgend  einer  Meridianebene  (genauer  Halbmeridianebene) 
M  und  N  sind,  so  ist  die  Gerade  MN  <  AB. 

IL  Der  Halbmeridian  einer  Umdrehungsfläche  ist  die  kürzeste 
Verbindungslinie  ftlr  je  zwei  auf  ihm  liegende  Punkte. 

Der  erste  dieser  Sätze  folgt  aus  den  Elementen  der  Stereo- 
metrie, der  zweite  aus  dem  ersten  durch  ein  sehr  einfaches 
Grenzverfahren. 

Für  die  Vollmeridiane  ist  der  zweite  Satz  im  Allgemeinen 
nicht  zutreffend,  wenn  er  auch  in  gewissen  Fällen  bestehen  bleibt 

A. 


L.  F.  M.  Tbrreiras.     Algunas  propriedades  dos  super- 
ficies.   Jörn.  sc.  math.  pbya.  uat.  1878.  175-182. 


A.  Mannheim.     Sur  les  surfaces  rdgl^es.  LioavUie  J.  (3)  iv. 

57-61. 

In  Bd.  IV  pag.  287  dieses  Jahrbuchs  sind  die  Elementarbe- 
griffe klargelegt,  welche  Herr  Mannheim  mit  besonderem  Erfolg 
beim  Studium  geradliniger  Flächen  verwendet  Gestützt  auf  diese 
behandelt  er  folgendes  Problem.  Es  sei  Q  eine  Erzeugende  einer 
windschiefen  Fläche  (G),  c  sei  ein  Punkt  der  Strictionslinie  (c), 
S  die  Tangente  in  diesem  Pnnkte  längs  (c)  und  C  die  eonjogirte 
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Gerade  von  S  in  Bezug  auf  die  Indicatrix  ?on  (G)  in  c.  Diese 
Gerade  C  ist  die  Charakteristik  der  Centralebene  von  G,  wenn 
man  vom  Centralpunkt  c  zu  einem  Nachbarpunkt  der  Strictions- 
linie  übergeht  Zieht  man  in  der  Centralebene  von  c  aus  eine 
Gerade  G'  unter  einem  gegebenen  Winkel,  und  construirt  mit 
Beibehaltung  dieses  Winkels  in  jeder  Centralebene  von  (G)  die 
analogen  Geraden,  so  bilden  diese  eine  Fläche  {G').  Es  sollen 
Beziehungen  zwischen  (G)  und  (G')  ermittelt  werden.  Herr  Mann- 
heim findet,  dass  beide  Flächen  dieselbe  Strictionslinie  haben; 
eine  ist  der  anderen  umgeschrieben  längs  dieser  Linie.  Was  die 
Vertheilungsparameter  der  Tangentialebenen  beider  Flächen  für 
die  Erzeugenden  G  und  G'  betrifft,  so  gilt,  wenn  Kg  und  üf^  diese 
Parameter  bedeuten,  die  Relation: 

Kg    _    sin(S,C)sin(G^C) 

Kg.    ""    sin(G,  C)sin(S,  C)  ' 

Sehn. 


A.  Mannheim.     Geometrical   demonstration  of  a  known 
theorem  relating  to  surfaces.    Messeoger  (2)  viil.  122. 

Geometrischer  Beweis  des  Satzes:  Die  Winkel  der  geodäti- 
schen Torsion  der  Schnittcurve  zweier  Oberflächen,  welche  ein- 
ander unter  constantem  Winkel  schneiden,  sind  gleich. 

Glr.  (0.) 

P.  G.  Tait.     Note  on  the  surface  of  a  body  in  terms 
of  a  volume-integral.   Proc.  of  Edinb.  ix.  541-542. 

Der  Verfasser  bezieht  sich  auf  einen  Satz,  der  in  seiner  Ar- 
beit: 9,0n  Green's  and  other  allied  theorems''  (Trans,  of.  Edinb. 
1869/70,  s.  F.  d.  M.  II.  p.  748)  enthalten  ist,  und  leitet  daraus 
eine  Relation  zwischen  einem  Volumen  und  einem  Flächenintegral 
her,  die  er  in  der  Form: 

///spU(vP)äS  =  -f/ä. 
ansdrttckt.    In  dem  Fall  des  EUipsoids  ergiebt  sich  die  Oberfläche 
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=//>.,..{fl(J,+^)+|l(J,+J.)+-^(J,+^)j 

wo   die  Grenzen   dareb  die  Gleichaug  der  Oberfläche  gegeben 

wftrrlftn  Cly.    (0.) 


äorie  analytique  des  ligneB  h  double 
ie  Liege  VI. 

behandelt  der  Verfasser  mit  der  ihm  eigenen 
der  clasaiscben  Fragen  Über  Baumcnrven 
irere  nene  Sätze.  Md.  (0.) 


On  the  Classification  of  loci.  Phil.Tr»Bi. 

ressanten  Arbeit  ist  nur  Theil  I.  „Curreo' 
verstorbeuen  Verfasser  niedergescbrieben; 
I  das  Datam:  Januar  1879. 
rd  ein  continuirliebes  eindimensionales  Aggre- 
llementen  verstanden,  also  nicht  das,  wu 
BD  geometrisoben  Sinne  eine  Corve  nenol, 
einzelnes  unendliches  System  von  Curveo, 
:en  etc.,  das  so  beachaficn  ist,  daes  eine  Be- 
ine endliche  Zahl  derselben  zn  bestimmeD. 
als  durch  k  Coordinaten  bestimmt  betrachtet 
~1  Gleichnngen  irgend  eines  Grades  ver- 
urre  entweder  das  gesammte  Aggregat  der 
in  dieser  Gleichnngen,  oder,  wenn  dasselbe 
^trennte  Theile  zerlegt,  so  ist  die  Carre 
Wendet  man  jedoch  die  Sprache  der  Geo- 
solche  Gurre  der  vollständige  oder  tbeilweise 
:  Oertem  im  flachen  (flat)  Ilanm  von  k  Dimen- 
ler  ein  A-flach  (ft-flat)  genannt  werdeo.  ht 
B.  A  der  Gleichungen  linear,  so  ist  es  offen- 
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bar  möglich,  in  diesen  Gleichungen  dnrch  eine  lineare  Transfor- 
mation h  der  Coordinaten  zu  Null  zu  machen.  Es  ist  dann  rathsam, 
diese  Coordinaten  sämmtlich  ausser  Betracht  zu  lassen  und  sich 
auf  die  flbrigen  k—k—l  Oleichungen  zwischen  fc—A  Coordinaten 
zu  beschränken.  In  diesem  Fall  wird  dann  die  Curve  betrachtet 
als  eine  Curve  im  flachen  Baum  von  k—k  Dimensionen.  Wenn 
also  in  diesem  Falle  eine  Cur?e  im  flachen  Baum  als  von  k  Dimen- 
Monen  angesehen  wird,  so  ist  dies  so  zu  ?erstehen,  dass  dieselbe 
in  einem  flachen  Baum  von  k—  1  Dimensionen  nicht  existiren  kann. 
Die  Abhandlung  enthält  allgemeine  Untersuchungen  tlber 
Cunren  von  gegebener  Ordnung  in  einem  flachen  Baum,  dessen 
Dimensionenzahl  gegeben  ist  Nach  den  vorhergehenden  Erläute- 
rungen wird  der  allgemeine  Charakter  der  Besultate  durch  einige 
Beispiele  klar  werden.  Eine  eigentliche  Curve  zweiter  Ordnung 
muss  immer  eine  ebene  Curve  sein.  Wenn  sie  auch  im  gewöhnlichen 
(dreidimensionalen)  Baume  oder  im  Baume  von  4  oder  mehr  Di- 
mensionen existirt,  so  giebt  es  immer  einen  zweidimensionalen 
Baum,  der  sie  enthält  Oder  analytisch  gesprochen :  Die  Gleichun- 
gen  können  in  allen  Fällen  reducirt  werden   auf   eine  einzige 

Gleichung  Q*)(xyy  =  0  zwischen  zwei  der  Coordinaten  und  die 
übrigen  Gleichungen  2  =  0,  u>  =  0  etc.;  der  Satz  heisst  also:  Jede 
Curve  von  der  Ordnung  2  liegt  in  einem  flachen  Baume  von  2  Di- 
mensionen. So  ergiebt  sich  allgemein  der  Satz  A)  des  Verfassers : 
^Jede  eigentliche  Curve  von  der  Ordnung  n  liegt  in  einem  flachen 
Baume  von  n  oder  weniger  Dimensionen.^ 

So  kann  auch  eine  Curve  von  der  Ordnung  3  in  einem  Baume 
von  3  (und  nicht  weniger  als  3)  Dimensionen,  Punkt  flir  Punkt, 
dargestellt  werden  auf  einer  Curve  der  Ordnung  2  in  einer  Ebene, 
d.  b.  die  Punkte  einer  nicht  ebenen  Curve  3'*''^  Ordnung  können 
eine  (1,1)  Correspondenz  mit  denen  eines  Kegelschnitts  haben; 
oder  was  dasselbe  ist:  die  nicht  ebene  cubische  Curve  ist  noth- 
wendiger  Weise  unicursal.  Fasst  man  dies  zusammen,  so  hat  man 
des  VerÜEUssers  Satz  B):  „Eine  Curve  der  Ordnung  n  in  einem 
flachen  Baum  von  n  (und  nicht  weniger  als  n)  Dimensionen  kann, 
Punkt  ftlr  Punkt,  auf  einer  Curve  von  der  Ordnung  n  —  k  +  2  in 
einer  Ebene  dargestellt  werden.""  Die  Theile  der  Abhandlung  sind : 
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1 )  unicursale  Cuiren  von  der  Ordnung  n  im  it-dimensionalen  Räume, 

2)  unicursale  Gurven  der  Ordnung  it  in  it— 1  Dimensionen,  3)  uni- 
cursale Gurven  der  Ordnung  n  in  n^k  Dimensionen,  4)  elliptische 
(oder  bicursale)  Gurren  der  Ordnung  n  in  n  — 1  Dimensionen 
[Theorie  der  deriyirten  Punkte  auf  einer  elliptischen  (oder  bi- 
cursalen)  Gurve];  Gurven  vom  Geschlecht  p;  Sätze  über  AbeP- 
sche  Functionen.  Beziehungen  zwischen  der  Ordnung  und  dem 
Geschlecht  einer  Gurve.  Aus  diesem  letzten  Paragraphen  mag 
der  Satz  erwähnt  werden:  „Eine  Gurve  von  der  Ordnung  n  und 
dem  Gesohlecht  p,  das  nicht  grösser  als  ^n  ist,  kann  höchstens  in 
n — p  Dimensionen  existiren.^  Gly.  (0.) 


J.  CoLLET.     Note  sur  le  contact  g^ometrique  des  courbes 

et   des   SUrfaces.    LiouviUe  J.  (3)  IV.  315-334. 

Eine  Berührung  nter  Ordnung  zwischen  2  Gurven,  2  Flächen 
oder  einer  Gurve  und  einer  Fläche  soll,  wie  der  Verfasser  vor- 
schlägt, dann  stattfinden,  wenn  das  von  beiden  Gebilden  b^renzte 
Stück  einer  variabeln  Geraden,  welche  sich  dem  Berührungspunkt, 
aber  keiner  Tangente,  unendlich  nähert,  in  (n-f  i)*""^  Potenz  mit  dem 
Abstände  vom  Berührungspunkte  verschwindet.  Es  wird  bewiesen, 
dass  diese  Zahl  bei  jeder  Variation  der  Geraden  dieselbe  ist,  nur 
nicht  wenn  sie  finaliter  in  eine  Tangente  übergeht.  H. 


B.  Mbhmke.     Bemerkung  über  den  Torsionshalbmesser 

von   BaumCUrven.    Granert  Arch.  LXII.  212-214. 

Betrachtet  man  das  Dreieck  zwischen  3  und  das  Tetraeder 
zwischen  4  consecutiven  Punkten  einer  Gurve,  so  stellt  sich  der 
Sinus  des  Gontingenzwinkels  der  Schmiegungsebene  als  Quotient 
der  Höhen  beider,  das  Linienelement  als  Quotient  des  doppelten 
Dreiecks  und  seiner  Höhe  dar.  Die  Tetraederhöhe  ist  wieder 
Quotient  des  dreifachen  Tetraeders  und  seiner  Grundfläche.  Nach 
Division  hebt  sich  die  Dreieckshöbe,  und  der  Torsionsradius  wird 
i  vom  Product  zweier  Seitenflächen  dividirt  durch  das  Tetraeder, 
raus  nach  Uebergang  zur  Grenze  der  bekannte  Ausdruck  folgt. 

H. 
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E.  CoMBESCURE.     Sur  les  param^res  diff^rentielles  des 
fonctions  et  sur  les  lignes  isothermes  permanentes. 

Ann.  de  l'fic.  N.  (2)  VII.  409-432. 

Bericht  im  folgenden  Jahrgang.  H. 


G.  Ä.  M.  DB  Almeida.      Estado   general    dos   espelhos 

CUrvOS.    Jörn.  sc.  math.  phys.  nat  1877.  130-141;  1878.  165-174. 


A .  Fais.    Intoi*no  alle  curve  gobbe  aventi  le  stesse  noimali 

principali.    Rend.  di  Bol.  1877-1878.   25-26;     Mem.  di  Hol.   YIII. 
609-624. 

Das  Problem  zweier  Ranmcuryen,  welche  dieselben  Hanpt- 
normalen  haben,  hat  zuerst  Bertrand  behandelt  (Liouville  J. 
Bd.  XV) ;  ihm  sind  Andere  gefolgt.  Nach  Erwähnung  der  be- 
treffenden Arbeiten  leitet  der  Verfasser  durch  einfache  Betrach- 
tungen der  Infinitesimal-Geometrie  die  Formeln  her,  welche  die 
zwischen  den  Radien  der  Krttmmung  und  der  Torsion  der  beiden 
Kaumcurven  bestehenden  Beziehungen  ausdrucken,  und  giebt  ihnen 
zum  Theil  eine  einfachere  Gestalt,  als  die,  unter  der  sie  bisher 
bekannt  waren  (vergl.  F.  d.  M.  IX.  p.  439).  B.  K. 


A.  Mannheim.  De  Temploi  de  la  courbe  repräsentative 
de  la  surface  des  nornaales  principales  d'une  courbe 
gauche  pour  la  ddmonstration  de  propri^t^s  relatives 
ä  cette  courbe.    0.  R.  Lxxxvi.  1254-1257. 

EKe  entwickelten  Relationen  verknüpfen  die  Elemente  einer 
Baumcurve  mit  den  Elementen  der  Fläche,  welche  von  den  Haupt- 
normalen dieser  Curve  gebildet  wird,  sie  enthalten  Gesetze  fttr 
solche  Gurven,  für  welche  die  Summe  der  Quadrate  der  ErQm- 
mnngen  constant  ist,  und  geben  eine  Einsicht  in  den  Zusammen- 
hang der  Elemente  von  Curven,  welche  dieselben  Bauptnormalen 
besitzen.  Sehn. 
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B.    Theorie  der  algebraischen  Flächen  nnd  Raam- 

curven. 

P.  Serret.  Sur  un  principe  unique  contenant  toute  la 
th^orie  des  courbes  et  des  surfaces  d'ordre  ou  de 
classe  quelconque.    c.  r.  lxxxvi.  39-42. 

Siehe  Abschn.  IK.  Cap.  2.  B.  p.  452. 


H.  G.  Grassmann.  Verwendung  der  Ausdehnungslehre 
für  die  allgemeine  Theorie  der  Polaren  und  den  Zu- 
sammenhang algebraischer  Gebilde.  Borchardt  J.  LXXXIV. 

273-283. 

In  diesem  Aufsätze,  dem  letzten  mathematischen  Inhaltes,  der 
aus  seiner  Feder  hervorgegangen  ist,  zeigt  Grassmann,  wie  die 
Erweiterungen,  welche  Herr  Reye  in  die  Theorie  der  Polaren  and 
der  Systeme  von  algebraischen  Gebilden  eingeführt  hat,  sich  in 
einfacher  und  naturgemässer  Weise  aus  den  Principien  seiner 
AusdehnuDgslehre  ergeben.  Ein  erhöhtes  Interesse  gewinnt  die- 
selbe durch  die  übersichtliche  Darstellung,  welche  der  hochrer- 
diente  Verfasser  darin  yon  den  Principien  seiner  Symbolver- 
knUpfung  sowie  von  den  Erweiterungen  derselben  giebt,  zu  denen 
er  durch  die  Entwickelung  der  neueren  algebraisch-geometrischen 
Methoden  gelaugt  war.  V. 


E.  Kümmer.  üeber  diejenigen  Flächen,  welche  mit  ihren 
reciprok  polaren  Flächen  von  gleicher  Ordnung  sind 
und    dieselben  Singularitäten  besitzen.     Beri.  MoiiAt8t>6r. 

1878.  25-36. 

A.  Catley.     On  a  sibi-reciprocal  surface.    Beri.  Monatsber. 

1878.  309-313. 

Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  4. 
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E.  PiCARD.     Sur  une  classe  de  surfaces  alg^briques. 

Soo.  philom.    Paris.  127-132. 

Der  Verfasser  wünscht  zu  beweisen,  dass,  abgesehen  von 
der  Römischen  Fläche  von  Steiner,  jede  Fläche,  deren  ebene 
Schnitte  nnicnrsale  Curven  sind,  eine  Regelfläche  ist.  Es  mnss 
die  Durchf&hrung  des  nur  skizzirten  Beweisganges  abgewartet 
werden.  Bl. 


6.  Halphen.      Sur  les    lignes  singiili^res   des    surfaces 

alg^briques.    Bnoschi  Ann.  (2)  IX.  68-105. 

Man  kennt  die  Bemtthungen,  den  Grad  der  Reciprocalfläche 
zu  einer  algebraischen,  sowie  dasjenige  geringste  Mass  von  Singu- 
laritäten zu  bestimmen,  dessen  Einführung  sich  dualistisch  als 
nothwendig  erweist  Zenthen,  der  diese  Untersuchungen  zu  einem 
ersten  Abschluss  gebracht  hat,  berücksichtigt  von  singulären  Linien 
nur  Doppel-  und  RUckkehrcurven.  Lässt  man  höhere  singulare 
Linien  zu,  so  compliciren  sich  die  Verhältnisse  derart,  dass  ein 
detaillirtes  Studium  einzelner  vorläufiger  Fragen  nothwendig  wird. 
Die  vorliegende  Abhandlung  beabsichtigt,  diejenigen  Elemente 
einer  solchen  Curve  oder  vielmehr  der  Fläche  in  ihrer  Nähe  zu 
bezeichnen,  welche  zur  Definition  des  dualistisch  entsprechenden 
Gebildes  nöthig  sind. 

Ebenso  wie  die  vielfachen  Punkte  einer  ebenen  Curve  aus 
nnicursalen  Zweigen  (der  Verfosser  nennt  sie  „Gyden^)  bestehen, 
die  einzeln  dem  Studium  zugänglich  sind,  so  hat  man  auf  einer 
Fläche  zunächst  die  einzelnen  in  einer  vielfachen  Curve  sich 
dorebsetzenden  Mäntel  zu  untersuchen.  Längs  dieser  bildet  ein 
solcher  Mantel  selbst  einen  „Cyclus^,  wenn  die  durch  die  Punkte 
der  singulären  Linie  gelegten  ebenen  Schnitte  Curven  ergeben, 
die  an  dieser  Stelle  Cyclen  besitzen.  Aus  der  Form  der  Reihen- 
entwickelungen, welche  in  einem  jeden  Punkt  der  singulären  Linie 
f)ir  die  Punkt- Coordinaten  der  Fläche  als  bekannt  angenommen 
werden,  schliesst  der  Verfasser  auf  das  erste  Glied  der  analogen 
Entwickelungen  f&r  die  Ebenen -Coordinaten.  Je  nachdem  die 
Lage  der  Tangential -Ebene  der  Fläche  längs  jener  Curve  von 
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lert  oder  nicbt,  je  nachdem  dieBelbe  za- 
e  der  Bingulären  Linie  ist,  oder  Dicht, 
ist,  endlich  je  nach  der  Besehaflenbeit 
der  gegebenen  Eatwickelungen  ändeiD 
lucbten.  Die  erhaltenen  ReenlUte  ver- 
oe  Relation  zwischen  Ordnung  ond  Rang 
lie  ainguUren  Cnrren  bezüglichen  Zahlen, 
r  Rang  der  Umdrebungsfl&cbe  bestimmt 
re  beliebige  Singalaritäteo  besitzt 


s  singulai-it^  des  courbes  gauchea 

H.  P.  VI.  10-43. 

s  einem  Zweig  beBtefaendes  Singnlaritäten 
")  kommen  aaf  Raumcurven  singnlire 
agebuDg  die  rechtwinkligen  Goordinaten 

Zahlen  n,  i,  y  zeigen ,  wenn  man  die 
le  projtcirt,  verschiedenea  Verbalten,  dem 
er  sie  bezw.  Ordnung,  Bang  und  Klasse 
E^twickelungen  darstellen,  nennt  Eine 
itlich  in  denjenigen  Aufgabeo  der  ab- 
le  sich  auf  differentielle  Bedingnngsglei- 
en  die  Raumcurve  in  gewissen  Pnnkten 
i  Differentialgleiohnog,  vermöge  deren  die 
ivisch  invariante  Eigenschaften  besitzeD, 
idelegung  eines  beliebigen  Goordinaten- 
gene  Form  bringen  und  in  dieser  nnter- 
;  besonders  geeignet,  um  den  Ausdruck 
lie  Anzahl  der  Null-  und  Uuendliobkeits- 
iden  DifferentialaOBdrucks  auf  der  Curve 
!  Gestalt  einer  Charakteristikengleiehuiig 
I  gesuchte  Zahl  der  Nullpunkte  sich  Itt- 
voD  Zahlen  znsammensetxt,  deren  eine 
gnngen  allein,   wjüirend  die  andere  nur 
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voD  EigenschafteD  der  Curve  abhängt.  Der  Verfasser  beweist 
scT  eine  Anzahl  (theilweise  bekannter)  Sätze.  Bezüglich  der  al- 
gebraischen Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  findet  er, 
dass  die  Anzahl  der  Punkte  einer  algebraischen  Raumcurve,  die 
einer  solchen  genügen,  sich  durch  eine  Summe  von  vier  Producten 
der  erwähnten  Art  ausdrücken  lässt.  Ein  Analogon  hier/u  für 
Differentialgleichungen  höherer  Ordnung  giebt  es  nicht,  man  be- 
schränkte sich  denn  auf  Curven  mit  speciellen  Eigenschaften, 
z.  B.  solche  ohne  andere  Singularitäten  als  Bückkehrpunkte. 

BL 


L.  Saltel.  Memoire  sur  la  Classification  arguesienne 
des  coarbes  ganches  algdbriques  ou  extension  h  ces 
courbes  du  principe  arguesien.     Ball,  de  Belg.   (2)  XL  VI. 

90-123. 

F.  Folie.     Rapport  sur  ce  memoire.  Ball,  de  Beig.  (2)  XLVi. 

11-13. 

Untersuchung  der  Transformation,  die  durch  die  Gleichungen 

X«  =  yy  =  Zä  =  Tt 
zwischen  den  tetraedrischen  Coordinaten  zweier  Raumcurven  de- 
finirt  wird.  Mn.  (0.) 

P.  Appell.  Sur  une  classe  particulifere  de  courbes 
gaucbes  unicursales  de  quatri^me  ordre.     Oranert  Arch. 

LXIl.  175-182. 

Wenn  die  Tangenten  einer  Curve  vierter  Ordnung  einem 
linearen  Gomplex  angehören,  so  kann  man  ihre  Coordinaten  in 
der  Form  darstellen: 

« :  y :  » :  1  =  1  :  i :  X* :  X*. 
Der  Verfasser  wendet  auf  diese  Darstellung  die  auf  den  Raum 
übertragenen  Operationen  an^  welche  für  rationale  ebene  Curven 
vierter  Ordnung  zur  Aufstellung  der  Oleichung  der  Tangente,  der 
Wendepunkte  u.  s.  w.  von  dem  Referenten  angegeben  wurden, 
und  findet  einige  einfache  Beziehungen.  Bl. 


FortMhr.  d.  Math.  X.  3.  33 
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J.  J.  Walker,  Evans.     Solutions  of  a  question  (5638). 

Ednc.  Times  XXX.  44. 

Die  Curve 

.   du    du    du  du    du   d*u  ^     du  du    d*u 

^         ^  dx    dy    dz  dy    dz    dx*      dx  dz    dy* 

du    du  d^u  

dx    dy  dz* 

geht  durch  die  Inflexionspunkte  auf  ti  =  0;  n  ist  der  Grad  von  u. 

O. 


C.     Raumgebilde  ersten,  zweiten  und   dritten   Grades. 
V.  Mollame.     Su   coordinate  della  piü  corta    distanza 

fra  due  rette.    Bend.  di  Napoli  XVn.  106-110. 

Herr  Cayley  hatte  im  Quart.  J.  XV.  164  (s.  F.  d.  M.  IX. 
552)  die  kürzeste  Entfernung  zweier  Geraden  der  Grösse  und 
Lage  nach  in  Liniencoordinaten  bestimmt  und  war  dabei  von 
rechtwinkligen  Axen  ausgegangen.  Herr  Mollame  giebt  in  der 
vorliegenden  Arbeit  eine  Herleitung  derselben  Grössen  unter  Zu- 
grundelegung schiefwinkliger  Axen.  O. 


R.  Diesel.    Gypsmodelle  von  Flächen  zweiter  Ordnung. 
In  zwei  Gruppen   von    7  und  11  Modellen.    Darmsudt 

Brill. 

Diese  neue  Serie  von  Modellen,  welche  fttr  das  Bedttrfiiiss 
des  mathematischen  Unterrichtes  insbesondere  bestimmt  sind,  be- 
sitzt ebenfalls  die  Sauberkeit,  durch  welche  sich  die  beiden  ersten 
aus  dem  Atelier  des  Herrn  Ereittmayr  hervorgegangenen  Serien 
auszeichnen.  Als  besonders  erwünscht  erscheint  die  —  hier  zum 
ersten  Male  gegebene  —  systematische  Darstellung  der  Krttm- 
mungslinien  auf  allen  Flächen  zweiter  Ordnung.  Referent  möchte 
nur  den  V\'un8ch  aussprechen,  dass  die  erste  Gruppe  etwas  anders 
angeordnet    werde;    so,    wie    sie    vorliegt,    kann  sie   fast   nur 
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zur  Anschaoong  der  rein  gestaltlichen  Verhältnisse  der  Flächen 
dienen.  V. 


A.  L.  LowBLL.     Surfaces  of  the  second  order,  as  treated 
by  quateinaions.    Proc.  Am.  Ac.  xiii.  222-200. 

Es  werden  in  dieser  Arbeit  einige  bekannte  Eigenschaften 
der  Flächen  zweiten  Grades  mit  den  Methoden  des  Qaaternionen- 
Calcfils  untersucht;  besonders  die  Beziehungen  zwischen  conju- 
girten  Durchmessern  und  Diametralebenen,  die  Hauptaxen,  Pole 
und  Polarebenen y  cyclische  Normalen,  Tangentenkegel  u.  dgl. 
Die  nicht  centrischen  Flächen  erfordern  eine  besondere  Behand- 
Inng.  Eine  wesentliche  Abkürzung  scheint  durch  diese  Behand- 
lungs weise  nicht  erreicht  zu  werden.  A. 


SouvANDBR.     .Bur   las  sections   circulaires  des   surfaces 

du  second  ordre.    Borchardt  J.  LXXXV.  339-344. 

Die  Fläche  zweiten  Grades  mit  der  Gleichung 
«1,1«*+  ö2,2Sf'+  «3^»'+2a2^y» + 203,1^0; + 2ai;ixy 

4. 2ai,4aJ  +  2a2,4y  +  203,4»  +  «4,4  =  0 

und  die  Ebene 

ax'\-by  +  ca  +  d  =  0 

schneiden  sich  in  einem  Kegelschnitte,  dessen  Hauptaxenbestim- 
mong  von  der  Lösung  der  quadratischen  Gleichung 

öl,l  — «,       «1,2,  «1^,  Ä 

ai;ii  fl2,2— «,    02^,  b 

Oi^s,  02,3,  (hß—^i     0 

o,  6,  Cj  0 

abhängt;  und  damit  jener  Schnitt  ein  Ereisschnitt  sei,  muss  die 
quadratische  Gleichung  zwei  gleiche  Wurzeln  haben,  also  ihre 
IHsertminante  verschwinden. 

Diese  Diseriminante  ist  zuerst  von  Hesse  vermittelst  ortho- 
gonaler Substitutionen  in  Summen  von  5  bis  10  Quadraten  zerlegt 
(Borchardt  J.  LX.  305.)-  Später  hat  Henrici  gezeigt,  dass  sie 
sich  unter  drei  Formen  als  Summe  zweier  Quadrate  darstellen 

33* 


/^(x)  = 


=  0 
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Usst  (Borehardt  J.  LXIV.  187).  Die  Kreinefanitte  sind  dann 
anter  anderen  Gesiehtspnnkten  von  yersehiedenen  Seiten  unter* 
aneht,  n.  a.  hat  Sonillart  die  Diseriminante  ebenfidls  in  eine  Summe 
zweier  Quadrate  zerlegt  (Borehardt  J.  LXV.  320.)  Indessen  sind 
die  Formen  dieser  Quadrate  bei  beiden  zuletzt  erwähnten  Zer 
legungen  ziemlieh  complicirt 

Der  Herr  Verfasser  gelangt  nun  zu  einer  Reihe  von  Zer- 
legungen ^  deren  Formen  einfiusher  sind,  Ton  denen  die  letzten 
hier  Platz  finden  mögen. 

Wenn  x„  x^  die  beiden  Wurzeln  der  quadratischen  Gleidiung 
sind,  wenn  femer  a'4-&*+^'=l  m*i  ^M^d  ai^^a?,?*-.  etc.  die 
Unterdeterminanten  der  Determinante  d  =  f(0)  bedeuten,  dann  ist 

=  [2ai,i — ( 1 — a')(ai,i + 02,7 + «3^)]' +4  [6a3,i — ca2,i]*, 
(l-ftOC^-^,)* 

=    [2a2,2  — ( l  — fr^C«!,!  +  «2,2 +ff3.3)]*+4  [cOi^i  — Ottj,»]', 

=  [2^3^ — ( l — c*)(ai,i + «2,2 + ff3^)]*+4  [aa2,3— 6cri,3]'. 

Durch  jede  dieser  Formeln  ist  die  Discriminante  der  quadratischen 
Gleichung  in  eine  Summe  zweier  Quadrate  zerlegt.  A. 


Laguerre.  Sur  la  d^termination ,  en  un  point  d*une 
surface  du  second  ordre,  des  axes  de  l'indicatrice  et 
des   rayons   de  courbure  principaux.    LiouWlle  J.  (3)  IV. 

247-257. 

Die  wesentlichen  Resultate  der  analytisch  geflihrten  Unter- 
suchung liegen  in  folgenden  Theoremen: 

„Es  sei  M  ein  Punkt  einer  Fläche  zweiten  Grades,  MT  und 
MT  die  Richtungen  der  KrUmmungslinien  in  diesem  Punkte.  Die 
Richtung  MT  bestimmt  mit  dem  Centrum  der  Fläche  eine  Ebene 
P.  Die  von  M  ausgehende  Normale  trifft  eine  Symmetrieebene 
der  Fläche  in  einem  Punkte,  und  in  diesem  construire  man  senk- 
recht zur  Normalen  eine  Ebene  Q.  Die  Ebenen  P  und  Q  schnei- 
den sich  längs  einer  Geraden;  durch  diese  fahre  man  eine  Ebene 
senkrecht  gegen  die  in  Betracht  gezogene  Symmetrieebene.   Diese 
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snletzt  coDstruirte  Ebene  schneidet  die  Normale  in  dem  Krttm- 
mangscentrum  des  Normalschnitts  der  Fläche,  welcher  durch  die 
Richtung  MT  bestimmt  ist."" 

„Die  Normale  in  einem  Punkt  M  einer  Fläche  zweiten  Grades 
schneidet  die  drei  Hauptebenen  der  Fläche  in  drei  Punkten,  die 
in  ihnen  auf  die  bezüglichen  Hauptebenen  errichteten  drei  Per- 
pendikel bestimmen  ein  Hyperboloid.  Unter  den  Erzeugenden 
des  Hyperboloids,  welche  derselben  Schaar  wie  die  drei  Perpen- 
dikel angehören,  giebt  es  zwei,  welche  zu  dem  nach  M  führenden 
Durchmesser  der  Fläche  senkrecht  stehen.  Diese  Erzeugenden 
treffen  die  Normale  in  den  beiden  Hanptkrttmmungscentren,  und 
die  Ebenen,  welche  durch  jenen  Durohmesser  gehen  und  auf  den 
eonstruirten  beiden  Erzeugenden  senkrecht  stehen,  schneiden  die 
Tangentialebene  in  M  längs  den  Axen  der  Indicatrix.^ 

„Projicirt  man  die  Normale  eines  Punktes  M  einer  Fläche 
zweiten  Grades  nebst  einer  Axe  der  Indicatrix  dieses  Punktes 
auf  die  Ebene  zweier  Symmetrieaxen  der  Fläche,  so  giebt  es 
eine  Parabel,  welche  die  beiden  Projectionen  und  die  beiden 
Symmetrieaxen  berührt.  Dieselbe  berührt  die  Projection  der  Nor- 
malen in  dem  Projectionspunkt  des  Krümmungscentruros,  welches 
dem  durch  die  betrachtete  Indicatrixaxe  bestimmten  Normalschnitt 
angehört  ** 

Es  mag  darauf  hingewiesen  werden,  dass  das  erste  der  an- 
geführten Theoreme  als  eine  Ausdehnung  eines  Satzes  aufgefasst 
werden  kann,  den  Herr  Mannheim  für  Kegelschnitte  ausgesprochen 
hat.  Derselbe  lautet:  Wenn  man  in  dem  Punkte,  in  welchem 
die  Normale  eines  Kegelschnitts  eine  Axe  desselben  schneidet, 
ein  Perpendikel  errichtet,  so  trifift  dieses  den  Durchmesser,  der 
nach  dem  Ausgangspunkt  der  Normalen  läuft,  in  einem  bestimmten 
Punkte;  das  Loth  von  diesem  Punkte  auf  die  betrachtete  Axe 
trifft  die  Normale  in  dem  Krümmungsmittelpunkt. 

Endlich  enthält  die  Arbeit  noch  eine  geometrische  Construction 
der  Axen  der  Indicatrix  und  der  Hauptkrümmungscentren,  wenn 
die  Fläche  zweiten  Grades  dadurch  bestimmt  ist,  dass  die  Haupt- 
axen  der  Lage  nach,  ein  Punkt  der  Fläche  und  die  zu  ihm  ge- 
hörige Normale  gegeben  sind.  Sehn. 


51g  IX.  Abschnitt    AoAlytisehe  Geometrie. 

B.   Mehmke.      Zwei    Sätze   von    den    Flächen   zweiten 

Grades.    Gmoert  Areh.  LXIL  214-215. 

1.  Wenn  man  dorcb  einen  festen  Punkt  Parallelen  tut 
Tangente  und  zur  Hanptnonnale  einer  KrfiUnmungslinie  aaf  einer 
Fläche  zweiten  Grades  zieht  und  die  Abschnitte  vom  festen  Punkte 
bis  zur  Fläche  auf  diesen  Parallelen  s^  und  «,,  l,  und  f,  nennt, 
so  ist  Ar  dieselbe  Krttmmungslinie 

4-  -— —  =  const 


2.  Der  geometrische  Ort  der  durch  einen  festen  Punkt  ge- 
legten Parallelen  zu  den  conjugirten  Tangenten  einer  Krammungs- 
linie  ist  ein  Kegel  zweiten  Grades,  welcher  mit  der  gegebenen 
Fläche  die  Kreisischnittebenen  gemein  hat  und  sie  längs  dner 
sphärischen  Curve  schneidet  Der  Mittelpunkt  der  Kugel,  auf 
welcher  diese  Curve  liegt,  liegt  auf  dem  vom  festen  Punkte  auf 
seine  Polarebene  gef&Uten  Liothe.  Variirt  die  Krttmmungsluiie, 
so  beschreibt  die  Kugel  einen  Bttschel  mit  imaginärem  Funda- 
mentalkreise,  dessen  Ebene  in  der  Mitte  zwischen  dem  festen 
Punkte  und  dem  Fusspunkte  des  Lothes  liegt,  oder  alle  Kngeln 
des  Bfischels  schneiden  orthogonal  diejenige  Kugel,  welche  das 
Loth  vom  festen  Punkt  bis  zur  Polarebene  zum  Durchmesser  hat; 
u.  s.  f.  A. 


Laguerre.     Sur  les  normales   aux  sarfaces  da  second 

ordre.    Nouv.  Add.  (2)  XVII.  163-178. 

Eine  Reihe  Relationen,  welche  sich  auf  die  6  Normalen  be- 
ziehen, die  sich  von  einem  Punkte  des  Raumes  auf  eine  Fläche 
zweiten  Grades  fällen  lassen.  Sehn. 


J.  LoüDON.      Condition    of   a  straight  Hne  tonchiDg  a 

surface.    Am.  J.  I.  388. 
Darstellung  der  Bedingung  für  die  Berührung  einer  Geraden 
mit  einer  Fläche   zweiten  Grades  in  Form  einer  Determinante 
zwischen  den  Coefficienten  der  Gleichungen.  0. 
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A.  Haillbcourt.     Foyers  des  surfaces  du  second  ordre. 

Nouv.  ADD.  (2)  XVII.  457-466. 

Abweichend  von  der  in  neuerer  Zeit  Ton  Darboox  and  an- 
deren festgestellten  Definition  der  Brennpunkte  bei  Flächen  stellt 
der  Verfasser  eine  engere  Definition  auf,  indem  er  unter  einem 
Brennpunkt  einer  Fläche  zweiten  Grades  den  Mittelpunkt  einer 
unendlich  kleinen  Kugel  versteht,  welche  die  Fläche  längs  eines 
Kreises  berührt,  und  unter  Focalkugel  eine  Kugel,  welche  die 
Fläche  längs  eines  Kreises  berührt 

Solche  Brennpunkte  und  Focalkugeln  existiren  natfirlich  nur 
bei  Rotationsflächen.  Neues  ist  in  der  Arbeit  nicht  enthalten,  so 
dass  dem  Referenten  der  Zweck  derselben  nicht  recht  ersichtlich 
ist.  A. 


TowNSEND,    R.  F.  Scott,    C.  Wright.     Solutions  of  a 

question   (5749).    Edac.  Times  XXX.  69-71. 

Es  wird  die  Gleichung  des  Orts  der  Hauptkrümmungsmittel- 
punkte einer  gegebenen  centralen  Fläche  zweiten  Grades  bestimmt. 
Sind  femer  a,  6,  c  die  Halbaxen  der  gegebenen  Fläche,  a»  ßy  y 
die  einer  anderen  confocalen  Fläche,  so  ist  die  Enveloppe  einer 
andern    confocalen    und    coaxialen   Fläche    mit   den   Halbaxen 

— ,  ^ ,  -^  die  Mittelpunktsfläche.  0. 


W.  J.  C.  Sharp,    Evans,    Townsend.      Solutions  of  a 

question   (5662).    Edac.  Times  XXX.  29-30. 

S,  =  a,aj«+6y+c,5'+2/,yÄ  +  2<^,Äa:-f  2Vy  =  0 
seien    die    Gleichungen    der   Äsymptotenkegel    zweier    Flehen 
zweiten  Grades  mit  gemeinsamem  Mittelpunkt.     Dann   sind  die 
drei  gemeinsamen  conjagirten  Diametralebenen  gegeben  durch  die 
Gleichung : 


szo 


IX.  A 


dS 

dx   ' 

dx   ' 


dS. 


dS. 


dS. 


dS. 


dS. 


dS. 


=  I». 


dx   *      dif 


wo 


«.  =  ''.(^)V-  <-"  ='^(^)"+- 


and  A,j  8,,...,  ^1^9  8,9 •••  die  redproken 


i:iH     t     r^U; 


a,y  6,9  •«.  sind. 


fl,,  6,,..., 
O. 


'  E.  W.  Symons,  W.  J.  C.  Sharp.     Solatiou  of  a  questioD 

C56Ö3).     Edac.  Times  XXX.  60-61. 

Es  werden   die  Radien  and  Biebtongscosinus  der  eentnüen 
Kreisscbnitte  des  Conieoids 

tpiitya)  =  a*x*+  6y  +  cW—2hcyz  —  2caxi  —  2abxy  —1=0 

bestimmt    Ferner  wird  bewiesen,  dass,  wenn 

/,  m,        II, 


d\p 


d\p 


dtp 


dx  ^      dy  ^      dz 

für  alle  Werthe  von  x,  y,  9,  die  den  Gleicbungen 

(x+my  +  na  =  0,    tp(x,  y, »)  =  0 

genügen,  identisch  verschwindet,  die  Gleicbungen 

4a«6'cV-r'(a'+6'+cO  +  l  =  0 


und 


(bn  +  mcy  (cl+amy    ""    (am +  6/)*    ""  * 


gelten,  wo 


r«  =  x'+y'+z\ 


0. 


E.  MuGNAiNi.     Sulla   sfera  osculatrice  all'  ellissoide  di 

rivoluzione.     BatUglini  Q.  XVL  270-279. 
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Um  die  Schwierigkeiten  bei  der  Auflösung  geodätischer 
Dreiecke  zn  Überwinden,  welche  daraus  entspringen,  dass  die 
Oberfläche  der  Erde  nicht  sphärisch  ist,  pflegt  maü  den  betrefienden 
Theil  der  Erdoberfläche  durch  eine  Kugel  zu  ersetzen,  deren 
Radius  mit  der  Lage  des  betrachteten  Flächenstttcks  variirt.  Als 
Radius  dieser  Kugel  wird  häufig  der  grosse  HauptkrQmmungs- 
radius  genommen. 

Der  Verfasser  schlägt  vor,  als  Radius  den  der  mittleren 
Krümmung  zu  nehmen;  die  Kugel  ist  alsdann  keine  stationär 
berOhrende,  sondern  sie  osculirt  die  beiden  geodätischen  Linien, 
welche  die  Hauptrichtungen  unter  Winkeln  von  45^  schneiden. 
Ist  das  Verhältniss  der  Hauptkrttmmungen  sehr  wenig  von  1  ver- 
schieden, so  kann  dieser  Radius  ohne  merklichen  Fehler  gleich 
dem  arithmetischen  Mittel  aus  den  Hauptkrttmmungsradien  ge- 
setzt werden.  Der  Verfasser  vergleicht  nun  die  Fehler,  welche 
entstehen,  wenn  man  einen  der  Hauptkrttmmungsradien,  und  weon 
man  den  der  mittleren  Krümmung  nimmt.  Endlich  bemerkt  der 
Verfasser,  dass  diese  Kugel,  wenn  man  die  höheren  als  die 
zweiten  Potenzen  der  Excentricität  des  Dupin'schen  Kegelschnitts 
vernachlässigt,  mit  der  Kugel  gleich  wird,  welche  dasselbe  Krttm- 
mungsmass  hat,  wie  das  EUipsoid. 

Da  die  Eigenschaft  der  Abwickelbarkeit  auf  der  Gleichheit 
d^  Krttmmungsmasses  beruht,  so  mttsste  diese  letztere  Kugel  be- 
sonders geeignet  erscheinen,  und  es  ist  nicht  recht  ersichtlich, 
warum  der  Verfasser  nicht  direct  von  dieser  Kugel  ausgegangen 
ist.  A. 


R.  E.  RiLEY,    R.  F.  Davis.       Solutions    of   a    question 

(5549).    Educ.  Times  XXIX.  75-7G. 

Wenn  eine  Ebene  ein  Rotationssphäroid  unter  einem  Winkel 
a  mit  der  Axe  schneidet,  so  ist  die  Excentricität  des  Schnittes 
ecosa,  wo  e  die  Excentricität  eines  Schnittes  durch  die  Axe  be- 
zeichnet. 0. 
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E.  Catalan.     Sur  les  lignes  de  courbure  de  Tellipsoide 
et  de  la  sui-face  des  ondes.    Ass.  Franc.    Paris. 

Ergänzung  zu  der  Arbeit,  über  die  F.  d.  M.  III.  398—400 
referirt  worden  ist.  Bekannte  und  bisher  noch  nicbt  bekannte 
Eigenschaften  der  Wellenfläche,  welche  ans  den  entsprechenden 
Eigenschaften  des  Ellipsoids  hergeleitet  werden. 

Mn.  (0.) 


A.  ScHÖNFLiESS.     Ueber  das  gleichseitige  hyperbolische 
Paraboloid  und  ein  aus  ihm  abgeleitetes  Strahlsystem. 

Schlömilch  Z.  XXIII.  245-254. 

A.  ScHöNFLiESS.     Ueber  ein  specielles  Hyperboloid  und 
andere  mit  ihm  zusammenhängende  Begelflächen. 

Schlömich  Z.  XXIII.  269-285. 

Die  geometrischen  Beziehungen,  welche  den  Ausgangspunkt 
der  beiden  Arbeiten  bilden,  sind  bereits  von  Binet,  Steiner,  Cbasles 
und  Schroeter  untersucht  (Vgl.  Schroeter,  Berl.  Monatsber.  1877. 
594,  siehe  F.  d.  M.  IX.  553),  und  demgemäss  sind  auch  manche 
der  Resultate  bereits  in  jenen  Arbeiten  enthalten;  indessen  ist 
der  Weg,  den  der  Herr  Verfasser  eingeschlagen  hat,  ein  anderer, 
und  auch  die  Gesichtspunkte,  nach  denen  die  Untersuchung  weiter 
ausgedehnt  ist.  Auch  ist  dem  Verfasser  die  citirte  Schroeter'sche 
Arbeit  erst  während  des  Druckes  der  zweiten  vorliegenden  Arbeit 
bekannt  geworden. 

Der  geometrische  Ort  für  die  Punkte,  deren  Entfernungen 
von  zwei  windschiefen  Geraden  ein  constantes  Verhältuiss  haben, 
ist  bekanntlich  ein  einschaliges  Hyperboloid^  welches,  wie  Steiner 
gefunden  hat,  die  specielle  Eigenschaft  besitzt,  dass  es  der  Ort 
der  Durchschnittskanten  zweier  projectivischer  Ebenenbüschel  ist, 
deren  entsprechende  Glieder  auf  einander  senkrecht  stehen. 
(Hierin  liegt  eine  gewisse  Analogie  zu  der  Eigenschaft  des  Kreises, 
dass  die  Peripheriewinkel  im  Halbkreise  rechte  sind.)  Die  beiden 
windschiefen  Geraden  g  und  h  sind  conjugirte  Polaren,  und  ihre 
betrefifenden   Involutionen    sind,    wie   Schroeter    bewiesen    hat, 
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circalare.  Ist  der  Werth  des  Verhältnisses  Eins,  so  geht  das 
Hyperboloid  in  ein  gleichseitiges  hyperbolisches  Paraboloid  fiber. 

Ist  umgekehrt  ein  derartiges  specielles  Hyperboloid  gegeben, 
80  giebt  es  unzählig  viele  Geradenpaare  g,  A,  welche  in  der  oben 
besprochenen  Beziehung  zur  Fläche  stehen,  der  Ort  derselben  ist 
im  Allgemeinen  eine  Regelfläche  achter  Ordnung  R^j  während 
er  sich  beim  hyperbolischen  Paraboloid  auf  den  dritten  Grad  re- 
dncirt  (AJ. 

lieber  diesen  speciellen  Fall  enthält  nun  die  erste  Abhand- 
lung folgende  Resultate:  Auf  jeder  Geraden  u  des  Paraboloids 
giebt  es  einen  Punkt,  welcher  von  allen  Erzeugenden  der  ß,  zu- 
gleich die  kürzeste  Entfernung  hat.  Die  Gesammtbeit  dieser 
Punkte  bildet  für  jede  Schaar  der  Geraden  des  Paraboloids 
eine  gerade  Linie,  nämlich  die  durch  den  Scheitel  gehende,  zur 
anderen  Schaar  gehörige  Generatrix.  Die  Geraden  des  kürzesten 
Abstandes  von  der  festen  Geraden  g  nach  der  veränderlichen  u 
liegen  wieder  auf  einem  Paraboloid.  Variirt  man  dann  g  auf  ß,, 
so  variirt  dieses  letztere  Paraboloid,  und  die  sämmtlichen  Geraden 
der  kürzesten  Abstände  erfüllen  ein  Strahlsystem  erster  Ordnung 
und  Klasse,  welches  nur  eine  Directrix  besitzt  (oder  bei  der 
beide  Directrices  in  eine  zusammengefallen  sind).  Auch  die 
Grenzflächen  dieses  Strahlsystems  im  Eummer'schen  Sinne  lassen 
sich  leicht  bestimmen.  Es  giebt  ein  zweites  Strahlsystem,  dem 
hier  betrachteten  entsprechend,  wenn  man  an  Stelle  der  ersten 
Schaar  u  die  zweite  Schaar  v  des  Paraboloids  treten  lässt.  Die 
diesen  beiden  Strahlsystemen  gemeinsame  Regelfläche  reducirt 
sich  auf  zwei  windschiefe  Gerade. 

Durch  Variation  des  Parameters  p  in  der  Gleichung  des 
Paraboloids  x* — y*  =  2p«  variirt  man  auch  die  Fläche  R^  mit 
der  Gleichung  2»(«*+y*)-[-p(«'— y*)  =  0,  und  jene  Strahlen- 
systeme erzeugen  je  einen  Complex  von  der  ersten  Ordnung  und 
Klasse.  Ein  solcher  Complex  umfasst  alle  Geraden,  welche  die 
eine  der  beiden  Scheitel -Generatrices  des  Paraboloides  durch- 
schneiden. 

Weniger  einfach  sind  die  Beziehungen  in  dem  allgemeinen 
Fall,  der  in  der  zweiten  Abhandlung  untersucht  wird. 
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Die  Gleichung  des  speciellen  Hyperboloides,  auf  welches  die 
allgemeinere  Aufgabe  führt,  kann  in  die  Form  gebracht  werden: 
A'x'+B'y'-Cz'  =  1,  wo  A'  =  B^-C*  ist. 

Führt  man  die  numerischen  Excentricitäten  ein 

9  C*       3  B^        a—  |_i^' 

*     —  "nt»    *i    —   Q»  J     *a  —   ^  "T  rnf 

80  wird  die  Gleichung  von  R^ 

Diese  Regelfläche  besitzt  zwei  vierfache  Gerade,  erstens  y  =  0, 
i  =  0,  zweitens  die  unendlich  entfernte  Gerade  in  der  Ebene 
X  =  0,  welche  beide  nicht  zu  den  Generatrices  gehören. 

Der  Verfasser  stellt  nun  gewisse  Parameter  der  Fläche  R^ 
durch  die  Weierstrass'schen  5  Functionen  dar,  wodurch  die 
Coordinaten  eines  Punktes  von  R^  sich  bequemer  ausdrtleken. 

Es  ergiebt  sich,  dass  jedem  Werthe  d^s  Verhältnisses  vier  Paar 
Gerader  der  Fläche  R  entsprechen,  und  dann  weiter,  dass  die  Fläche 
vier  Doppelerzeugende  bat,  aber  ausser  diesen  und  den  vierfachen 
Geraden  keine  vielfachen  Geraden  oder  Doppelcurven.  Bestimmt 
man  wieder  für  eine  Gerade  g  von  R^  und  eine  Gerade  u  des 
Hyperboloids  eine  dritte  Gerade  Sj  welche  auf  beiden  senkrecht 
steht,  und  deren  Schnittpunkte  mit  g  und  u  G  und  U  seien,  und 
lässt  u  alle  möglichen  Generatrices  einer  Schaar  durcblaufen,- 
während  g  festbleibt,  so  ist  der  Ort  von  u  eine  Raumcurve  C^ 
vierten  Grades  und  zweiter  Art  (welche  bekanntlich  rationale 
Parameter  hat),  welche  von  jeder  Geraden  der  Schaar  u  einmal, 
von  jeder  Geraden  der  Schaar  v  dreimal  geschnitten  wird.  Alle 
die  C^y  welche  verschiedenen  g  entsprechen,  gehen  durch  die 
Punkte  hindurch,  in  welchen  das  Hyperboloid  die  X-Axe  schneidet 
Zu  zwei  ^onjugirten  Geraden  g  und  h  gehört  dieselbe  Curve  C^. 
Der  Ort  der  Geraden  s  ist  eine  gewisse  Regelfläche  sechster 
Ordnung,  welche  eine  vierfache  Gerade  und  vier  Doppelgerade 
enthält  A. 


A.  Cayley.     On  the  deformation  of  a  model  of  a  Hyper- 
boloid.    MesBeoger  (2)  VIII.  51-52. 
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Lösang  folgender  Frage,  die  von  Herrn  Greenbill  aufgestellt 
ist:  Wenn  man  das  Modell  eines  einscbaligen  Hyperboloids  aus 
Stäben  construirt,  die  die  erzeugenden  Oeraden  darstellen  und 
an  den  Ereuzungspunkten  verbunden  sind,  und  das  Modell  wird 
so  deformirt,  dass  es  die  Form  eines  confocalen  Hyperboloides 
darstellt,  so  ist  zu  beweisen,  dass  diß  Bahn  eines  Punktes  auf 
dem  Modell  orthogonal  ist  zu  dem  System  confocaler  Hyper- 
boloide. Glr.  (0.) 

S.  GüNDELFiNGKR.     Uebcr  die  Transformation  von  Diflfe- 
rentialausdrUcken  vermittelst  elliptischer  Coordinaten. 

Borchardt  J.  LXXXV.  80-88. 

Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  1.  p.  445. 


C.  RoDENBERG.     Zur   Classification   der   Flächen   dritter 

Ordnung.     Clebsch  Ann.  XIV.  46-111. 

Während  der  Herr  Verfasser  in  einer  früheren  Arbeit  „das 
Pentaeder  der  Flächen  dritter  Ordnung  beim  Auftreten  von 
Singalaritäten^  untersucht  hatte,  schlägt  er  in  der  vorliegenden 
Arbeit  den  umgekehrten  Weg  ein,  indem  er  alle  diejenigen 
Flächen  aufsucht,  welche  demselben  Pentaeder  angehören.  So- 
bald das  Pentaeder  aus  fflnf  getrennten  Ebenen  besteht,  können 
unter  den  betrachteten  Flächen  nur  eonische  Knoten  auftreten, 
und  jede  solche  Fläche  mit  conischem  Knoten  bildet  den  Ueber- 
gang  zwischen  Flächen,  welche  zwei  verschiedenen  der  fttnf 
Scbläfii'schen  Arten  angehören,  welche  sich  durch  die  Realität 
der  27  Geraden  der  Fläche  unterscheiden,  gerade  so  wie  bei 
Fläehen  zweiter  Ordnung  der  Kegel  den  Uebergang  zwischen 
dem  einschaligen  und  dem  zweischaligen  Hyperboloid  bildet.  Die 
Möglichkeit  einer  hierauf  gegründeten  Classification  beruht  auf 
einem  Satze  von  Herrn  F.  Klein,  wonach  alle  Flächen  ohne 
Singularitäten^  welche  derselben  Schläfli'schen  Art  angehören, 
durch  continuirliche  Aenderung  der  Constanten  in  einander  ttber- 
geftthrt  werden  können,  ohne  dass  -hierbei  ein  Knoten  auftrete. 
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Kann  man  nun  diese  Ueberfttbrnng  so  bewerkstelligen,  dass  das 
Pentaeder  keine  Singularität  durehmaebt,  dass  also  nicht  etwa 
vier  Ebenen  durch  einen  Punkt  gehen,  so  geben  die  Ueberg&nge 
durch  Knoten^  denen  immer  eine  Verbindung  (-{-)  oder  eine 
Trennung  (— )  zweier  Tbeile  der  Fläche  entspricht,  alle  möglichen 
Arten  ohne  Singularitäten.  Herr  Klein  hat  dies  durch  folgendes 
Schema  dargestellt  Geht  man  aus  von  einer  Fläche  mit  vier 
Knoten,  an  deren  jedem  man  eine  Verbindung  oder  Trennung 
vornehmen  kann,  so  liefert  die  Operation 
+  -f  +  +    I  Flächen  mit  27  rellen  Geraden, 

+  +  +  -    n  „  n      15        « 

+  +  —  in     „      „    7    «        „    , 

H IV       „        w3     y,  „       und  7  reellen  Ebenen, 

V  ^  1^ 

Diese  Operationen  lassen  sich  nun  in  der  Rechnung  sehr  leicht 
durchfuhren,  wenn  die  Gleichung  in  ihrer  canonischen  Form  ge- 
geben ist,  nämlich  die  linke  Seite  als  eine  Summe  von  ftni 
Guben. 

Die  Singularitäten  aber,  welche  auftreten,  wenn  vier  Pentaeder- 
ebenen  durch  einen  Punkt  gehen,  wobei  dieselben  nicht  mdir 
immer  eindeutig  bestimmt  bleiben,  bedürfen  einer  besonderen 
Discussion.  Hierher  gehört  auch  das  ZusaramenCallen  zweier 
oder  mehrerer  Pentaederebenen.  Bei  solchen  Flächen  treten 
biplanare  Knoten  auf.  Den  Gang  der  sehr  ausgedehnten  Dis- 
cussion skizzirt  der  Herr  Verfasser  selbst  etwa  folgender massen: 

Nach  einleitenden  Betrachtungen  über  pentaedrische  Coordi- 
naten  werden  die  Flächen  mit  der  Gleichungsform 

vorausgesetzt,  wo  x^  den  mit  einer  Constanten  multiplicirten 
Abstand   des  Punktes  von   einer  Pentaederebene   bedeutet  und 

Da  aber  Flächen  mit  biplanarem  Knoten  in  dieser  Gleichungs- 
form nicht  enthalten  sind,  so  werden  Durchgänge  durch  solche 
Punkte  besonders  untersucht.  Als  Abschluss  dieser  Untersuchung 
folgt  eine  Vertheilung  der  Knoten,  welche  dabei  auftreten  kÖHBCD, 
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in  dia  verscbiedenen  Kammern,  in  welche  der  Raum  durch  die 
Pentaederebenen  getheilt  wird,  und  die  Aufzählung  der  dabei 
auftretenden  Mannigfaltigkeiten«  Es  giebt  nämlich  ftnf  Te- 
traederkammern und  zehn  Pentaederkammem ,  wenn  sämmtliche 
Ebenen  reell  sind  und  man  den  Raum  als  durch's  Unendliche 
geschlossen  ansieht;  sind  aber  Pentaederebenen  conjugirt,  so 
ändern  sich  diese  Beziehungen  in  leicht  erkennbarer  Weise.  Die 
isolirten  Knoten  erftillen  die  Tetraederkammern,  die  nicht  isolirten 
die  Pentaederkammem.  Complicirter  werden  diese  Gesetze  durch 
die  Singularitäten,  welche  bei  dem  Pentaeder  eintreten  können. 
Es  wird  dann  ein  Satz  abgeleitet,  mit  Hülfe  dessen  die  Glei- 
chongen  aller  Flächen  mit  mehrfachen  Pentaederebenen  aufge- 
stellt werden  können.  Diese  werden  alsdann  besonders  discutirt. 
Darauf  werden  die  Flächen  mit  unbestimmtem  Pentaeder  anfge* 
zählt  und  untersucht  Den  Schluss  bildet  eine  tabellarische  Zu- 
sammenstellung aller  gewonnenen  Resultate.  A. 


Ad.  Hochheim,     lieber  die  Polarflächen  der  windschiefen 
Flächen    dritter     Ordnung.      Schiömiich  z.  xxiii.  308-326, 

.:  345-361. 

Die  Arbeit  ist  eine  sehr  eingehende  Discussion  der  Polar- 
flächen  der  windschiefen  Flächen  dritter  Ordnung  auf  analytischer 
Grandlage. 

Die  allgemeine  Gleichung  der  genannten  Flächen  in  tetrae- 
drischen  Coordinaten  ist 

x^x] — x^x]  =  0. 

Sie  enthält  die  Gerade  x^  =  0,  x^  =  0  als  Doppelgerade  D  und 
ausserdem  die  Gerade  o;,  =  0,  x^  =^  0  als  einfache  Gerade  E, 
die  nicht  zur  Schaar  der  geradlinigen  Erzeugenden  gehört. 
Jede  Gerade,  die  zur  Schaar  der  Erzeugenden  gehört,  genQgt 
den  Gleichungen 


ajj  =  a'a?j,     a?,  =  ax^ 


und  schneidet  sowohl  D  als  E.  Durch  jeden  Punkt  von  D  ^ehen 
zwei,  durch  jeden  Punkt  von  £  geht  eine  Erzeugende;  in  jeder 
Ebene  durch  D  liegt  eine,  in  jeder  Ebene  durch  E  liegen  zwei 
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Erzeugende,  welche  zweimal  in  eine  zusammenfallen  (doppelte 
Erzeugende).  Eine  Singularität  ^  auf  welche  zuerst  Cayley  auf- 
merksam gemacht  hat,  tritt  ein,  .wenn  die  Geraden  D  und  £  zn- 
sammenfallen ;  alsdann  kann  die  Gleichung  der  Fläche  in  die 
Form  gebracht  werden 

WO 

X,  =  0,    X,  =  0 

die  Gleichungen  der  Geraden  T  sind,  in  die  sowohl  D  als  £  fällt 
Die  Untersuchung  erstreckt  sich  nun  zunächst  auf  die 
quadratischen  und  ebenen  Polarflächen  der  characterisirten 
Flächen,  wobei  auch  das  Resultat  gewonnen  wird,  dass  die  Klasse 
der  Flächen  ihrem  Grade  gleich  ist,  (eine  Eigenschaft,  welche, 
wie  Referent  bemerken  möchte,  nach  einem  leicht  zu  erweisenden 
Chasles'schen  Satze ,  allen  windschiefen  Flächen  zukommt  J  auf 
ihre  Hessesche  Fläche  (von  Steiner  Eemfläche  genannt),  deren 
allgemeine  Gleichung  16X3  x^  =  0  ist,  die  also  in  zwei  doppelt- 
gedachte  Ebenen  zerfällt;  auf  die  parabolische  Linie  (von 
Steiner  Wendungscurve  genannt),  welche  aus  der  Linie  D  und 
den  beiden  doppelten  Erzeugenden  besteht;  auf  den  Tangenten- 
kegel,  auf  die  Inflexionstangenten,  welche  sich  von  einem  Punkte 
ausserhalb  an  die  Fläche  ziehen  lassen,  deren  Anzahl  im  All- 
gemeinen sechs  ist,  von  denen  aber  drei  durch  D  .gehende 
zusammenfallen;  auf  die  gemischte  Polare  zweier  Punkte^  auf 
die  erste  Polare  einer  Geraden,  auf  die  Pole  einer  Ebene. 
Ein  zweiter  Abschnitt  behandelt  die  verschiedenen  Enveloppen 
der  Polarebenen,  welche  ebenfalls  den  allgemeinen  Metboden 
entsprechend  discutirt  werden.  In  Folge  der  einfachen  Form  der 
Gleichung  der  Fläche  lassen  sich  die  Rechnungen  sämmtlich  be- 
quem durchfuhren.  Besondere  Resultate,  welche  sich  nicht  aoa 
den  allgemeineren  Theorien  erwarten  Hessen,  sind  nicht  hervor- 
zuheben. A. 


Nash,  Morel.    Solutions  ofaqiiestion  (5432).  Edac.  Times 

XXX.  96-97. 
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Von  eiDem  Paukt  sind  Senkrechte  auf  die  Erzeugenden  der 
Fläche  %(x^  +  y^  —  2mxy  =  0  gef&llt  Ihre  FuBspunkte  liegen 
aaf  einer  ebenen  Ellipse.  0. 


A.    Voss.       üeber    vier    Tangenten    einer    Ranmcurve 
dritter  Ordnung.    Ciebsch  Add.  xiil.  168-174. 

Wenn  man  alle  Raumcurven  dritter  Ordnung  betrachtet, 
welche  drei  gegebene  Gerade  berühren,  so  bilden  ihre  sämmt- 
licben  Tangenten  nicht,  wie  man  erwarten  sollte,  eine  Mannig- 
faltigkeit von  4,  sondern  nur  eine  solche  von  3  Dimensionen, 
oder  einen  Complex,  indem  immer  4  Linien,  die  von  einer  Curve 
berührt  werden,  von  unendlich  vielen  berührt  werden.  Die  nähere 
Untersuchung  dieses  Complexes,  der,  wie  sich  zeigt,  vom  vierten 
Grade  ist,  ist  die  Aufgabe  der  obengenannten  Arbeit 

Lth. 

G.   Smith  Sykes.     Spherical   conics.     Proc.  Am.  Ac.  xiv. 

375-395. 

Die  Arbeit  enthält  eine  allgemeine  Theorie  der  sphärischen 
Kegelschnitte.  Als  sphärische  Coordinaten  werden  die  Tangenten 
der  Länge  und  Breite  eines  Punktes  der  Kugel  gewählt,  was 
auf  eine  centrale  Projection  der  Kugel  auf  eine  Tangentialebene 
hinauskommt.  Nach  Bestimmung  der  Tangenten  und  Normalen 
kommen  zur  Behandlung  die  conjugirten  Durchmesser,  die  Be- 
ziehung der  Curve  zu  ihren  cyclischen  Bogen  (d.  h.  zu  den 
grössten  Kreisen,  deren  Ebene  den  projicirenden  Kegel  in  Punkt- 
kreisen schneiden),  welche  bekanntlich  grosse  Analogie  mit  den 
Asymptoten  der  Hyperbel  zeigen,  die  Focaleigenschaften,  welche 
aas  den  die  cyclischen  Bogen  betreffenden  durch  Uebergang  zum 
Sopplementarkegelschnitt  hervorgehen,  ferner  einige  Sätze  über 
eoncyclische  und  confocale  Kegelschnitte,  dann  die  Beziehung 
zwischen  Pol  und  Polare,  speciell  zwischen  Brennpunkt  und 
Directrix,  die  projectivischen  Relationen,  und  einige  andere  Eigen- 
schaften. Zum  Schluss  wird  der  Uebergang  zu  ebenen  Kegel- 
schnitten gemacht^  indem  der  Mittelpunkt  der  Kugel  in's  Unend- 

Fortaohr.  d.  MaUu  X.  2.  34 
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ei  je  nacb  den  beBooderen  Voraiuaetznnge: 
r  Farabfl]  entatebeo,  deren  Eigenscbafte 
etrachtungen  aus  denen  der  sphäriscfae 

lelbat  iat  in  verschiedener  Form  z.  B.  v 
iJBcher  Geometrie  und  in  der  Abbandlunj 
arische  Kegelschnitt.  Dias.  Breslau  1^71 
195)  sebr  eingehend  behandelt.  Die  vor 
it  einfach  und  kurz.  A. 


1  the  spherical  class  cubic  wtth  tfaret 

Irit.  Ais.  1878. 

kte  ABC  mögen  einen  Quadraoten  f9r  sict 
teziehungsdreieck  ABC  drei  rechte  WId- 
einer  Elaase  dritten  Grades  (class  cnbles) 
ordinaten  bezeichnet  werden  dnrch 

jimppe  Curven  mit  Inflexionspunkten  «od, 
des  begleitendcD  Punktes  (aatellite  poiot) 
>n  von  ä  aus  den  Invarianten  vierten  and 
bischen  Gleichung. 

Cfly.  (0.) 


e  specielle  Ranmgebilde. 

i  qnartiqne  de  Steiner.  0.  R  Lxxxvi 

die  Steiner'scbe  Flftcbe,   besonders  ier 
es,    der   in    manchen    Begebungen  äcb 
den  Kegelachnitten  verhiUt. 

Llb. 
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S.  Li£.     Petite  contribution   k  la  th^orie  de  la  surface 

Steinärienne.    Arch.  r.  Math,  og  Natarv.  lU.  84-91. 

Versteht  man  unter  dem  Pol  einer  Ebene  in  Beziehang  aaf 
einen  Kegelschnitt  den  Pol  der  Durchschnittsgeraden  der  gege- 
benen Ebene  mit  der  Ebene  des  Kegelschnitts,  so  besteht  der 
Satz:  Der  Ort  der  Pole  einer  festen  Ebene  in  Bezug  auf  alle 
Kegelschnitte,  die  auf  einer  Steiner'schen  Fläche  vierter  Ordnung 
dritter  Klasse  liegen,  ist  wiederum  eine  solche  Fläche.  Wenn  je* 
doch  die  vorgelegte  Fläche  die  Ebene  berührt,  so  ist  die  neue 
Fläche  eine  Fläche  zweiten  Grades.  Der  Satz  bleibt  gültig,  wenn 
die  vorgelegte  Fläche  in  eine  Linienfläche  dritter  Ordnung  aus- 
artet L. 


K.  RoHN.  Betrachtungen  über  die  Kummer'sche  Fläche 
und  ihren  Zusammenhang  mit  den  hyperelliptischen 
Functionen  p  =  2.   Diss.  MüncheD. 

Die  vorliegende  inhaltreiche  Arbeit  steht  im  Zusammenhange 
mit  den  Arbeiten  der  Herren  Borchardt  (Ueber  die  Darstellung 
der  Kummer'schen  Fläche,  Borchardt  J.  LXXXIII.  234—245, 
siehe  F.  d.  M.  IX.  562)  und  Cayley  (On  the  16  nodal  quartic 
surface,  Borchardt  J.  LXXXIV.  238-241,  siehe  F.  d.  M.  IX. 
567,  ferner:  On  the  double  thetafunctions,  Borchardt  J.  LXXXIII. 
210—219,  siehe  F.  d.  M.  IX.  365).  Sie  nimmt  aber  ihren  Aus- 
gangspunkt von  gewissen  Betrachtungen  der  Liniengeometrie, 
durch  welche  in  der  That  die  Kummer*sche  Fläche,  wie  Plücker, 
Clebsch  und  Klein  gezeigt  haben,  auf  eine  sehr  elegante  Weise 
behandelt  werden  kann. 

Im  ersten  Theile  werden  diese  geometrischen  Betrachtungen 
durchgeftlhrt.    Bedeuten 

«j  =  0    a?,  =  0    a:,  =  0  .  .  .  a:,  =  0 

die  Gleichungen  sechs  linearer  Gomplexe,   während  die  linken 
Seiten  der  identischen  Relation 

^!+^a  +  •*•  +  ajj  =  0 

34* 
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genttgen^  so  stellt  die  Gleichung 

SD.  d>ak  SD 


die  allgemeinste  Gleichung  eines  Complexes  zweiten  Grades  dar, 
und  die  Gleichung 


stellt  fQr  den  Parameter  A  eine  Schaar  von  Gomplexen  zweiten 
Grades  dar,  welche  wegen  der  Analogie  mit  den  Flächen  zweiten 
Grades  als  „confocal^  bezeichnet  werden  können.  Diese  Schaar 
kann  ganz  analog  mit  den  confocalen  Flächen  zur  Darstellung 
„elliptischer  Liniencoordinaten^  benatzt  werden.  Setzt  man  näm- 
lich fQr  x^x^...x^  die  Coordinaten  einer  gegebenen  Geraden  ein, 
so  erhält  man  4  Werthe  fUr  X;  giebt  man  umgekehrt  vier  be- 
liebige Werthe  X^  X^X^l^^  so  haben  die  vier  entsprechenden  con- 
focalen Complexe  32  Gerade  gemein,  welche  sich  nur  durch  die 
Vorzeichen  ihrer  Coordinaten  unterscheiden. 

Die  sämmtlichen  confocalen  Complexe  haben  eine  gemeio- 
schaftliche  Singularitätenfläche,  welche  von  denjenigen  Geraden 
berührt  wird,  für  welche  zwei  der  vier  X  zusammenfallen.  Dieses 
ist  eine  Kummer'sche  Fläche.  Es  zeigt  sich  dann  weiter,  dass 
alle  Tangenten  in  einem  Punkte  der  Eummer'schen  Fläche  zwei 
confocalen  Complexen  angehören,  welche  den  Parametern  X^  and 
A,  entsprechen  mögen.  Diese  beiden  Parameter  bestimmen  also 
je  32  Punkte  der  Kummer'schen  Fläche.  Variirt  man  einen  der 
Parameter,  während  der  andere  constant  bleibt,  so  bewegen  sieb 
die  32  Punkte  in  der  Richtung  der  Haupttangenten.  Auf  eine  grosse 
Menge  anderer  Beziehungen,  welche  aus  der  Betrachtung  der  l 
gewonnen  werden,  kann  hier  nicht  eingegangen  werden.  Es 
werden  nun  die  Lagenbeziehungen  und  gestaltlichen  Verhältnisse 
der  Kummer'schen  Fläche  untersucht,  wobei  dieselbe  durch  ge- 
ringe Constantenänderung  abgeleitet  wird  aus  einer  doppelt  ge- 
zählten Fläche  zweiten  Grades,  welche  einem  Tetraeder  einge- 
schrieben  ist  Auf  die  Lage  der  16  Knotenpunkte  und  den  Ver- 
lauf der  Haupttangentencurven,  welche  in  der  vorigen  Betraditung 
als  Parameterlinien  auftreten,  wird  hierbei  besonders  eingegangen, 
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und  zwar  mit  RUoksicht  auf  die  verschiedenen  Fälle  hinBichtlich 
der  Realität 

Im  zweiten  Theile  werden  nun  die  zweiunddreissig  Punkte, 
welche  denselben  Parameterwerthen  entsprechen,  durch  Eünftahrung 
hyperelliptischer  Functionen  in  der  Weise  getrennt,  dass  die  Viel- 
deutigkeit auf  Unterschiede  in  den  Perioden  zurflckgefBbrt  wird. 
Es  wird  dann  genauer  die  Vertheilung  der  Parameterwerthe  auf 
die  16  Felder  mit  hyperbolischer  Krtlmmung  (negativem  Krflm- 
mungsmass)  und  die  16  Felder  mit  elliptischer  Krümmung  (po- 
sitivem Erflmmungsmass)  untersucht. 

Im  dritten  Theil  der  Arbeit  ist  gezeigt,  wie  die  Darstellung 
mit  der  Cayley«Borchardt*schen  zusammenhängt.  Als  ein  charak- 
teristischer Unterschied  erscheint  zunächst,  dass,  während  die 
Darstellung  des  Herrn  Verfassers  eine  eindeutige  ist,  jene  Dar- 
stellung in  16  verschiedenen  Weisen  auftritt.  Der  Herr  Verfasser 
zeigt,  wie  durch  eine  Transformation  zweiten  Grades  dieser  Unter- 
schied beseitigt  werden  kann,  und  deckt  durch  diese  Transfor- 
mation den  Zusammenhang  zwischen  den  verschiedenen  Dar- 
stellungsweisen  auf.  A. 


H.  Weber.  Ueber  die  Kummer'sche  Fläche  vierter 
Ordnung  mit  sechszehn  Knotenpunkten  und  ihre  Be- 
ziehung zu  den  Thetafunctionen  mit  zwei  Veränder- 
lichen.   Borchardt  J.  LXXXIV.  332-355. 

Der  Herr  Verfasser  wendet,  angeregt  durch  die  Arbeiten  der 
Herren  Borchardt  und  Cayley  über  die  Kummer'sche  Fläche 
(Borchardt  J.  LXXXHI.  234  und  238 ,  siehe  F.  d.  M.  IX.  562 
und  567),  auf  diese  Fläche  eine  früher  von  ihm  durchgeführte 
Untersuchung  ttber  die  Charakteristiken  der  Thetafunctionen  mit 
zwei  Variablen  an,  ganz  analog  derjenigen,  welche  die  Grundlage 
seiner  Theorie  der  Aberschen  Functionen  vom  Geschlecht  3 
(Preisschrift.  Berlin,  G.  Reimer  1876,  siehe  F.  d.  M.  VIU.  293) 
bildet.    Man  vergleiche  tlbrigens  das  vorstehende  Referat. 

Bedeutet 
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eine  Punction  zweiten  Grades,  deren  reeller  Bestaadtheil  wesent- 
;t  man 


j  för  H,  und  »,  von  —  oo  bis  +  co  er- 
k  gleich  Null  oder  Eins  zu  setzen  sind. 

iisst  die  Charakteristik  der  Thetafunctioo 

n  Perioden 

■d  oft  kurzer  durch  einen  eingeklanimerteii 

L  heisBt  grade  oder  ungrade,  jenachdem 
3r  angrade  ist.  Dem  entsprechend  sind 
-ade  oder  ungerade  Functionen  ihrer  Ar- 
sechzehn  Tcrscbiedeuen  CharakteristikeD, 
nden  sind,  giebt  es,  wie  leicht  zu  erkennen 
grade.     Die  ersteren  werden  in  beliebiger 

ßo    i=  l...i  =  6 


ime  der  CharakteristikeD  verstanden  die 

V   _   (9,+^,,  h,+h',\ 

'  ^9f\-9'.y   K+K^' 

te  auf  ihren  Rest  mod.  2  redncirt  werdes 

le  und  Differenz  zweier  Charakteristikea 

de  leicht  erweisbare  Gesetze: 

r  ungraden  Charakteristiken  ist  gidoh      1 


(;;;S)=(«> 
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IL  Jede  Characteristik ,  ausser  (0)>  lässt  sich' auf  eine  ein- 
zige Art  als  Summe  zweier  ungrader  Ctiaracteristiken  darstellen. 

III.  Jede  Characteristik,  ausser  (O),  tässt  sich  auf  vier  Arten 
in  eine  grade  und  eine  ungrade  und  auf  drei  Arten  in  zwei  grade 
Gharacteristiken  zerlegen. 

IV.  Die  Summe  dreier  von  einander  verschiedener  ungraden 
Gharacteristiken  ist  stets  grade. 

V.  Jede  grade  Charakteristik,  einschliesslich  (0),  lässt  sich 
auf  zwei  Arten  in  drei  von  einander  verschiedene  ungrade  Cha- 
rakteristiken zerlegen. 

Zunächst  wird  mit  Hülfe  dieser  einfachen  Gesetze  bewiesen, 
dass  zwischen  je  f&nf  Thetaquadraten  eine  lineare  homogene 
Gleichung  existirt,  und  dass  sich  sechzehn  Systeme  von  je  sechs 
Thetaquadraten  finden  lassen  von  der  Art,  dass  zwischen  je  vier 
Quadraten  eines  Systems  eine  homogene  lineare  Gleichung  be- 
steht. Die  sechs  Thetaquadrate,  die  den  ungraden  Gharacteri- 
stiken entsprechen,  bilden  ein  solches  System 

(/»,),   W,   (A),   0?4)/(/»J.   0».), 

ein  anderes  ist 

G».),  0»,),  0»,+ft+A),  0?.+A+/?4),  (A+A+A),  0»H-ft+A) 

U.  8.   f. 

Ferner  wird  gezeigt,  dass  zwischen  drei  Producten  von  je 
zwei  Thetafunctionen ,  deren  Gharacteristiken  dieselbe  Summe 
haben,  eine  homogene  lineare  Relation  besteht,  und  zwar  ist  die 
Zahl  dieser  Relationen  120.  Aus  den  hier  besprochenen  Rela- 
tionen lassen  sich  dann  die  Göperschen  Relationen  vierter  Ord- 
nung herleiten,  welche  Herr  Borchardt  in  der  oben  genannten 
Arbeit  benutzt 

Femer  folgen  daraus  die  Rosenhain'schen  Relationen  zwischen 
den  NuUwerthen  der  Thetafunctionen  und  solche,  in  denen  die 
Nnllwerthe  der  Ableitungen  der  ungraden  Thetafunction  vor- 
kommen, die  ebenfalls  von  Rosenhain,  jedoch  ohne  Beweis,  mit- 
getheilt  sind. 

Die  Beziehung  zu  den  hyperelliptischen  Integralen  wird  nun 
dadurch  gewonnen,  dass  man  fttr  die  beiden  Argumente  v^  und  r, 
die  byperelliptischen  Integrale  erster  Gattung  einsetzt,  nämlich 
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'      /        }^(l-«,Ä)(l-a,»)(l-a,0(l-«,a)(l-a,Ä)(l-a,i5)  ' 

wo  gewisse  Beziehungen  zwischen  den  Constanten  a^  b^  a,  6,  der 
Moduln  der  Thetafunctionen  und  den  Periodicitätsmoduln  der 
Integrale  bestehen.  Alsdann  lassen  sich  die  Quotienten  zweier 
Thetafunctionen  algebraisch  durch  Z,  und  Z,  darstellen.  Diese 
Darstellung  wird  in  der  Abhandlung  ihrer  wichtigsten  Beziehungen 
noch  kurz  behandelt. 

Setzt  man  nun  irgend  vier  linear  unabhängige  von  den  Qua- 
draten der  Thetafunctionen  proportional  den  homogenen  Coordina- 
ten  eines  Punktes  im  Raum  p,  g,  r^  «,  so  ist  hierdurch,  wenn 
man  die  Argumente  v^  v,  als  willktlrliche  Veränderliche  betrach- 
tet, eine  Fläche  dargestellt  Jedem  Werthepaar  d,  t>,  entspricht 
ein  Punkt,  und  allen  Werthsjstemen,  die  sich  um  Periodensysteme 
unterscheiden,  derselbe  Punkt  Setzt  man  ausserdem  irgend  eine 
Thetafunction  gleich  Null,  so  erhält  man  einen  ebenen  Schnitt 
jener  Fläche,  da  zwischen  je  fünf  Thetafunctionen  eine  lineare 
homogene  Gleichung  besteht 

Die  Gleichung  der  betrachteten  Fläche  wird  durch  Elimina- 
tion von  t)j  und  t>^  mit  Hülfe  der  oben  entwickelten  Relationen 
aufgestellt  in  120  analogen  Formen;  eine  derselben  ist 

n.«/0  0\  ^OON^ION        </00\^0  1\        i/00\^10\. 

^\\\)^\\\)        ^ooy^oo;     ^oo;^( 

q.,/00\  ^00\  ^\  ON         «/OON  o/l  ON         ^OON  «/l  Iv 


wo  die  ^  die  NuUwerthe  bedeuten. 
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Diese  Gleichaog  stimmt  im  Wesentlichen  mit  der  Gleichung 
der  Kammer^schen  Flächen  ttberein  (Monatsber.  d.  Berl.  Ac.  1864 
p.  252).  Auch  hat  die  hier  dargestellte  Fläche  denselben  Grad 
der  Allgemeinheit,  d.  h.  sie  ist  die  allgemeinste  Fläche  vierter 
Ordnung  mit  sechzehn  Knotenpunkten.  Jede  der  sechzehn 
Thetafunctionen,  gleich  Null  gesetzt,  ergiebt  den  Durchschnitt 
(im  weiteren  Sinne)  mit  einer  singulären  Tangentialebene ^  d.  h. 
mit  einer  solchen,  welche  die  Fläche  längs  eines  Kegelschnittes 
bertthrt;  von  diesen  Ebenen  gehen  16  mal  je  sechs  durch  einen 
Knotenpunkt,  und  die  Charakteristiken  geben  ein  Mittel,  zu  er- 
kennen, ob  eine  bestimmte  dieser  Ebenen  durch  einen  bestimm- 
ten Knotenpunkt  geht,  oder  nicht 

In  Bezug  auf  die  Lagenverhältnisse  der  Knotenpunkte  und 
singnlären  Ebenen  gewinnt  der  Herr  Verfasser  nun  folgende 
Resultate: 

1)  Durch  irgend  zwei  Knotenpunkte  gehen  zwei  singulare 
Tangentialebenen ; 

2)  die  Systeme  von  drei  Knotenpunkten  zerfallen  in  zwei 
Klassen,  je  nachdem  die  durch  sie  bestimmte  Ebene  eine  singu- 
lare Tangentialebene  ist,  oder  nicht.  Es  giebt  320  Systeme  der 
ersten,  240  der  zweiten  Klasse; 

3)  die  Systeme  von  4  Knotenpunkten  und  die  durch  sie  be- 
stimmten Tetraeder  zerfallen  in  drei  Klassen: 

a.  Tetraeder  der  ersten  Art,  deren  vier  Ebenen  singulare 
Tangentialebenen  sind  (80); 

b.  der  zweiten  Art,  welche  gar  keine  singulären  Tangential- 
ebenen enthalten  (60); 

c  der  dritten  Art,  welche  zwei  und  nur  zwei  singulare 
Tangentialebenen  enthalten  (1440). 

In  den  vier  Ebenen  eines  Tetraeders  der  ersten  Art  sind 
alle  sechzehn  Knotenpunkte  enthalten. 

Die  sechzehn  Knotenpunkte  lassen  sich  ferner  auf  ftlnfzehn 
verschiedene  Arten  in  vier  Tetraeder  der  zweiten  Art  zusammen- 
£usen,  von  denen  jedes  die  drei  übrigen  vollständig  bestimmt. 
Es  ergiebt  sich  hieraus  femer,  dass  zwischen  gewissen  Systemen 
von  6  Knotenpunkten  gewisse  projectivische  Relationen  bestehen. 
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welche  nicbt  in  dieser  RelatioD  Btehen, 
er  der  zweiten  Art  Aub  sechs  aolchea 
ie  Übrigen  sämmtlich  linear  constrnirt 
I  beachten,  dasB  das  der  Kammer'scheD 
are  Gebilde  wieder  eine  Eammer'scbe 
!  hier  beaprochenen  Beziehangen  polar 
n  zur  F'ilge  haben.  Zum  Schluss  be- 
,  dasB  in  einem  besondern  Falle  rier 
;De  fallen  kdniien,  welche  nicht  mvga- 

Ist  dies  der  Fall,  so  giebt  es  viermal 
liese  Eigeneobatl  haben.  Die  hierbei 
len  kBonen  vermittelgt  einer  Tramfor- 
lurch  elliptisebe  ThetafanctioDen  ane- 
■  Fall  tritt  ein  bei  der  Fresnel'seheu 
jjeetiTJschen  Umformungen.  Die  recht- 
'  Wellenföcbe  stellen  sich  dann  feiges- 

am(u,  x)  ^am(0,  l) 
am(u,  x)  cosam(e,  A) 
,m  (u,  x)  sin  am  (p,  X) 


-fr*        .„ c'     A'— o' 

-a'  '         ~^    c'  — o' 

L,  V  =  const  bilden  zwei  orthogonale 


a  cubic  referred   to  a  tetrad  of 

ä,     Qnart.  J.  XV.  198-224. 

einer  Cnrre  dritter  Ordnong  ans  Ubbcd 
Tangenten  an  dieselbe  legen,  welche 
eren  Berübrungspankte  ABCD  also  der 
i'angentialpnnkt  isL  Diese  vier  Poakte 
etrad  of  correspoDding  points).    Es  ist 
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bekannt  und  leicht  zu  beweisen,  das«  die  drei  Durchschnitts- 
ponkte  QRS  der  Diagonalen  des  vollständigen  Vierecks  ABCD 
mit  P  zusammen  wieder  in  solches  Quadrupel  bilden,  ferner,  dass 
die  vier  Strahlen  von  einem  beliebigen  Curvenpunkt  T  aus  nach 
einem  Quadrupel  P,QyR,S  gezogen  die  Gnrve  ausserdem  in  den 
vier  Punkten  eines  neuen  Quadrupels  F  Q*  R!  S'  schneiden,  und 
dass  man  auf  diese  Weise  die  sämmtlicheu  Quadrupel  aus  einem 
einzigen  in  linearer  Weise  construiren  kann.  Von  den  sechs 
Diagonalen  berühren  je  zwei,  welche  durch  einen  Diagonalpunkt 
gehen,  dieselbe  Gayley'sche  Curve  dritter  Klasse,  wie  Hesse  be- 
wiesen hat. 

Betrachtet  man  die  Curve  selbst  als  eine  Hesse'sche,  so  ge- 
hört sie  als  solche  zu  drei  durch  dieselben  neun  Wendepunkte 
gelegten  (sogenannten  syzygetischen)  Gurven  dritter  Ordnung  und 
zu  drei  Gay ley 'sehen  Gurven  dritter  Klasse,  die  eben  die  oben 
bezeichnete  Eigenschaft  haben. 

Der  Ort  der  Durchschnittspunkte  von  Tangentenpaaren,  welche 
in  dem  zweiten  und  dritten  Durchschnittspunkt  eines  durch  P 
gezogenen  Strahls  gelegt  sind,  ist  eiue  Gurve  vierter  Ordnung 
mit  drei  Doppelpunkten,  welche  durch  die  vier  Punkte  des  Qua- 
drupels ABCD  gehen,  in  Q,  A,  S  Doppelpunkte  haben  und  durch 
den  Tangentialpunkt  des  Quadrupels  PQRS  geht. 

Die  Art  derjenigen  drei  Punkte  UVW^  welche  die  von  P 
ausgehenden  Sehnen  PP^P^ 

1)  arithmetisch  theilen,  d.  h.  so.  dass 

2)  geometrisch,  d.  h.  so,  dass 

PV  =  ^PP^'PP^] 

3)  harmonisch,  d.  h.  so,  dass 

2  1,1 

r 


PW         PP^     '    PP,  ' 

sind  1)  und  2)  gewisse  Gurven  dritter  Ordnung,  und  3)  ein 
Kegelschnitt,  nämlich  die  erste  Polare  der  gegebenen  Gurve  in 
Bezug  auf  den  Pol  P. 
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Für  Curven  mit  Singularitäten,  d.h.  einem  Doppel-  oder 
Rückkehrpunkt  modifidren  sich  diese  Resultate. 

Die  sämmtlichen  Betrachtungen  lassen  sich  auf  sphärische 
Curven  und  dann  nach  dem  Gesetz  der  Dualität  auf  ebene  und 
sphärische  Curven  dritter  Klasse  tibertragen. 

Als  Ausgangspunkt  fQr  die  analytische  Behandlung  der  an- 
gedeuteten Probleme  dient  die  Definition  der  zu  untersuchenden 
Curve  als  geometrischen  Ortes  der  Berührungspunkte  der  von 
einem  Punkte  P  ausgehenden  Tangenten  an  die  durch  die  vier 
Punkte  ABCD  gelegten  Kegelschnitte.  Nimmt  man  als  Coordi- 
natendreieck  dasjenige,  dessen  Eckpunkte  die  Durchschoittspunkte 
QRS  der  Gegenseiten  des  vollständigen  Vierecks  ABCD  sind,  und 
sind  die  Coordinaten  der  vier  Eckpunkte 

±^»  +y»  +»i 

diejenigen  des  Punktes P  aber  f,g,hj  so  ist  die  Gleichung  der  Garve 


x' 


ißh-Y9)  +  ^  (Yf-  «Ä)  +  y  i^9-ßf)  =  0, 


wenn  aßy  die  laufenden  Coordinaten  sind.  Die  Punkte  ABCD 
bilden,  wie  oben,  das  erste  Quadrupel,  PQRS  das  zweite,  der  ge- 
meinsame  Tangentialpunkt  des  zweiten  Quadrupels  hat,  wenn 
man  f\g'.h  =  \i\:\  setzt,  was  unbeschadet  der  Allgemeinheit 
geschehen  kann,  die  Coordinaten  a;*:y*:i5^  Die  Untersuchung 
lässt  sich  dann  auf  dieser  Grundlage  bequem  durchführen.  So 
ergeben  sich  z.  B.,  wenn  man  die  Punkte  des  Quadrupels  PQBS 
oder  (1,  11),  (1,00),  (0,10),  (0,01)  mit  einem  beliebigen  T  verbin- 
det;  für  die  Punkte  des  aus  den  dritten  Schnittpunkten  gebilde- 
ten Quadrupels  F  R'  Q'  S*  die  Coordinatenwerthe 

(FGH)  (Fgh)  ifGh)  (fgH), 


wo 


F:G:H  =  x^4--4^:y'^T^f^''-'^      ^"^ 


f   9^'-hy''^    g   hx'^fz''^    h   fy'-gx' 

Die  Gleichung  des  Ortes  der  Schnittpunkte  von  Tangenten- 
paaren, deren  Berührungspunkte  auf  einem  beliebigen  Strahl  durch 
P  liegen,  ist 
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Die  drei  Cayley'sctien  Curven  dritter  Klasse  haben  Gleiehangen 
von  der  Form 

(P+9+2r)(pV-gV')  +  rXp-9)i5'  =  0. 
Die  Gleichungen  der  drei  Cnrven,  deren  Hesse^sche  die  gegebene 
ist,  sind 

g'  /?'  (g-y)'  0?-/)'  _  ^ 

X         y  X  — z  y  — s 

und  die  beiden  durch  cycliscbe  Vertauschung  der  Buchstaben 
hieraus  entstehenden.  (Bei  dieser  Gleichung  steht  durch  ein  Ver- 
sehen in  der  Abhandlung 

-^  +  -^  -      .      »    +     ^»      t    =  0.) 
a:         y  X  —z  y  —» 

In   einem  Anhange  werden  die  Curven  dritter  Ordnung  in  der 

Gleichungsform 

untersucht,  wo  a,  ß,  /,  d  die  Abstände  des  Punktes  von  vier 
festen  Geraden  bedeuten,  wie  dies  von  andern  mehrfach  ge- 
schehen ist,  und  es  wird  der  Zusammenhang  dieser  Darstellung 
mit  den  Quadrupeln  besprochen.  Die  angewendeten  Methoden 
erscheinen  fUr  die  analytische  Behandlung  der  Sache  in  der  That 
wohl  geeignet,  doch  ist  nicht  zu  tibersehen,  dass  sich  die  meisten 
der  Resultate  durch  allgemeinere  synthetische  Betrachtungen  sehr 
einfach  ergeben  und  bereits  in  manuigfacher  Weise  untersucht 
sind.  A. 


PiCQüET.      Sur    une  nonvelle   espfece  de   cöurbes  et  de 
surfaces  anallagmatiques.    c.  R  Lxxxvir.  460-463. 
Siehe  Abschn.  IX.  Cap.  2.  D.  p.  487. 


J.   C.  Malet.      On    certain    surfaces    derived    from    a 

quadric.    Trans,  of  Dublin.  1878. 

Enthält  die  Ausdehnung  der  Resultate  der  Arbeit  „On  the 
negative  pedal  of  a  central  conic^  (s.  Abschn.  IX.  Cap.  2.  D. 
p.  491)  auf  Oberflächen.  Csy.  (0.) 
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Hbnnebbrg.    Bestimmang  der  niedrigsten  Klassenzahl  der 

algebraischen  Minimalflächen.   Brioschi  Ann.  (2)  IX.  54-5S. 

Referat  im  folgenden  Bande.  M. 


Kiepert,     üeber  Mininaalflächen.    Zweite  Abhandlung. 

BorchardtJ.  LXXXV.  171-1^3. 

Die  in    der  ersten  Abhandlung  über  Minimalflächen   (Bor- 

chardt  J.  LXXXI.  337-348;  siehe  F.  d.  M.  VIII.  .528)  von  dem 

Herrn  Verfasser   gegebenen   allgemeinen  Formeln  werden  hier 

auf  2  specielle  Schaaren  von  Minimalflächen  angewendet.     Es 

sind  dies  die  von  Herrn  Schwarz  (Berl.  Monatsber.  1872,  p.  25 

und  26)  sogenannte  Enneper'sche  Flächenschaar,  deren  Gleichung 

die  Form 

h'Ch(2hx)-k'Ch{2h'y)  =  cos(2&ifc'») 

hat  (vgl.  Gott  Nachr.  1867  p.  297),  und  die  Scherk'sche  Flächen- 
schaar  mit  der  Gleichung 

cos  X  =  a'.cosy 
(vergl.  Jablonow  Acta.  1832,  IV.  fasc.  IL  205-280  und  Grelle  J. 
Xin.  185-208).  Die  Coordinaten  eines  Punktes  dieser  Flächen 
lassen  sich  auf  einfache  Weise  durch  elliptische  Functionen 
zweier  Veränderlichen  f ,  ij  darstellen.  Für  constante  Werthe  von 
^,  rj  erhält  man  auf  den  Enneper'schen  Flächen  die  Krümmung»- 
linien,  denen  auf  den  Scherk'schen  Flächen  die  Asymptoten- 
linien entsprechen;  und  für  constante  Werthe  von  $+17  ergeben 
sich  auf  den  Enneper'schen  Flächen  die  Asymptotenlinien,  auf 
den  Scherk'schen  die  Krfimmungslinien.  Auf  den  Enneper'schen 
Minimalflächen  giebt  es  zwei  Schaaren  ebener  Curven,  deren 
Bogen  ein  elliptisches  Integral  erster  Gattung  ist,  wobei  die 
obere  Grenze  eine  sehr  einfache  geometrische  Bedeutung  hat, 
und  der  Bogen  der  Krümmungslinien  ist  einem  eben  solchen 
elliptischen  Integral  proportional.  Von  der  Scherk'schen  Flächen- 
schaar  gilt  Entsprechendes.  M. 


S.  LiE.     Sätze  über   Minimalflächen.   I.     Arob.  f.  Matb.  og 

Natnry.  III.  166176. 
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Enthält  eine  Minimalfläcbe  eine  ebene  Krflmmnngslinie,  so 
ist  die  Fläche  algebraisch,  wenn  die  Curve  die  Evolute  einer 
ebenen  algebraischen  Curve  ist,  sonst  nicht  Berührt  eine 
Minimalfläche  eine  Gjlinderfläche  längs  einer  geodätischen  Curve, 
die  nicht  eben  ist,  «o  ist  die  Fläche  algebraisch,  wenn  die  Curve 
algebraisch  ist,  und  nur  in  diesem  Falle.  Die  Minimalfläche,  die 
die  Evolute  (die  Polarfläche)  einer  algebraischen  Raumcurve  längs 
des  Ortes  der  Erttmmungsmittelpunkte  bertthrt,  ist  algebraisch. 
Berflhrt  eine  Minimalfläche  die  Evolute  einer  algebraischen  Raum- 
cnrve  C  längs  des  Ortes  der  Krflmmungsmittelpunkte,  so  steht  sie 
in  demselben  Verhältnisse  zu  den  Evoluten  aller  Focalcurven 
von  C.  Jede  algebraische  Minimalfläche  berflhrt  oc'  Evoluten 
algebraischer  Raumcurven  längs  des  Ortes  der  Krttmmungsmittel- 
punkte.  (Henneberg  hat  schon  frflher  gezeigt,  dass  eine  Minimal- 
fläche mit  einer  ebenen  geodätischen  Curve  nur  dann  algebraisch 
ist,  wenn  die  Curve  die  Evolute  einer  ebenen  algebraischen 
Curve  ist).  L. 


S.  LiK.     Sätze  über  Minimalflächen.  IL    Arch.  f.  Math,  og 

Natarv.  IV.  224-233. 

Die  Tangentenkegel  einer  algebraischen  Minimalfläche  be- 
rQhren  dieselbe  nach  00'  algebraischen  Curven.  Diesen  Gurven 
entspredien  auf  der  Bonnef  sehen  Biegungsfläche  die  oo'  Curven, 
längs  deren  diese  letzte  Fläche  die  Evoluten  algebraischer  Raum- 
curven bertthrt.  In  jedem  allgebraischen  Kegel  ist  es  möglich, 
unbeschränkt  viele  (00°°)  algebraische  Minimalflächen  einzu- 
schreiben.   Es  ist  möglich  alle  diese  Flächen  zu  bestimmen. 

L. 


S.  LiB.     Sätze  über  Minimalfiächen.  III.    Arch.  f.  Math,  og 

Natupv.  IV.  840-351. 

Henneberg  hat  gezeigt,  dass  der  orthogonale  Querschnitt 
eines  jeden  einer  algebraischen  Minimalfläche  umschriebenen 
C^linders  die  Evolute  einer  ebenen  algebraischen  Curve  ist.  Es 
stellt  sich  daher  die  Aufgabe  zu  entscheiden^  in  welchen  alge- 
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braiBchen  Developpablen  sich  algebruBChe  MinimalflSchen  ein- 
schreiben  lassen. 

In  jede  einer  algebraischen  Hininialäftche  nrnschriebeDe 
Developpable  ist  es  mOglich  oo"  algebraische  HinimalflSchen  eio- 
zuschreiben.  Dies  ist  somit  der  Fall  mit  allen  Erolaten  von 
algebraischen  Ranmcurren ,  and  zugleich  mit  einer  jeden  Develop- 
pable,  deren  Ebenen  eine  feste  Gerade  unter  constantem  Winke! 
schneiden.  Die  eingeschriebenen  algebraischen  MinimalfläcbeD 
werden  darcb  eine  elegante  Construotion  bestimmt  L. 


H.  MoLiNs.  Sur  de  nouvelles  classes  de  courbes  alg^^ 
briques  gauches  dont  les  arcs  reprSsenteut  exactemeot' 
la  fonction   elliptique   de  premi&re  espfece  k    module 

quelconque.     LionrilloJ.  (3)  IV.  187-213. 
Die  Carre,  welche  die  in  der  Ueberschrift  erwähnte  £^gea- 
Bchaft  bat,  wird  dnrch  Transformation  mittelst  reciprokec  Radiei- 
vectoren   (mit  dem  Ursprung  des  Coordinatensjstems  als  Pol) 
aus  der  folgenden  abgeleitet: 

X  —  acon(p-\-  l)2|-|-6cos(p  — 1)C 
y  =  own(p+I)C  +  6Bin(p— l)C 
a  =  csin^, 
wo  ^  ein  Parameter,  p  eine  rationale  Zahl  ist.  Der  Bogen  dieser  Com 
druckt  sich  durch  ein  elltptigches  Integral  2'"  Gattung,  der  der  tnus- 
formirten  durch  ein  solches  l'"  Gattung  aus.   Für  c*  =4aA(l— p") 
gehen  dieselben  in  Ereisintegrale  Dber.  Bl. 


Capitel  4.  I 

(Complexe,  Strahlensysteme), 
ber  das  gleichseitige  hyperbolische 
n  aus  ihm  abgeleitetes  Strahlsystem- 

15-255. 

Cap.  3.  C.  p.  522. 
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E.  Kummer.  Ueber  diejenigen  Flächen,  welche  mit  ihren 
reciprok  polaren  ^^lächen  von  gleicher  Ordnung  sind 
und    dieselben    Singularitäten    besitzen.    Beri.  Monatsber. 

1878.  25-36. 

A.  Cayley.     On  a  sibi-reciprocal  surface.   Berl.  Monauber. 

1878.  309-313. 

In  der  erstgenanDten  Arbeit  zeigt  Herr  Kammer  eine  neue 
Fläche,  welche  mit  der  sogeDanDten  Kummer'scben  Fläche  die 
Eigenschaft  theilt,  sich  selbst  reciprok  zu  sein.  Sie  ist  die  Brenn- 
fläche eines  Strahlensystems  dritter  Ordnung  und  dritter  Klasse,  im 
Falle  dieses  die  Eigenschaft  hat,  dass  die  drei  durch  einen  Punkt 
gehenden  Strahlen  nicht  in  einer  Ebene  liegen.  Die  Fläche  be- 
sitzt eine  Wendungscurve  8*^"  Grades,  12  singulare^  längs  Kegel- 
schnitten berührende  Tangentenebenen  und  12  Knotenpunkte, 
welche  in  sechs  Schnittlinien  der  singulären  Tangentenebenen 
liegen,  dabei  ist  jede  dieser  Ebenen  in  4  Punkten  Schmiegungs- 
ebene  der  Wendungscurve,  welche  zugleich  auf  dem  Bertthrungs- 
kegelschnitt  der  Tangentenebene  gelegen  sind. 

Die  Fläche  kann  auch  erzeugt  werden  als  Einhüllende  einer 
Scbaar  von  Flächen  zweiter  Ordnung,  die  einen  Parameter  im 
dritten  Grade  enthalten. 

In  der  zweiten  der  oben  angefahrten  Abhandlungen  zeigt  Herr 
Cayley,  dass  in  Folge  dessen  die  Fläche  zu  einer  Klasse  gehört, 
die  er  im  U.  Bde.  d.  Proc.  Lond.  Math.  Soc.  aufgestellt  hat.  Die 
vorliegende  Fläche  kann,  wie  er  beweist,  angesehen  werden  als 
Einhflllende  derjenigen  Flächen  zweiter  Ordnung,  in  welchen  sich 
entsprechende  Complexe  aus  drei  projectiven  Büscheln  von  Com- 
plexen  schneiden.  Lth. 


Th.  Reyk.  üeber  Strahlensysteme  zweiter  Klasse  und 
die  Kummer'sche  Fläche  vierter  Ordnung  mit  16  Knoten- 
punkten.   Borchardt  J.  LXXXYI.  84-107. 

Siehe  Abschn.  VIII.  Cap.  5.  B.  p.  420. 


rortKhr.  d.  Math.  X.  2.  35 


ichnltt.     ADBlTtiscfae  Geometrie. 

oui  preliminari  per  la  geometria  pro- 
zio    rigatO.       Nota  I.     BatUglini  G.  XTl. 

[I.  Cap.  5.  B.  p.  421. 


ßATTAOLtNi.      Relaziooi   sopra    due 

)Orali.     Atti  B.  Acc.  d.  Line.  (3)  tl.  175-176. 

später  zu  besprecbeDden  beiden  Arbuteo 
B  Complexe  zweiten  Grades  and  Ober  die 
Nr. 


e  generaziotie  di  nn  complesBo  par- 
ido  determinato  da  un  sUtema  polare 
stema  piano  polare.    Rend.  ist.  Lomb.  [2| 

hte  Gomplex  besteht  aus  den  Treffgeraden 
rojectiver  BUschel,  welche  auf  der  Schnitt- 
ei  projective  Pnnktreihen  mit  zasammen- 
en  bestimmen,  nnd  ist  ein  specieller  Fidl 
V. 


:  ein  Gebilde  der  analytischen  Geo- 
oes,  welches  dem  Connexe  zweiter 
rster  Klasse   entspricht.     Pr.  Chemoiti. 

1-323. 

Qg  der  Connexe  io  der  Ebene  hatte  Bcboo 
r  letzten  Arbeiten  (Clebsch  Ann.  VL  S.  103) 
:te  angegeben.  Der  Verfasser  erweitert 
n  Theil  derselben  anf  den  Baumconnes 
nnd  antersucht  insbesondere  des  Coonex 
Atspricht  eine  F,  ^s  CoiiDex£&che,  welche 
ht,  wenn  die  Ebenen  eine  Fläche  vierter 
mteofläclie    des   Connexes    umh  Dllen ;   die 
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Kegelspitzen  liegen  dann  auf  der  Eernfläche  vierter  Ordnung  K. 
Sodann  wird  der  Begriff  des  conjugirten  Connexes,  sowie  der 
eines  anderen  co Varianten  Gebildes  entwickelt;  der  conjugirte 
Connex  ist  für  [2, 1]  ein  [4,8],  dessen  Gleichung  in  symbolischer 
Form  als  Resultante  dreier  temärer  quadratischer  Formen  erhalten 
werden  kann.  Die  Abhandlung  schliesst  mit  einigen  Bemerkungen 
über  die  Haupt-Coincidenzcurven  des  Gonnexes.  V. 


A.  Cayley.     On  the  geometrical  representation  of  ima- 
ginary   variables    by   a   real   correspondence    of    two 

planes.    Proc.  L.  M.  8.  IX.  31-39. 

Die  sämmtlichen  Werthe  der  complexen  Zahlen  u,  v,  welche 
eine  Gleichung  f{uv)  =  0  befriedigen,  kann  man  in  zwei  ver- 
schiedenen Ebenen  P,  17  darstellen;  jeder  Curve  Cin  P  entspricht 
dann  eine  correspondirende  Curve  F  in  77.  Von  dieser  Auf- 
gsung  hatte  bereits  Herr  Frege  in  seiner  Dissertation:  „Geo- 
metrische Darstellung  der  imaginären  Gebilde  in  der  Ebene,'' 
Jena  1873,  Gebrauch  gemacht  Herr  Cayley,  welcher  schon 
(Proc.  L.  M.  S.  VIII.  p.  212)  die  Gleichung  ti«  +  o'  =  a'  inter- 
pretirt  hatte,  erläutert  vom  Standpunkt  der  Analysis  situs  aus  die 
verschiedenen  Gestalten  der  Curven  /",  welche  einer  geschlossenen 
Corve  C  entsprechen,  insbesondere  den  Fall,  wo  C  einen  Ver- 
zweignngspunkt  von  P  einschliesst.  V. 


A.  Voss.     Raumcurven  und   Developpabele.    ciebsch  Ann. 

XUL  232-249. 

Soll  eine  Gerade  zwei  unendlich  nahe  Tangenten  einer  Raum- 
curve  treffen,  so  muss  dieselbe  entweder  eine  Treffgerade  der 
Curve  oder  eine  Tangente  der  zu  letzterer  gehörenden  Develop- 
pabelen  sein.  Die  Gleichung  der  Curve  in  Liniencoordinaten 
wird  daher  durch  eine  Discriminante  dargestellt,  welche  vermöge 
der  Identität  zwischen  diesen  LinienC/Oordinaten  in  zwei  rationale 
Factoren  zerfallen  muss.  Diese  Verhältnisse  werden  algebraisch 
erläutert  an  den   rationalen  Raumcurven,   insbesondere  an  der 

35* 
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KaDmcarre  dritter  OrdDnng  und  id  Verbindung  damit  der  Kn- 
aammeDbaDg  des  FormensyateiuB  einer  bin&ren  biquadratigohen 
Form  geometrisch  interpretirt  V. 


Kapitel  6. 

ideutige  Transformationen, 
tbildungen. 

indentige  Transformation  und 
.bbiidnog. 

Äbbildang  einer  mit  einem  Cus- 
!n  Raumcurve  vierter  Ordnung 
tt    Wien.  Ber.  LXXVin.  896-398. 

e    Abbildung   einer    Raumcurve 
einem   Doppelpunkt    auf  einen 

ir.  LXXVni.  891-895. 
ie  Uebertragnng  einiger  BeinefaaDgeo 
lannteo  Curven  vierter  Ordaang  aof 
egelschnitt,  dessen  Punkte  eindeutig 
,  durch  welcben  sich  die  Coordinaten 
38en.  Hau  kann  als  die  Quelle  der 
rs  wobi  die  bekannten  v.  Standt'scheD 
auf  einem  Kegelschnitt  bezeichnen. 
Bl. 


Bemerkungen   Über   die   Abbil- 
1  ebenen  Curven  auf  einander. 
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F.  P.  RuppiNi.     BIsoluzione    di   2  equazioni    di   condi- 
zione  di  trasformazione  cremoniana  di  figure  piane. 

Mem.  di  Bologna  VI  IL 


P.  Mansion.     Sur  la  transformation  harmonique  linöaire. 

N.  C.  M.  IV.  257-261,  313-318. 

Die  homologische  Transformation,  definirt  durch 
X(»-f-a)  =  oa?,     y(a  +  o)  =  ay,    Z(Ä-f-o)  +  ö»  =  0 
ist  die  einzige  umkehrbare  lineare  Transformation. 

Mn.  (0.) 


B.  Igel,     üeber  die  orthogonalen  und  einige  ihnen  ver- 
wandte Substitutionen.    Wien,  Gerold. 

Werden  in  den  GoUineationsformeln  zweier  n-facher  Mannig- 

£Edtigkeiten : 

/ux,  =  Sonyk 
mit  den  Auflösungen: 

beide  Male  die  sich  selbst  entsprechenden  Elemente  aufgesucht, 
so  entstehen  zwei  Gleichungen  fi^^°  Grades  mit  den  nämlichen 
Wurzeln  ^u.  Dieses  Principes  bedient  sich  der  Verfasser,  um 
einige  bekannte  Determinantensätze,  sowie  ein  Theorem  von 
Aronhold  (Crelle's  J.  LV.  p.  97)  zu  erweisen.  V. 


L,    BiANCHi.      Nota    sulle  trasformazioni   univoche   pel 

piano  e  nello   spazio.    Battaglitii  G.  XVL  263-266. 

Eindeutige  Transformation  einiger  einfacher  homaloidischer 
Curvensehaaren,  d.  h.  Netz  von  rationalen  Gurven,  die  sich  in  je 
einem  beweglichen  Punkte  schneiden.  Die  Raumtransformationen 
betreffen  den  bekannten  Fall,  wo  die  der  Ebeqe  entsprechenden 
Flächen,  von  der  Ordnung  n,  einen  (n  —  l)-fachen  gemeinsamen 
Punkt  haben.  Nr. 
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E.  Bertini.      Trasformazioni   univoche  involutorie    nel 

piano.    Darboox  Ball.  (2)  II.  212-213. 

B.  DE  Paolis.     Le  trasformazioni  piane  doppie.   Darbou 

Bull.  (2)  II.  209-211. 

Referate  aber  die  in  diesem  Jahrbuch  IX.  p.  577  und  581  be- 
sprochenen Arbeiten.  Nr. 


M.  Nöther.     Ueber  die  ein-zweideutigen  Ebenentrans- 
formationen.   Erl.  Ber.  X.  81-86. 

Ueber  den  Gegenstand  dieser  Note  und  über  die  betreffende 
Literatur  ist  in  dem  Jahrbuch  IX.  (1877),  p.  58 1,  gelegentlich  einer 
Arbeit  des  Herrn  de  Paolis  eingehend  referirt  worden.  In  jener 
Arbeit  waren  nur  die  Beziehungen  betrachtet  worden,  welche 
nach  geleisteter  Abbildung  zwischen  den  beiden  Ebenen  statt- 
finden; ohne  dass  die  fundamentaleren  Fragen:  welche  Doppel- 
ebenen überhaupt  auf  die  einfache  Ebene  abbildbar  sind^  und  wie 
man  alle  Systeme  von  hyperelliptischen  Gurven  der  einfachen 
Ebene,  welche  zu  Doppelebenen  führen^  zu  construiren  habe, 
berührt  waren.  Mit  diesen  Fragen  beschäftigt  sich  die  vorliegende 
Note.  Die  beiden  Fragen  hängen  in  ihrer  Lösung  unmittelbar 
von  einander  ab;  und  die  Note  behandelt  den  Gegenstand  nach 
der  ersteren  Seite.  Man  hat  dabei  die  Aufgabe,  ein  zweifach 
unendliches  System  von  rationalen  Gurven  anzugeben,  welche 
eine  gegebene  Curve  (die  Uebergangscurve  der  Doppelebene) 
überall,  wo  sie  dieselbe  treffen,  von  Fundamentalpunkten  ab- 
gesehen, in  der  ersten  Ordnung  berühren,  und  unter  deren 
gegenseitigen  Schnittpunkteif  jeweils  einer  ausgezeichnet  ist 
Diese  Aufgabe  wird  nach  einer  allgemeinen  Methode,  deren 
Fundament  der  „Restsatz^  (Clebsch  Ann.  VII.  p.  271)  ist,  behan- 
delt, wobei  sich  alle  abbildbaren  Doppelebenen,  einige  ganz  sin- 
gulare Fälle  möglicherweise  ausgenommen,  ergeben,  pas  Resultat 
ist,  dass  nur  drei  Arten  und  die  aus  denselben  durch  eindeutige 
Transformation  ableitbaren  existiren.  Eine  der  drei  Arten  war 
vorher  unbekannt ,  nämlich   die,   wo  die  Uebergangscurve  eine 
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Cuire  6**^"  OrdDiing  mit  zwei  benachbarten   dreifachen  Punkten 
wird.  Nr. 


R.  DE  Paolis.  La  trasformazione  piana  doppia  di 
secondo  ordine  e  la  sua  applicazione  alla  geometria 
non-euklidea.    Mem.  B.  Acc.  d.  Line.  (3)  IL 

Von  dem  einfachsten  Fall  der  ein-zweidentigen  Ebenentrans- 
formationen  (vgl.  das  vorhergehende  Referat,  sowie  das  Jahrb. 
IX.  p.  581)  wird  eine  Anwendung  auf  die  Entwickelung  der 
Beziehungen  der  nicht  -  Euklidischen  Geometrie  gemacht.  In 
diesem  Fall  entsprechen  den  Geraden  der  einfachen  Ebene  £'  die 
Kegelschnitte  ^,  welche  durch  einen  festen  Punkt  der  Doppel- 
ebene E  gehen  und  deren  Uebergangscurve  i2,  einen  Kegelschnitt^ 
doppelt  berühren;  den  Geraden  der  Doppelebene  entspricht  ein 
Netz  von  Kegelschnitten  in  E?,  welche  durch  zwei  feste  Punkte 
gehen.  Lässt  man  diese  zwei  Punkte  mit  den  Kreispunkten 
von  P  zusammenfallen,  so  erhält  man  eine  Transformation,  durch 
welche  alle  Euklidischen  Kreise  von  E'  in  die  Kegelschnitte  von  £ 
tibergehen,  welche  ß  doppelt  berühren,  d.  h.  in  die  nicht- 
Euklidischen  Kreise  von  E',  wenn  man  Q  als  absoluten  Kegel- 
schnitt für  die  projectivische  Massbestimmung  in  £'  zu  Grunde 
legt  Umgekehrt  entsprechen  jedem  solchen  Kreise  in  £'  zwei 
conjugirte  Euklidische  Kreise  in  £.  Auf  diesem  Wege  ist  es 
möglich,  alle  Mass-  und  Lagenbeziehungen  der  Euklidischen 
Geometrie  unmittelbar  in  solche  der  nicht- Euklidischen  Geometrie 
zu  übertragen.  Dies  geschieht  vom  Verfasser,  wobei  besonders 
auf  die  Systeme,  welche  Systemen  orthogonaler  Kreise,  sich  be- 
rührender Kreise  etc.  entsprechen,  ausführlich  eingegangen  wird. 

Nr. 


R.  DB  Paolis.  La  trasformazione  piana  doppia  di  terzo 
ordine  primo  genere  e  la  sua  applicazione  alle  curve 
del  quarto  ordine.    Mem.  R.  Acc.  d.  Line.  (3)  IL  152. 
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L.  Cremona    e    6.   Battaolini.       Relazione    gopra   la 
trasformazione  plana  doppia  etc.    Atu  R.  Acc  d«  Line  (3) 

II.  152. 

Der  Fall  der  ein-zweideatigen  Ebenentransfonnationen  (siebe 
F.  d.  M.  IX.  581),  bei  welchem  die  Uebergaogscurre  Ü  der  Doppel- 
ebene £  eine  allgemeine  Curve  4^^'  Ordnung  ist,  ist  von  Clebscb 
behandelt  und  auf  die  Auszeichnung  eines  Aronhold'schen  Systems 
von  7  Doppeltangenten  der  fi,  d.  h.  eines  solchen  Systems  ^  bei 
welchem  die  Berührungspunkte  von  irgend  drei  derselben  nicht 
auf  einen  Kegelschnitt  liegen,  zurttckgef&hrt  worden;  und  ein 
anderer  Beweis  der  Abbildbarkeit  einer  solchen  Doppelebene 
findet  sich  in  der  oben  (p.  550)  besprochenen  Note  des  Refe- 
renten. Der  Verfasser  der  vorliegenden  Abhandlung  geht  mm 
von  der  bereits  als  bewiesen  gedachten  Abbildung  selbst  aus, 
also  von  demjenigen  System  von  Curyen  3**' Ordnung,  CS,  mit 
7  festen  Fundamentalpunkten,  welche  in  der  einfachen  Ebene  F 
gelegen  sind,  und  den  Geraden  von  £  entsprechen.  Es  werden 
die  Formeln  der  Abbildung  entwickelt,  wobei  sich  für  die  Ueber- 
gangscurve  ii  und  deren  28  Doppeltangenten  explicite  Ausdrücke 
ergeben,  die  aber  natürlich  im  Wesentlichen  identisch  sind  mit 
den  schon  von  Aronhold  gegebenen,  da  sie  eben  auf  dem  Aus- 
druck der  Curve  durch  das  Aronhold'sche  7 -System  beruhen. 
Dieser  Weg  ist  zu  einer  eingehenden  Darlegung  der  gegenseitigen 
Beziehungen  der  Berührungscurven  der  £i  besonders  geeignet,  da 
die  Beziehungen  der  entsprechenden  Bilder  in  £'  einfacher  Art 
werden.  Dies  wird  vom  Verfasser  durchgeführt,  wobei  die  von 
den  andern  Geometem  entdeckten  Eigenschaften  der  Berührungs- 
curve  wiedergefunden  werden,  zunächst  ohne  Zufügung  neuer 
Eigenschaften.  Die  zweite  Note  ist  ein  Referat  über  diese  Ab- 
handlung. Nr. 


B.    Conforme  Abbildung. 
!^KUMANN.     üeber  die  peripolaren  Coordinaten. 

eipz.  Ber    1877.  134-153. 
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Es  sind  dies  dieselben  Coordinaten,  die  der  Verfasser  bereits 
in  seiner  Schrift  über  die  Elektricitäts-  und  Wärmevertheilung 
in  einem  Ringe  (Halle  1864)  angewendet  bat. 

In  dem  vorliegenden  Aufsatz  (der  eigentlich  nur  eine  vorbe- 
reitende Arbeit  fllr  gewisse  elektrostatische  Aufgaben  repräsentirt) 
wird  namentlich  folgende  Aufgabe  behandelt:  Im  Räume  sind 
irgend  zwei  Punkte  ^,  x  und  irgend  zwei  Kreise  ß^  h  gegeben; 
femer  sind  tt  w^  q>  die  peripolaren  Coordinaten  von  f  in  Bezug 
auf  ßy  und  /,  to,  v  diejenigen  von  x  in  Bezug  auf  h.  In  welcher 
Beziehung  werden  alsdann  A,.  w,  q>  zu  /,  u),  e  stehen,  &lls  man 
voraussetzti  dass  die  Figuren  f,  ß  und  Xj  b  einander  conjugirt 
sind  in  Bezug  auf  eine  gegebene  Kugelfläche?  Nn. 


C.  Neumann.      Zur  Theorie   der  conformen    Abbildung 
einer  ebenen  Fläche  auf  eine   Kreisfläche.    Leipz.  Ber. 

1877.  154-155. 

Die  unendliche  Ebene  sei  durch  eine  geschlossene  Curve  a 
in  einen  äusseren  Theil  Ä  und  einen  inneren  Theil  J  zerlegt. 
Markirt  man  innerhalb  J  einen  festen  Punkt  j,  und  will  man  die 
Fläche  J  durch  conforme  Abbildung  in  eine  Kreisfläche  vom 
Radius  Eins  verwandeln,  deren  Centrum  dem  Punkte  j  entspricht, 
so  hat  man  längs  a  eine  Massenbelegung  auszubreiten,  welche 
fUr  alle  auf  und  ausserhalb  a  gelegenen  Punkte  äquipotential 
(selbstverständlich  ist  hier  immer  vom  logarithmischen  Potential 
die  Rede)  ist  mit  einer  in  j  concentrirten  Masse  Eins.  Bezeichnet 
man  alsdann  das  Potential  dieser  Belegung  auf  einen  innerhalb 
/  gelegenen  Punkt  («,  y)  mit  G  =  G(x,y),  ferner  das  Potential 
jener  in  j  concentrirten  Masse  Eins  auf  ebendenselben  Punkt 
(x^  y)  mit  T  =  TQcy  y),  und  setzt  man  endlich : 

t/  =  (7-T, 
so  bewerkstelligt  sich  die  in  Rede  stehende  Abbildung  mittelst 
der  Formel: 

wo  V  die  zu  V  conjugirte  Function  bezeichnet.  Dabei  ist  als- 
dann (I,  Tj)  derjenige  Punkt  der  Kreisfläche,  welcher  mit  dem 
Punkte  {xy  y)  der  Fläche  J  in  Gorrespondenz  steht. 
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Ftlr  die  Abbildung  der  Flftcbe  A  auf  einer  Kreisfläche  giebt 
der  Verfasser  einen  analogen  Satz  an.  Nn. 


C.   Neümann.      Zur  Theorie    der  conformen  Abbildung 
einer  ebenen  Fläche  auf  eine  Kreisfläche.   Glebtch  add. 

Xril.  573-574. 
Die  Aufgabe,  eine  von  einer  geschlossenen  Curve  begrenite 
endliche  Fläche  durch  conforme  Abbildung  in  eine  Ereisääche 
vom  Kadius  1  zu  verwandeln  derart,  dass  der  Mittelpunkt  der 
Ereisfl&che  einem  gegebenen  Punkte  der  Fläche  entspricht,  lässt 
sich,  nie  der  Verfasser  frUber  gezeigt  (Borchardt  J,  LIX),  anf 
eine  Fotentialaufgabe  (es  ist  das  logarithmiBcbe  Potential  gemeiat] 
zurückfuhren.  Hier  wird  die  analoge  Reduction  fUr  den  Fall 
mitgetheilt,  dass  der  ausserhalb  der  gescblossenen  Curve  liegende 
Theil  der  Ebene  in  der  oben  genannten  Art  abgebildet  wetden 
soll.    (Vgl.  das  vorige  Referat.)  Wn. 

Ed.  Weyk.  Ueber  die  conforme  Abbildung  der  Flächen 
durch  centrale  Projection.  Prag.  Ber.  1877.  273  276. 
Eine  Fläche  sei  auf  eine  andere  central  projicirt,  also  die- 
jenigen Punkte  als  entsprechend  bezeichnet,  die  mit  dem  festeo 
Projectionscentruni  in  einer  Geraden  liegen;  es  soll  untersucht 
werden,  wann  durch  diese  Projection  die  b'lächen  zugleich  con- 
form  auf  einander  abgebildet  sind.  Durch  Einführung  der  Gauas'- 
schen  Bedingung  fUr  eine  conforme  Abbildung  ergiebt  sich  mittelet 
einer  einfachen  Rechnung  das  bekannte  Resultat,  dass  die  beiden 
Flächen  entweder  ähnlich  oder  durch  reciproke  Radien  ans  ein- 
ander hervorgegangen  sein  müssen,  wenn  die  centrale  Projection 
— i„;„t.  »!_„  — t ggin  aQii  ^Pn_ 


5ur  Theorie  der  reciproken  Radien. 

560. 

Idung  darch  reciproke  Radien  |  und  x 


Cap.  5.  YerwaDdtfohaft,  eiodeat.  TransformationeD  a.  Abbildang.    555 

eorrespondirende  Punkte,  desgleichen  37  und  y,  nnd  ist  0  das 
Centnun  der  Radien,  so  ist  bekanntlich 


=y 


(xy)         r    (Ox).{Oy) 

Diese  Relation  bleibt,  wie  Herr  G.  Neumann  in  seinen  Unter- 
suchungen über  das  logarithmische  und  Newton'sche  Potential 
gezeigt  hat,  noch  gültig,  wenn  man  die  correspondirenden  Punkte 
37,  y  durch  zwei  einander  correspondirende  Eugelflächen  a,  s  er- 
setzt; nur  sind  dann  unter  (Oa),^  {^c)  und  (Os\  (x$)  die  von  den 
Punkten  0,  ^,  d?  an  a,  resp.  s  gelegten  Tangenten  zu  verstehen. 
In  der  vorliegenden  Notiz  wird  der  Neumann'sche  analytische 
Beweis  des  angefUhrten  Satzes  durch  einen  einfachen  geometri- 
schen ersetzt.  Wn. 


O.  Ullrich.      Die   perspectivischen   Kai-tenprojectionen, 
descriptiv  behandelt.    Pr.  Breslaa 

Die  vorliegende  Arbeit  bespricht  die  Abbildung  einer  Kugel- 
fläche auf  einer  Ebeue  mittelst  perspectivischer  Projection.  Durch 
rein  geometrische  Betrachtungen  werden  für  die  verschiedenen 
möglichen  Lagen  des  Projectionscentrums  die  wichtigsten  Eigen- 
schaften der  einzelnen  Projectionsarten  abgeleitet,  am  ausführ- 
lichsten die  der  stereographischen  Projection.  Sodann  wird  ge- 
zeigt, wie  mit  Hülfe  der  darstellenden  Geometrie  die  Grad- 
netze in  jedem  Falle  zu  construiren  sind. 

Wn. 


F.  ScHELLHAMMKR.     Ucber  äquivalente  Abbildung. 

Schlömilcb  Z.  XXIIL  69  84. 

In  der  Theorie  der  Kartenprojection  ist  neben  der  conformen 
die  sogenannte  äquivalente  Abbildung  von  Wichtigkeit,  d.  h.  die- 
jenige, welche  die  Flächengleichheit  des  abgebildeten  Stückes  mit 
dem  Bilde  in  allen  Theilen  zum  Princip  macht.  Diese  Art  der 
Abbildung  wendet  der  Verfasser  der  vorliegenden  Arbeit  auf  die 
Abbildung  zweier  Ebenen  an,  namentlich  auf  die  Aufgabe,  gerad- 
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.nf  einen  Kreis  abzubilden.  Die  Aaf- 
jie  betreffende  Aofgabe  der  coaformen 
lerer  Unbestimmtheit.  Sind  nämlich  ^ 
,  xy  die  der  anderen  Ebene,  so  wird 

1^  6) 

("unctionen  sind.  Zunächst  wird  die 
\^  ontersncbt,  indem  f(x,y'}  =  x  ge- 
)bilduDg  wird  ein  unendlich  schmaler 
lifen  ohne  Verändernog  der  relativeD 
Richtung  der  y-Aie  verschoben.  WShIt 

discontiDnirtichen  Factor  enthaltende 
Q  Viereck  auf  ein  Dreieck,  ebenso  ein 

abbilden.    Wählt  man 

eine  Ellipse  abgebildet.  Weiter  wird, 
(^  abgesehen  wird,  ftlr  f  eine  lineare 
ent  zweier  solchen  angenommen;  da- 
if  ein  anderes  mit  gegebenen  Winkeln, 
nni  abgebildet  Sodann  wird  die  Lö- 
fgabe  in  Polarcoordinateo  aufgestelll 
incht,  in  welcher  Weise  ein  Kreis  auf 
;ebil<tet  werden  kann,  ohne  dass  der 
aa  ist  auf  unendlich  viele  Arten  mSg- 
ua  die  Aufgabe,  eine  Figur  auf  eine 
lent  abzubilden,  dass  die  Begrenzungs- 
in,  eine  unendliche  Zahl  von  Löanngen 
ifgaben  werden  dann  noch  LSsnogen 
en  angegeben  und  discutirt:  Ein  Drei- 
ron gegebenem  Centriwinkel,  auf  einen 
B,  desgleichen  ein  Sechteck  auf  eioeo 
Wn. 
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A.  TissoT.     Memoire  sur  la  repr^sentation  des  surfaces 
et  les  projectioDs  des  cartes  g^ographiques.   Noav.  Ann. 

(2)  XVn.  49.5^,  145-163,  361-367. 

Um  bei  dem  Entwurf  eines  geographischen  Eartennetzes  die 
ftlr  jeden  speciellen  Fall  geeignete  Projeetionsart  zn  erhalten, 
behandelt  der  Verfasser  das  Problem  der  Abbildong  einer  Fläche 
auf  einer  anderen  ohne  specielle  Voraussetzung  ttber  die  Art  der 
Abbildung  und  gewinnt  so  einige  allgemeine  Sätze,  durch  welche 
die  Behandlung  specieller  Fälle  erleichtert  werden  soll.  Man 
kann  zunächst  jede  Abbildung  einer  Fläche  auf  einer  anderen 
durch  unendlich  viele  orthogonale  Projectionen  ersetzen,  verbun- 
den mit  Aenderungen  der  Grösse,  indem  bei  der  Projection  jedes 
Flächenelements  zugleich  der  Massstab  der  Vergrösserung  und 
die  Projectionsebene  geändert  wird.  Daraus  folgt,  dass  es  in 
jedem  Punkte  der  einen  Fläche  zwei  (und,  falls  die  Abbildung 
nicht  conform  ist,  nur  zwei)  auf  einander  senkrechte  Tangenten 
giebt  derart,  dass  die  entsprechenden  Tangenten  der  anderen 
Fläche  wieder  senkrecht  stehen.  Diese  beiden  Tangenten  werden 
Hanpttangenten  genannt  Auf  jeder  der  beiden  Flächen  giebt  es 
daher  ein  (und  bei  nicht  conformer  Abbildung  nur  ein)  System 
von  orthogonalen  Curven,  deren  Bilder  sich  wieder  senkrecht 
schneiden.  Ein  um  einen  Punkt  der  einen  Fläche  beschriebener 
unendlich  kleiner  Kreis  entspricht  einer  Ellipse  der  anderen 
Fläche.  Diese  Ellipse  ist  in  jedem  Punkte  eine  Art  Indicatrix 
des  Projectionssystems;  ihre  Axen  liegen  in  den  Haupttangenten, 
und  die  Lage  und  Grösse  dieser  Axen  bestimmt  völlig  die  Pro- 
jection. Aus  diesen  Axen  ergeben  sich  auf  bekannte  Weise  die 
bei  der  Projection  eintretenden  Aenderungen  der  Winkel,  Längen 
und  Flächen.  Um  diese  Ellipse  fllr  jeden  Punkt  zu  bestimmen^ 
denkt  der  Verfasser  die  rechtwinkligen  Coordinaten  eines  Punktes 
sowohl  der  einen,  als  der  anderen  Fläche  durch  dieselben  Para- 
meter l,  m  ausgedrückt  und  betrachtet  ein  Flächenelement  der 
einen  Fläche,  das  durch  zwei  unendlich  nahe  Curven  /  =  Gonst 
und  zwei  unendlich  nahe  Curven  m  =  Const.  begrenzt  wird,  so- 
wie das  zu  denselben  Werthen  von  /  und  m  gehörige  Element 
der  anderen  Fläche.    Da  das  eine  Element  die  Projection  des 
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anderen  sein  soll,  wird  dordi  das  Verblltniss  entqirediender 
Seiten,  sowie  dorefa  die  Winkel  der  beiden  FULebenelemente  die 
Projection,  daher  Lage  nnd  Gröese  der  Ellipeenaxen  ftlr  den 
betreffenden  Punkt  bestimmt  Damit  sind  aaf  beiden  FUchen 
aueh  die  Cnirensehaaren  bestimmt,  die,  nrsprttnglieh  ortbogoml, 
bei  der  Projection  orthogonal  bleiben.  Es  wird  weit^  erOrtert, 
wie  man  anf  den  FUchen  Curenschaaren  bestimmen  kann,  die 
gewisse  Bedingungen  erfüllen,  s.  B.  diejenigen  Corven,  auf  denen 
alle  Längen  in  einem  eonstanten  Verhältniss  yerkOrzt  werden  ^e. 
Der  Verfasser  erl&ntert  dann  die  allgemdnen  Sätze,  die  Bestim- 
mang  der  iälipse  und  die  Bestinmiang  der  bei  der  Abbildung 
eintretenden  Veraeming  an  2  Beispielen:  1)  Es  soll  eine  Rotations- 
fläche  so  anf  einer  Ebene  abgebildet  werden,  dass  dn  Meridian, 
ohne  seine  Länge  za  ändern,  längs  einer  g^ebenen  Geraden 
verläuft,  während  die  ParaUelkreise  durch  andere  Gerade  senk- 
recht zu  dieser  dargestellt  werden  (die  Abbildung  gehört  zu  den 
äquivalenten);  2)  Bei  der  Abbildung  der  Rotationsfläche  sollen 
die  Meridiane  durch  Gerade  dargestellt  werden,  die  von  einem 
Punkte  ausgehen  und  dieselben  Winkel  mit  einander  bilden,  wie 
die  Meridiane,  die  Parallelkreise  dagegen  durch  concentriscbe 
Kreise. 

Soweit  der  vorliegende  Theil  der  Arbeit  Die  speeielleren 
Anwendungen  auf  die  Eartenprojection  sollen  später  folgen. 
Bemerkt  werden  mag  noch,  dass  der  Verfiisser  einige  seiner  Re» 
sultate  ohne  Beweis  schon  früher  mitgetheilt  hatte  (C.  R.  Bd.  49), 
und  dass  diese  von  Gtermain  in  seinem  „Traiti  des  projeetions 
des  cartes  gtographiques'^,  sowie  von  Dini  benutzt  sind.  Indess 
sind  die  von  diesen  Autoren  gegebenen  Beweise  weniger  ein&ch, 
als  die  hier  mitgetheilten.  Wn. 


G.  Ratet.     Note  sur  quelques  propri^t^  g^m^triqaes 
du  canevas  des  cartes  orthodromiques  ^uatoriales. 

M6m.  de  Bord.  (2)  IL  135-137. 

Die  Notiz  enthUt  einige  Formeln  bezflglieb  der  unter  dem 
^en  der  geometrischen  Meridianprqjection  bekannten  perspee- 
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tiviscben  Abbildungsart  der  Erde,  bei  welcber  das  Projections- 
centram  im  Mittelpunkt  liegt  und  die  Bildebene  eine  Tangential- 
ebene ist,  deren  Berübrongspnnkt  auf  dem  Aeqnator  liegt 

Dieselben  sind  im  WesenÜieben  in  den  Lehrbüchern  über 
Kartenprojection  z.  B.  in  dem  von  Gretschel  (Weimar  1873) 
S.  45—60  enthalten,  während  es  aus  dieser  Notiz  den  Anschein 
gewinnen  könnte,  als  sei  die  Projection  überhaupt  erst  in  neuster 
Zeit  von  Hilleret  (C.  R.  LXXXII.  1095—1096.  F.  d.  M.  VIII.  540 
bis  541)  aufgestellt.  Selbst  die  praktische  Verwendung  derartiger 
Karten  fttr  nautische  Zwecke  ist  schon  vor  längerer  Zeit  von 
verschiedenen  Seiten  angeregt.  A. 


P.  Glotin.     Navigation  orthodromique.    M6m.  de  Bord.  (2) 

II.  189-210. 

Die  Arbeit  enthält  eine  praktische  Modification  des  Vor- 
schlags von  Hilleret  (C.  R.  LXXXII.  1095—1096,  Ref.  F.  d.  M. 
VIIL  540),  welcher  auf  die  grossen  Umwege  hinwies,  die  bei  der 
Schi£Ffahrt  entstehen,  wenn  man  auf  loxodromischen  Linien  statt 
auf  kflrzesten  Linien  fä]irt  Während  Hilleret  die  Anlage  gno- 
monischer  Karten  (Projection  der  Kugel  vom  Centrum  auf  eine 
Tangentialebene)  empfahl,  entwickelt  der  Herr  Verfasser  ein  Ver- 
fahren, um  mittelst  einer  Httlfskarte  die  kürzeste  Linie  zwischen 
zwei  Punkten  auf  der  Mercatorschen  Projection  zu  entwerfen,  und 
hierdurch  den  Schiffscurs  in  jedem  Moment  der  Fahrt  bestimmen 
zu  können.  Er  hält  dies  Verfahren  aus  dem  Grunde  für  prak- 
tischer, weil  durch  die  gnomonischen  Karten  die  Winkel  zur  Be- 
stinunong  der  Cursrichtung  doch  nicht  direct  erkannt  wtlrden, 
sondern  erst  berechnet  werden  mflssten.  A. 


Zehnter  Abschnitt 

Mecha  nik. 

Capitol  L 

Allgemeines.    (Lehrbücher  etc.). 

Laplacb.    Oeuvres  compl^tes.    Tome  IIL   Paris. 

Dritter  Band  der  Ton  der  FamOie  des  grossen  Mathemstik^s 
besorgten  Aasgabe  der  Weriie,  weldie  den  drittel  Band  der 
M^caniqne  Celeste  enthält  O. 


J.  SoMOFP.     Theoretische  Mechanik.     Aus  dem  Russi- 
schen übersetzt  von  A.  Ziwet     Theil.  I.   Kinematik. 

Leipzig.   Tenboer. 

Der  Yorliegende  erste  Tbeil  ist  eine  Uebersetsong  des  Baches, 
welches  bereits  in  Bd.  IIL  d.  F.  d.  M.  p.  424  besprochen  worden 
ist  Aenderongen  sind  vom  Uebersetzer  nicht  Torgenommes. 
Am  Schlass  finden  sich  zwei  Zasätze  ans  den  Papieren  des  ver- 
storbenen Verfassers,  die  derselbe  f&r  eine  etwaige  zweite  Auf- 
lage in  Aussicht  genommen  halte.  Der  erste  derselben  giebt  eine 
Vervollständigang  der  Beispiele;  die  sich  auf  die  Erläuterung  des 
Begrifis  der  Geschwindigkeit  bei  einer  yeränderlichen  Bewegung 
beziehen.  Der  zweite  betriflt  §  48 ,  in  dem  die  Bedingung  ent- 
wickelt wird  dafür,  dass  drei  Functionen  g>^^  9),,  9),  der  Coordi- 
naten  f„  9,,  9,  als  Coördinaten  eines  Punktes  betrachtet  werden 
können.  0. 
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W.  K.  Clifford.     Elements   of  dynamics.    Loodon.   Mac- 

mülaD. 


P.  G.  Tait,  W.  J.  Stelle.     Treatise  on  dynamics  of  a 

particle.   London.    Macmillan. 


C.  H.  DüRVAL.      IVattato    di    meccanica    razionale    dei 

solidi.    Borna.    A.  Manzoni. 


P.  Langer.      Die  Grundproblerae  der  Mechanik.     Eine 

kosmologische   Skizze.    Halle  a.  S.     Nebert. 

Der  Verfasser  findet  in  |den  Grundlagen  der  Galilei-Newton'- 
sehen  Mechanik  soviel  Schwierigkeiten«  dass  er  zum  Ersatz  nach 
neuen  Grundlagen  sucht.  Speciell,  meint  er^  mttssten  der  alte 
Kraflbegriff  und  der  Massenbegriff  verlassen  werden.  Er  sucht 
daher  nach  neuen  Definitionen  und  gelangt  zu  solchen,  die  nach 
seiner  Ansicht  zugleich  Verallgemeinerungen  der  bisherangenomme- 
nen Grundlagen  enthalten.  ^Kraft  ist  Alles,  was  eine  bestehende 
Beziehung  ändern  oder  lösen  kann.^  Dass  in  dieser  Definition 
der  Begriff  der  Beziehung  zweier  Dinge  an  sich  völlig  klar  sei, 
möchte  Referent  nicht  zugeben.  Die  Grundlagen,  die  der  Verfasser 
dann  weiter  aufstellt,  heissen :  „  1 )  Alle  formalen  räumlichen  Be- 
ziehungen unterliegen  einer  formvermittelnden  Kraft  (Erweiterung 
des  Priucips  der  Attractionskräfte).  2)  Alle  formalen  räumlichen 
Beziehungen  setzen  ihrer  Vernichtung  einen  Trägheitswiderstand 
entgegen,  der  ihrer  eigenen  Grösse  direct  proportional  gesetzt 
wird  (Verallgemeinerung  der  Trägheitsgesetze)."  Der  Begriff 
der  formvermittelnden  Kraft  wird  als  universelles  Princip  auf- 
gestellt Zunächst  sucht  dann  der  Verfasser  nach  der  mathemati- 
schen Form  ftar  die  beiden  Sätze.  Dazu  wird  vor  allen  Dingen  der 
Aosdmek  für  die  Grösse  von  Beziehung  und  die  Grösse  von  Kraft  be- 
stimmt Im  weiteren  Verlauf  wendet  er  dann  seine  Principien  na- 
mentlich auf  das  Problem  der  drei  Körper  an.  Referent  glaubt  indess 
nicht  näher  hierauf  eingehen  zu  sollen.     Grade  die  Begründung 

ForUcbr.  d.  Math.  X.  3.  3(j 
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der  Priacipien  and  die  Definitionen  erscbeinen  ihm  nicht  flbenll 

klar  genag  dargelegt  und  nBrden  daher  eine  eingehende  Kritik 

__<■_.  !.._    J-.  __   ^^-jggj  Stelle  zu  weit  fuhren  würde.     Der  zweite 

mg  auf  die  Aeethetik,  gehSrt  nicht   in  den 

bes.  0. 


Capitel  a. 
Kinematik. 

■  le  mouvement  d'nne  figure  invariable; 
ivea  aux  aires,  aux  arca  des  courbes 
Tolumes  des  surfaces  trajectoires. 

833-S56. 

Arbeit  des  Herrn  Darboux  vermittelt  darcb 
te  Analyse  eine  Einaicht  in  eine  Reihe  von 

Steiner  zuerst  den  Blick  lenkte  und  die  im 
fache  Verallgemeinerungen  durdi  die  Herren 
Ljeudeadorf,  Kempe,  Lignine  erfahren  haben 
Ueber    die   historische  Entwickeltuig   dieser 

auf  die  Flftcben  bezieben,  die  von  Punkten 
iber   in   sich  starren  Gebildes  bei   der  Be- 

werden,  giebt  Herr  Ligaine  in  der  Abhand- 
des  tnyectoires  döcrites  dans  le  moDTemenl 

forme  invariable  (Bnll.  des  sciences  matbfr 
\oot  1876)  einen  ansf&brlichen  Bericht.  Die 
denen  Herr  Darbooz  ausgebt,  und  die  Re- 
iichung  sind  kurz  folgende: 
rege  sieb  auf  einer  Ebene;  die  Lage  eine« 
eglieben  Ebene  sei  dnrch  die  Coordioaten 

befindliches  Axenkreuz  bezogen,  wfthrend 
;  auf  ein  festes  Axenkreuz  in  der  anderen 
ordinaten  3i^,  y,  besUmmt  werde.  Der  Zu- 
i  diesen  und  jenen  kann  dnroh  die  Oleiohan- 
den: 
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ly,  =  (a:--flf)8incü-f  (y  — /?)co8co, 
worin  or,  /?,  ct»  eine  bekannte  geometri8ehe  Bedeutung  haben.  Bei 
einer  irgendwie  vorliegenden  Bewegung  kann  man  a,  ß,  lo  b\b 
Functionen  einer  unabhängigen  Variabeln  auffa8sen,  oder  auch  orund 
ß  als  Functionen  der  al8  unabhängig  zu  betrachtenden  Grösse  co. 
Geht  nun  die  bewegliche,  aber  in  sich  starre  Ebene  aus  einer 
Lage  Pq  nach  irgend  einem  Gesetz  in  die  Lage  P,  über,  so  be- 
sehreibt ein  Punkt  M  eine  Bahn  von  M^  bis  ilf„  und  ein  Radius 
vector,  welcher  von  dem  Ereuzungspunkt  des  in  der  festen  Ebene 
mhenden  Axenkreuzes  nach  dem  beweglichen  Punkt  ausläuft,  ein 
Fläehenstück  91,  welches  durch  die  Gleichung 

Mo 

bestimmt  ist  Die  Bedeutung  dieses  Integrals  ist  bei  einer  irgend 
wie  gefundenen  Bahn  in  dem  von  Gauss  festgestellten  Sinne  zu 
nehmen.  Die  Differentiale  dx^  und  dy,  sind  Functionen  von  co, 
während  ftlr  ein  und  denselben  Punkt  (x,y)  der  beweglichen 
Ebene  x  und  y  als  unveränderlich  zu  betrachten  sind.  Bildet 
man  daher  die  Differentiale  aus  obigen  Oleichungen  und  fllhrt 
sie  in  das  Integral  ein,  so  lassen  sich  die  Grössen  x,  y  vor  die 
nach  dia  auszuführenden  Integrale  ziehen,  und  man  erhält  einen 
Ausdruck  von  der  Form: 

Hierin  bedeutet  0  =  w,  — Wq  den  Winkel,  um  welchen  das  be- 
wegliche Gebilde  beim  Uebergang  aus  der  einen  Lage  in  die 
andere  sich  gedreht  hat;  A,  B,  C  sind  aber  Integrale  in  Bezug 
auf  die  Veränderliche  w,  welche  ein  x  oder  y  nicht  enthalten. 
Es  giebt  demnach  in  der  Ebene  der  beweglichen  Figur  im  All- 
gemeinen einen  Kreis,  für  dessen  Punkte  die  Flächen  9(  Null 
sindy  die  Fläche  aber,  welche  irgend  ein  anderer  Punkt  der  Ebene 

umschreibt,  ist  gleich  —  mal  der  Potenz  dieses  Punktes  in  Bezug 

auf  jenen  Kreis.  Die  Punkte  also,  welche  auf  einem  mit  jenem 
conoentrischen  Kreise  liegen,  umschreiben  Flächen  von  gleichem 

36* 
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Inhalt.  Der  Werth  der  Integrale  A  und  B  bestimmt  den  Mittel- 
punkt jener  Kreisschaar.  Ihre  Untersuchung  fllhrt  Herrn  Darboux 
auf  einen  einfachen  Zusammenhang  desselben  mit  dem  Steiner'- 
sehen  KrUmmungsschwerpunkte.  Bekanntlich  lässt  sich  eine  jede 
Bewegung  eines  starren  Gebildes  dadurch  hervorgebracht  denken, 
dass  der  Ort  der  augenblicklichen  Drehungscentra  in  der  beweg- 
lichen Figur,  die  „centroide  mobile^  des  Herrn  Liguine,  auf  dem 
Ort  der  augenblicklichen  Drehungscentra  fbr  die  feste  Ebene, 
der  „centroide  fixe^,  ohne  Gleitung  rollt.  Jedem  Funkte  der  cen- 
troide  mobile  entspricht  ein  Punkt  der  centroide  fixe.  Belastet 
man  jeden  Punkt  der  centroide  mobile  mit  einer  Masse,  pro- 
portional der  Summe  der  Krümmungen,  die  ihm  und  dem  ent- 
sprechenden Punkte  in  der  centroide  fixe  zukommt,  so  int  der 
Schwerpunkt  der  so  belasteten  centroide  mobile  der  Steiner^sche 
Erttmmungsschwerpunkt  Wird  seine  Lage  in  Beziehung  auf  das 
Axenkreuz  in  der  beweglichen  Figur  durch  ^,9;'  angegeben,  so 
ist  der  Mittelpunkt  ix,y)  obigen  Systems  concentrischer  ELreise, 
auf  dasselbe  Axensystem  bezogen,  durch  die  Ausdrücke  ange- 
geben: 


^  =  ?+At7A;  y  =  ^'+ 


«O-«! 


20     '    ^        '    '       20 

Hierin  bedeuten  a^^^ß^^  ^nßi  ^^^  Werthe,  welche  dem  w^  und  w^^ 
wodurch  Anfangs-  und  Endlage  des  beweglichen  Systems  ben 
stimmt  sind,  in  dem  Gleichungssystem  I.  entsprechen. 

Nimmt  man  daher  an,  dass  der  Kreuzungspunkt  des  Axeui 
kreuzes  in  der  festen  Ebene  mit  dem  Drehungscentrum  zusammen^ 
fällt,  um  welches  das  bewegliche  System  aus  der  Lage  P^  in 
die  Lage  P,  durch  eine  endliche  Drehung  übergeführt  werdeq 
kann,  so  ist  a^  =  or,  und  ß^^^  ßu  und  es  fällt  daher  in  diesen^ 
Fall  der  Mittelpunkt  des  concentrischen  Kreissystems  mit  dend 
Krümmungscentrum  der  centroide  mobile  zusammen.  Dasselbe 
findet  statt,  wenn  die  Bewegung  periodisch  ist,  wenn  also  bei 
einem  Wachsthum  von  2n7i  für  ai,  wobei  n  eine  positive  odei 
negative  ganze  Zahl  oder  auch  Null  sein  darf,  a  und  ß  ihre 
Anfaugswerthe  wieder  annehmen.  In  diesem  Falle  umscbreibi 
jeder  Punkt  des  beweglichen  Gebildes  eine  geschlossene  Curv©^ 
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Der  betrachtete  Integralwerth  S(  stellt  den  von  ihr  umsehlosseDen 
Flächenraum  dar,  in  dem  Gaussischen  Sinne  genommen.  Es 
sind  also  diese  Flächen  constant  ftir  alle  Punkte,  welche  auf 
concentrischen  Kreisen  um  den  Erümmungsschwerpunkt  liegen; 
einer  von  ihnen  zeichnet  sich  dadurch  aus,  dass  seine  Funkte  im 
Allgemeinen  Flächen  vom  Inhalt  Null  umschreiben.  Die  Fläche, 
welche  irgend  ein  anderer  Punkt  umschreibt,  ist  gleich  dem  Pro- 
duct  aus  der  halben  Drehung  und  der  Potenz  des  Punktes  in 
Rücksicht  auf  jenen  Kreis.  Fttr  0  =  2ft  und  convexe  Centroiden 
hat  Steiner  den  Satz  zuerst  bewiesen. 

Liegen  in  der  beweglichen  Figur  3  Punkte  1,  2,  3  in  gerader 
Linie,  so  kann  man  die  X-Axe  durch  sie  gelegt  denken.  Fttr  die 
3  von  ihnen  umschriebenen  Flächen  S^  S,,  S,  giebt  es  daher  3  Glei- 
chungen, in  denen,  da  y^  =0,  yj  =  0,  yj  =  0  ist,  der  Coefficient 
B  nicht  vorkommt.  Eliminirt  man  aus  den  3  Gleichungen  A  und 
C,  so  gewinnt  man,  wenn  man  mit  (ik)  die  Distanz  von  t  bis  k 
versteht,  die  Relation 

S,(23)  +  S,(31)  +  -^,(12)  +  -^(12)(23X31)  =  0. 

Beschreiben  2  und  3  dieselbe  convex  gekrümmte  Curve,  so  ist 
5,  =  Sj,  0  =  2rr,  und  es  folgt  das  Theorem  von  Herrn  Holditch 
in  der  Form 

S^-S,  =  7r(l2)(31). 
Vier  Punkten  1,  2,  3,  4  entsprechen  vier  Flächen  S, ,  S,,  S,,  S^. 
Eliminirt  man  aus  den  vier  Gleichungen,   welche  S„  S,,  S3,  S^ 
bestimmen;  die  Coef6cienten  Ay  B,  C,  so  ergiebt  sich  als  Elimi- 
nationsresultante 
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Aus  ihr  ist  abzulesen,  dass,  wenn  (123)  die  Dreiecksfläche,  welche 
durch  1,  2,  3  gebildet  wird,  mit  dem  bezüglichen  Zeichen  -f- 
oder  —  bedeutet, 

S,(234)  +  S,(340  +  S3(412)-S,(i23)  =  123  --.P, 
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worin  die  Grösse  P  die  Potenz  des  Punktes  4  in  Bezug  auf  den 
durch  1,  2,  3  gelegten  Kreis  bedeutet  In  dieser  Relation  liegt 
eine  Verallgemeinerung  des  Theorems  von  Leudesdorf,  der  dies 
Theorem  für  geschlossene  Gurven  0  =  2n7t  aussprach. 

Es  sei  eine  gerade  Linie  in  dem  beweglichen  System  durch 
xu-{-yi)  +  w  =  0  mit  der  Bedingung  «'+©'=  1  dargestellt,  und 
auf  die  festen  Axen  bezogen  sei  ihre  Gleichung 

Die  Grössen  ti},  fi,  tOi  lassen  sich  durch  Uj  v,  w  und  a,  ßj  cd  dar- 
stellen. Gebt  das  bewegliche  System  aus  irgend  einer  Lage  P^ 
in  eine  andere  P^  über;  so  beschreibt  die  Gerade  eine  Enveloppe ; 
die  Goordinaten  eines  ihrer  Punkte  werden  als  Functionen  von 
u,  e,  to  und  a,  ß,  to  zum  Ausdruck  gebracht,  ihre  Differentiale 
als  abhängig  von  dto  gebildet  und  Hlr  das  Bogenelement  dt  der 
Enveloppe  der  Werth  in  jenen  Grössen  dargestellt.  Bei  der 
Integration  von  co^  bis  (o^  treten  die  von  w  unabhängigen  Grösaen 
u,  0,  tr  vor  die  Integrale,  und  für  $  wird  der  Ausdruck  gewonnen 

' = «'0+«/"(«+^)<to+«/""(/^+  ^y^' 

Wo  W* 

Setzt  man  die  Coefficienten  von  u  und  e  bezüglich  gleich  ^O 
und  ij"0,  so  ist  «  =  0(«r  +  ti5"+©J7")-  Es  ist  also  der  Bogen  s 
gleich  dem  Drehungswinkel  des  Gebildes  multiplicirt  mit  dem 
Abstand  eines  bestimmten  Punktes  A  des  beweglichen  Systems 
von  der  in  ihm  betrachteten  Geraden. 

Die  Goordinaten  |",  j/'  des  Punktes  A  sind  durch  obige 
Integrale   bestimmt.     Ihre   Untersuchung  lässt   erkennen,    dass 

?•  =  I'-  -2^^^  und  iy"  =  ,'  +  Az^L ,  worin  ^^j^'  die  Coordi- 

naten  des  Krümmungsschwerpunktes  C  und  ($o»*?o)»  (In*?!)  ^*ö 
Goordinaten  des  augenblicklichen  Drehpunktes  A^  und  A^  in 
Anfangs-  und  Endlage  des  Systems  bezeichnen.  Der  Punkt  C^ 
mit  den  Goordinaten  |",  i/'  lässt  sich  demnach  aus  C,  A^  und  A^ 
constniiren.  Man  lasse  die  Strecke  A^A^  um  90^  in  positivem 
Sinne  sich  drehen ,  und  man  erhält  die  Richtung  von  C'C'\  die 

Grösse  aber  ist  gegeben  durch  den  Ausdruck  —7p-  •    Bei  einer 
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periodischen  Bewegung  ftllt  also  der  Punkt  C"  mit  dem  Krüm- 
mungsschwerpnnkt  zusammen.  Drei  Geraden  1,  2,  3,  welche 
sidi  in  einem  Punkte  schneiden,  entsprechen  bei  der  Bewegung 
3  Bogen  t,,  t,,  t,.  Eliminirt  man  aus  den  sie  darstellenden 
Gleichungen  die  Werthe  Orf'  und  0§'^  so  erhält  man,  wenn  man 
mit  (t,  Ar)  den  Sinus  des  Winkels,  den  die  Geraden  t  und  fc  bilden, 
bezeichnet,  die  ^lation: 

i.(2,3)  +  i.(3,l)  +  ^.(l,2)  =  0. 
Mit  dieser  Formel  findet  die  Frage  eine  Lösung:  „Wenn  zwei 
Curven  Cj  und  C,  gegeben  sind,  eine  neue  Curve  C,  zu  finden, 
deren  Bogenl&nge  gleich  ist  der  Summe  der  Bogenlängen  jener 
beiden  Curven.^  Schneiden  sich  die  3  Geraden  1 ,  2,  3  nicht  in 
einem  Punkte^  sondern  umgrenzen  sie  ein  Dreieck  mit  den  Seiten 
o,  fr,  <;,  so  wird  durch  analoge  Schlüsse  die  Relation  gegeben 

wo  S  die  Dreiecksfläche  bedeutet 

Dieselbe  Methode,  die  oben  angewendet  wurde ,  wird  zur 
Bestimmung  der  Flächen  benutzt,  welche  eine  Gerade  des  be- 
weglichen Gebildes  umschreibt.  Die  Fläche  ist  eine  quadratische 
Function  von  ti,  o,  tr,  und  ihre  Form  lässt  erkennen,  dass  alle 
Geraden,  welche  gleiche  Flächenräume  umschreiben,  einen  Kegel- 
schnitt umhüllen,  und  dass  das  System  der  Kegelschnitte,  wel- 
ches den  yerschiedenen  Werthen  der  Flächenräume  entspricht, 
confocal  ist.  Für  eine  periodische  Bewegung  fällt  der  Krüm- 
mnngsschwerpunkt  der  beweglichen  Roulette  in  den  Mittelpunkt 
des  Systems.  Fttr  geschlossene,  convex  gekrümmte  Rouletten 
ist  dieser  Satz  bereits  in  einer  Abhandlung  des  Herrn  Ad.  Schu- 
mann (Programm  der  Louisenstädtischen  Realschule  in  Berlin 
1867)  bewiesen.  In  derselben  wird  ausserdem  gezeigt,  dass  die 
Axen  des  Systems  Hauptträgheitsaxen  der  in  Steiner'schem  Sinne 
belasteten  Roulette  sind,  und  dass  die  Axe,  welche  die  Brenn- 
punkte enthält,  das  grössere  Trägheitsmoment  von  beiden  besitzt. 
Die  andere  Axe  besitzt  das  kleinste  Trägheitsmoment  und  um- 
schreibt den  kleinsten  Flächenraum.  Die  Fläche  93,  welche  irgend 
eine  andere  Gerade  umschreibt,  unterscheidet  sich  von  diesem 
Hinimalwerth  um  eine  Kreisfläche;   es  ist  dies  die  Fläche  des 
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Kreises,  welcher  deu  Kegelschnitt,  der  durch  die  Gerade  defioirt 
ist,  in  den  Scheiteln  der  grossen  resp.  reellen  Axe  berührt  Der 
Kreis,  welcher  den  Kegelschnitt  in  den  Scheiteln  der  kleinen  Axe 
bertihrt,  giebt  den  Unterschied  der  Fläche  $  von  deijenigen 
Fläche  an,  welche  die  grosse  oder  eine  durch  den  Brennpunkt 
gebende  Gerade  umschreibt.  Letztere  Relationen  sind  der  Ana- 
lyse des  Herrn  Darboux  entgangen;  da  sie  wenig  bekannt  sein 
dürften,  so  raag  an  dieser  Stelle  darauf  hingewiesen  sein. 

Jede  Bewegung  eines  starren  sphärischen  Gebildes  auf  einer 
Kugelfläche  lässt  sich  hervorgebracht  denken  durch  Rollung  einer 
mit  diesem  Gebilde  fest  verbundenen  sphärischen  Üurve  auf  einer 
festen  Curve.  Denkt  man  die  bewegliche  Curve  in  ihren  einzelnen 
Punkten  mit  Massen  belastet,  welche  der  Summe  der  geodätischen 
Krümmungen  entsprechender  Punkte  beider  Rouletten  proportional 
sind,  so  kann  mau  den  Schwerpunkt  der  so  belasteten  beweg- 
lichen Roulette  ihren  Krümmungsschwerpunkt  nennen. 

Bei  einer  periodischen  Bewegung  des  starren  Gebildes  be- 
schreibt irgend  ein  Punkt  M  eine  geschlossene  Fläche;  dieselbe 
ist  gleich  einer  constanten  Grösse,  multiplicirt  mit  dem  cosinus 
des  geodätischen  Bogens,  welcher  M  mit  einem  bestimmten  Punkte 
A  der  t)eweglichen  Figur  verbindet;  der  Punkt  A  aber  ist  der 
Endpunkt  des  Radius,  welcher  das  Krümmungscentrum  der  he- 
weglichen  Roulette  enthält.  Nach  dem  Princip  der  complemen- 
tären  Gebilde  lässt  sich  dieser  Satz  transformiren,  und  es  ergiebt 
sich:  Bei  der  characterisirten  Bewegung  umschreibt  ein  Bogen 
eines  grössten  Kreises  eine  geschlossene  sphärische  Enveloppe. 
Der  Unterschied  zwischen  ihrer  Länge  und  der  Peripherie  eines 
grössten  Kreises  ist  proportional  dem  cosinus  des  Winkels,  wel- 
chen der  grösste  Kreis  der  beweglichen  Figur  mit  einem  be- 
stimmten anderen  grössten  Kreise  bildet;  der  Pol  des  letzteren 
ist  der  oben  gekennzeichnete  Punkt  A. 

Endlich  wendet  sich  Herr  Darboux  zu  der  Bewegung  eines 
starren  Gebildes  im  Räume.  Ein  Punkt  des  beweglichen  Gebil- 
des wird  auf  ein  der  beweglichen  Figur  zugehöriges  und  auf 
ein  anderes  im  Räume  fest  liegendes  Axenkreuz  bezogen.  Die 
Coefficienten,  welche  in  die  Gleichungen  eingehen,  die  die  Coor- 
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dinaten  des  festen  Systems  durch  die  Coordinaten  des  beweg- 
lichen ausdrtlcken,  werden  als  abhängig  von  zwei  Parametern  u 
und  e  betrachtet  Jeder  Punkt  des  beweglichen  Systems  wird 
demnach  eine  Flächentrajectorie  beschreiben.  Einem  umgrenzten 
Flächenstück  dieser  Trajectorie  wird  ein  Werthsystem  von  ti,  v 
entsprechen.  Das  Volumen  eines  Kegels,  welcher  zur  Spitze  den 
Anfangspunkt  des  festen  Axenkreuzes  und  zur  Basis  jenes  Tra- 
jectorienstttck  hat,  wird  durch  ein  nach  du  und  de  zu  bildendes 
Doppelintegral  sich  darstellen;  in  diesem  sind  aber  die  Coordi- 
naten X,  y,  z  des  beweglichen  Axenkreuzes  von  u  und  t>  unab- 
hängig, so  dass,  wenn  man  dieselben  vor  die  Integrale  zieht, 
das  Volumen  des  Kegels  sich  darstellt  in  der  Form 

wo  9)(a7,  y,  s)  eine  Function  vom  zweiten  Grade,  die  in  ihr  auf- 
tretenden Constanten,  sowie  die  A,  A\  A^'  Doppelintegrale  sind, 
die  durch  die  Bewegungsform  bestimmt  werden.  Aus  der  Glei- 
chungsform lässt  sich  erkennen,  dass  die  Punkte  der  beweglichen 
Figur,  denen  gleiche  Kegelvolumina  entsprechen,  auf  einer  Fläche 
dritten  Grades  enthalten  sind,  welche  die  unendlich  entfernte 
Ebene  in  dem  imaginären  Kugelkreis  schneidet. 

Ist  die  Bewegungsform  eine  derartige,  dass,  wenn  u  con- 
stant  gedacht  wird,  jede  durch  u  bedingte  Curve  geschlossen  ist, 
das  Analoge  aber  auch  statt  hat,  wenn  v  unveränderlich  gedacht 
wird,  demnächst  aber  alle  dem  Parametersystem  zugehörigen 
Werthe  annimmt,  so  verschwinden  die  Integrale  A,  A'^  A"  und 
jener  Ort  reducirt  sich  auf  eine  Fläche  zweiten  Grades. 

Ein  Beispiel  hierfür  bilden  die  Fusspunktenflächen.  Es  sei 
2  irgend  eine  Fläche  und  2'  das  zu  einer  Tangentialebene  von 
2  zugehörige  Spiegelbild  der  Fläche.  Verändert  sich  die  Lage 
der  Tangentialebene,  so  bewegt  sich  2'  rollend  auf  2.  Irgend 
ein  Punkt  If',  welcher  mit  £'  fest  verbunden  gedacht  wird,  ist 
stets  der  Spiegelpunkt  des  festen  Punktes  M  in  dem  Gebilde  2, 
und  daher  ist  die  von  M'  beschriebene  Trajectorienfläche  ähnlich 
und  ähnlich  gelegen  mit  der  Fusspunktenfläche  des  Pols  M  in 
Bezug  auf  die  Fläche  2.  Das  Aebnlicbkeitsverhältniss  ist  das 
von  2:1.    Ist  2  eine   geschlossene  Fläche,   so   tritt  der   oben 


570  ^*  Abschnitt    Meobanik. 

charakteriflirte  Fall  ein,  d.  h.  die  Trajeotorien  aller  Punkte  sind 
geschlossen,  und  es  verschwinden  die  Integrale  J,  A\  Ä"j  das 
Volumen  der  Flächentrajectorie  des  Punktes  M'  und  folglich  auch 
das  der  Fusspunktenfläche,  welches  i  von  jenem  beträgt,  ist 
eine  Function  zweiten  Grades  der  Coordinaten  von  M'  in  Bezog 
auf  die  in  S'  angenommenen  Axen,  also  auch  der  Ck>ordinat6D 
von  üf  in  Bezug  auf  die  festen,  dem  System  S  angehörigen  Axen. 
Diejenigen  Fusspunktenflächen  haben  also  ein  constantes  Volumen, 
deren  Pole  einer  bestimmten  Fläche  zweiten  Grades  angehören. 
Dieses  Theorem  ist  zuerst  von  Herrn  Hirst  im  LXII.  Bd«  des 
Crelle'schen  Journals  ausgesprochen  worden  und  erscheint  hier 
als  ein  besonderer  Fall  der  allgemeinen  Theorie  der  Volumina 
von  Trajectorienflächen. 

Zum  Schluss  wird  auf  ein  Analogen  des  Theorems  von 
Herrn  Holditch  hingewiesen.  Es  bewege  sich  eine  Gerade  nach 
irgend  einem  Gesetz;  als  diese  gelte  die  X-Axe.  Das  Voluoien 
V  eines  Punktes  wird  alsdann  gegeben  durch  den  Ausdruck 

o 
Hierin  bedeutet  0  das  Flächenstflck  der  Einheitskugel ,  welches 
die  Endpunkte  aller  Radien  enthält,  die  allen  Lagen  der  Geraden 
parallel  laufen.  Bezeichnen  F^,  F,,  F,,  F^  die  Volumina,  welche 
von  vier  Punkten  1,  2,  3,  4  der  Geraden  umschrieben  werden, 
so  besteht,  wenn  (1,2)  den  Werth  x,—x,  bedeutet,  die  Relation 

V  V  V 

?-i I Li I ^^ 


(l,2)(l,3)(l,4)  ^  (2,1) (2,  3) (2, 4)  ^   (3,  1) (3,  2) (3, 4) 

^  (4,1)  (4, 2)  (4, 3)  3 

Sehn. 
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Der  Satz  von  Herrn  Lendesdorf,  auf  den  sich  alle  diese 
Noten  beziehen^  findet  sich  Messenger  (2)  VII.  125-127  (siehe 
F.  d.  M.  IX.  p.  598).  Er  sagt  aus^  dass,  wenn  A,  B,  C,  P  4  Pankte 
sind,  die  fest  mit  einander  verbunden  sich  auf  irgend  einem 
Wege  in  einer  Ebene  bewegen,  und  wenn  (4),  (B),  (C),  (P)  die 
Flächen  der  Curven  bezeichnen,  die  von  A,  B.C^P  beschrieben 
werden,  dann 

{P)=^x{A)^y(B)  +  z{C)-^nt\ 

wo  Xy  y,  2  die  Dreieckscoordinaten  von  P  in  Bezug  auf  das 
Dreieck  ABC  sind  und  t  die  Länge  der  Tangente,  die  von  P 
an  den  ABC  umschriebenen  Kreis  gezogen  ist,  so  dass,  wenn 
J,  B  gegebene  geschlossene  Curven  beschreiben,  diese  Formel 
die  Flächen  von  Curven  verbindet,  welche  von  den  zwei  geführ- 
ten Punkten  C  und  P  beschrieben  werden.  In  der  ersten  der 
oben  citirten  Noten  spricht  nun  Herr  Kempe  aus,  1)  dass  die 
von  ii,  £,  C,  P  beschriebenen  Curven  nicht  noth  wendig  ge- 
schlossene Curven  im  gewöhnlichen  Sinne  des  Wortes  zu  sein 
brauchen;  es  genüge,  dass  sie  alle  wieder  zu  ihrem  Anfangs- 
punkte zurückkehren;  2)  dass,  wenn  die  Integration  für  gewisse 
Winkel  nicht  von  0  bis  2%  sondern  nur  von  0  bis  zu  einem  be- 
liebigen Winkel  und  wieder  zurück  ausgedehnt  wird,  die  Formel 

die  einfachere  Form 

(P)  =  <^)  +  y(Ä)  +  <C) 

annimmt    Dafür  wird  ein  weiterer  Beweis  gegeben. 

Die  zweite  Note  enthält  den  Satz:  „Wenn  eine  Ebene, 
auf  einer  anderen  Ebene  rollend;  mit  einer  Lage  beginnt  und 
sich  in  irgend  einer  Art  so  bewegt,  dass  sie  eine  Anzahl  von  Rota- 
tionen macht,  und  dann  zu  ihrer  Anfangslage  zurückkehrt,  so  lässt 
sich  auf  der  sich  bewegenden  Ebene  ein  Kreis  finden,  dessen 
Punkte  alle  auf  der  festen  Ebene  eine  Curve  mit  der  Fläche  Null 
beschreiben.  Nimmt  man  auf  der  bewegten  Ebene  einen  andern  zu 
diesem  Nullkreise  concentriscben  Kreis,  so  werden  die  Flächen  der 
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YOD  allen  Pankten  auf  diesem  Kreise  beschriebenen  Corven  dieselben 
und  sind  proportional  den  zwischen  diesen  und  dem  Nullkreise 
eingeschlossenen  Flächen.  Kehrt  die  bewegte  Ebene  zu  ihrer  An- 
fangslage zurttck,  ohne  eine  vollständige  Umdrehung  gemacht  zu 
haben,  so  wird  das  System  concentrischer  Kreise  ersetzt  durch 
ein  System  paralleler  Geraden,  und  die  von  den  Punkten  dieser 
Geraden  beschriebenen  Flächen  sind  proportional  der  Entfernung 
der  Linie  von  der  Nulllinie."  Dies  wird  in  Herrn  Kempe's  dritter 
Note  bewiesen.  Seine  vierte  Note  enthält  zwei  Bemerkungen 
von  Professor  Liguine,  1)  dass  der  Nullkreis  imaginär  werden 
kann,  und  2)  dass  die  Fläche,  welche  von  dem  Mittelpunkte  des 
Kreises  (und  der  ist  immer  reell)  beschrieben  wird,  ein  Kreis  ist. 
Herr  Leudesdorf  giebt  in  seiner  Note  einen  andern  und  ein- 
facheren Beweis  von  1)  und  bespricht  einige  specielle  Fälle  des 
Satzes.  Glr.  (O.) 

A.  Laisant.     R^flexions  sur  la  cin^matique  du  plan. 

Nouv.  ADD.  (2)  XVII.  481-507. 

Die  Methode  der  Aequipollenzen  wird  auf  eine  Anzahl 
Fragen  aus  dem  Gebiete  der  Kinematik  angewendet,  für  welche 
sie  sich  besonders  zweckmässig  erweist.  Sehn. 


De  LA  GoüRNERiE.  Rapport  sur  un  memoire  de  M.  Haton 
de  la  GoupiHifere  relatif  aux  lignes  engendrdes  dans 
le  mouvement  d'une  figure  plane.    C.  B.  Lxxxvi.  527-533. 

Es  wird  vorbehalten,  den  Aufsatz,  über  den  ein  kurzer  Be- 
richt vorliegt,  in  dieser  Zeitschrift  ausführlicher  zu  besprechen, 
sobald  derselbe,  wie  in  Aussicht  gestellt  ist,  im  Druck  vorliegt. 

Sehn. 


F.    Gilbert.       Sur    quelques    propri^tös    relatives    aux 

mouvements   plans.    Add.  de  l.  soc.  scieot.  Braz.  II.  B.  81-88. 

E.  Ghysens.     Rapport  sur  ce  memoire.    Add.  d.  i.  soc.  scieot. 


Broz.  II.  A.  63-66. 
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Wenu  eine  ebene  unveränderliche  Figur  ihre  Lage  in  ihrer 
Ebene  ändert,  so  hängt  die  Gonstruction  der  ErUmmungsmittel- 
punkte  der  Bahn,  die  ein  Punkt  der  Figur  beschreibt,  von  der 
Bestimmung  zweier  Pvnkte  ab,  nämlich  des  Mittelpunktes  der 
augenblicklichen  Rotation  und  des  Inflexionspols  (Gilbert  1857, 
Schell  1870).  Herr  Gilbert  bestimmt  diese  beiden  Punkte  mit 
Hülfe  der  Krttmmungsmittelpunkte  der  Bahnen  zweier  verschie- 
dener Punkte.  Er  beweist  ferner  auf  streng  kinematischem  Wege, 
dass  die  Enveloppe  einer  Gurve  der  beweglichen  Figur  den- 
selbA  Krümmungsmittelpunkt  hat,  wie  die  Bahn  des  Krttmmungs- 
mittelpunktes  der  umhüllten  Curve.  Dem  schliessen  sich  ver- 
schiedene Folgerungen  an.  Mn.  (0.) 


P.  Gilbert.      Sur  rextension    aux    mouvements    plans 
relatifs  de  la  m^thode  des  normales  et  des  ceutres  de 

COUrbure.    Add.  d.  l.  soc.  scient.  Bruz.  III.  B.  81-82. 

E.  Ghysens.     Rapport  sur  ce  memoire.   Add.  d.  l.  boc.  ecient. 

Brux.  III.  A.  55-57. 

Gegeben  seien  für  eine  Figur  F',  die  sich  in  der  Ebene  einer 
Figur  F  bewegt,  das  augenblickliche  Centrum  C\  der  Inflexions- 
pol  Vy  die  Rotationsgeschwindigkeit  w\  ferner  die  analogen  Ele- 
mente C",  Ä",  ir"  für  F,  das  sich  seinerseits  in  einer  Ebene  P,  F' 
mit  sich  ziehend,  bewegt.  Man  soll  für  Sie  Bewegung  von  F' 
in  P  die  Elemente  C,  &,  u>  finden.  Der  Verfasser  giebt  eine 
Lösung  des  Problems,  die  zu  einer  gewissen  Zahl  von  Anwen- 
wendungen  auf  die  Untersuchung  der  Normal-  und  Krümmungs- 
radien, namentlich  bei  Gliedersystemen,  führt 

Mn.  (0.) 


H.  Leaüte.      Th^orfeme   relative  au   d^placement  d'une 
figure  plane  dans  son  plan.    Bull.  s.  M.  F.  vi.  170 172. 

Das  Referat  wird  im  nächsten  Bande  folgen.  0. 
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A.  Cayley.    On  the  kinematics  of  a  plane.  Qaart  J.  XVL  1-8. 

Der  Verfasser  betrachtet  zwei  Ebenen.  Die  eine  derselben 
ist  fest,  die  andere  beweglich.  Dann  beschreibt  jeder  Punkt  der 
beweglichen  Ebene  eine  Curve  auf  der  festen,  und  jede  Gerade 
der  beweglichen  Ebene  httllt  eine  Curve  der  festen  ein,  und  um- 
gekehrt. Die  Bewegung  kann  aber  auch  so  aufgefasst  werden, 
dass  eine  Curve  der  beweglichen  Ebene  auf  einer  Curve  der 
festen  Ebene  rollt.  Dies  Problem  ist  es,  das  der  Verfasser 
zunächst  allgemein  analytisch  behandelt  und  fElr  eine  Reihe 
specieller  Fälle  detaillut.  O! 


O.  Kessler.     Kaustische  Linien   in  kinematischer  Be- 
handlung.   Schlomilch  Z.  XXIU.  1-34. 

Ein  leuchtender  Punkt  P  sende  Lichtstrahlen  auf  eine  Gurre; 
dieselben  werden  nach  dem  Reflexionsgesetz  zurückgeworfen  und 
bilden  die  Brennlinien,  mit  denen  sich  die  vorliegende  Arbeit 
beschäftigt.  Ist  $  ein  Punkt  der  Curve  und  T  eine  Tangente  in 
diesem  Punkte,  so  bilde  man  das  Spiegelbild  der  Curve  und  des 
leuchtenden  Punktes  in  Rücksicht  auf  diese  Tangente,  die  somit 
als  Planspiegel  aufgefasst  wird.  Nennt  man  P,  den  Spiegel- 
Punkt  von  P,  so  giebt  P^^  die  Richtung  des  reflectirten  Strahls 
an.  Rollt  das  symmetrische  Spiegelbild  der  Curve  auf  der  ge- 
gebenen ab,  so  dass  stets  entsprechende  Punkte  zusammenfallen, 
so  ist  der  Berührungspunkt  beider  Curven  der  momentane  Dreh- 
punkt, und  daher  die  Eatakaustik  die  Evolute  der  von  P,  be* 
schriebenen  Roulette,  die  Roulette  selbst  aber  ist  ein  der  Fuss- 
punktencurve  ähnliches  Gebilde,  welches  vom  Pol  P  als  Aehn- 
lichkeitspunkt  aus,  nach  dem  Verhältniss  von  1:2,  ans  der 
Fusspunktscurve  zu  construiren  ist.  Von  diesen  Gesichtspunkten 
aus  werden  nunmehr  die  kaustischen  Linien  des  Kreises,  der 
Parabel  und  der  Ellipse  behandelt,  und  Natur  und  Lage  ihrer 
Singularitäten  festgestellt.  Was  im  Besonderen  die  letzte  Brenn- 
linie betrifft,  so  mag  Erwähnung  finden,  dass,  wenn  der  leuch- 
tende Punkt  auf  der  grossen  Axe  gelegen  ist,  sich  ausser  zwei 
Rückkehrpunkten  in  der  grossen  Axe  noch  zwei  symmetrisch  za 
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ihr  liegende  Bfiekkebrpunkte  bilden.  Die  Strahlen,  welche  als 
Tangenten  in  diesen  Rttckkehrpnnkten  auftreten,  gehen  von  den 
beiden  Punkten  der  Ellipse  aus,  welche  eich  in  den  leuchtenden 
Punkt  senkrecht  projiciren.  Die  Rflckkebrpunkte  auf  der  grossen 
Axe  stehen  mit  dem  strahlenden  Punkte,  dem  Scheitel  der  Ellipse 
and  dem  zu  ihr  gehörigen  Erttmmungsmittelpunkt  in  einer  ein- 
fachen Beziehung;  es  theilt  nämlich  je  ein  Bttckkehrpunkt  mit 
dem  leuchtenden  Punkt  die  Strecke  harmonisch,  welche  durch 
einen  Scheitel  der  Ellipse  und  ihren  Krttmmungsmittelpunkt  be- 
grenzt ist  Sehn. 

M.  Chaslbs.     Memoire  de  g^m^trie  sur  la  constraction 
des  normales  k  plusieurs  courbes  m^niques. 

BnU.  8.  M.  P.  VL  208-260. 

Siehe  Abschn.  Vm.  Cap.  5.  A.  p.  380. 


H.  Levt.  Sur  la  cin^matique  des  figures  continues  sur 
les  surfaces  courbes  et  en  g^n^ral  dans  les  vari^t^s 
planes  ou  courbes.   c.  B.  Lxxxvi.  812-816. 

M.  Levt.  Sur  les  conditions  que  doit  remplir  un  espace 
pour  qu'on  y  puisse  d^placer  un  Systeme  invariable 
k  partir  de  Tune  quelconque  de  ses  positions  dans 
une  ou  plusieurs  directions.    c.  R.  Lxxxvi.  875-878. 

Es  seien  Xi(i  =  \j  2^  3 ...  n)  die  it  Veränderlichen,  welche 
die  Lage  eines  Punktes  in  einem  ebenen  oder  gekrümmten  Baume 
von  ft  Dimensionen  bestimmen,  und  das  Quadrat  eines  Linear- 
elements sei 

wo  a^^Oßi  bestimmte  Functionen  jener  Veränderlichen  sind. 
Wenn  man  nunmehr  ein  unendlich  kleines  Dreieck  betrachtet, 
dessen  drei  Spitzen  zu  Coordinaten  Xi,  Xi-\'dxij  x«-f-^'^  haben, 
80  lassen  sich  die  drei  Seitenlängen  dieses  Dreiecks  bestimmen, 
und  folglich  auch  seine  Winkel  durch  die  gewöhnlichen  Formeln 
der  Trigonometrie.     Der   Winkel  zweier  Elemente  ds   und  ds'^ 


d-bschaitt.    Uechaaib. 

kte  H  auslaufen,  ist  alsdaan  durcb  den 

irdinaten  des  Punktes  M  sich  verändern, 
le  Linie  Oi,  welche  von  M  auaUuft,  nod 
eis,  den  die  Elemente  d»  und  doi  bilden, 

t  sich  die  Richtung  des  Elementes  d$  mit 

ix- 

emue  a,  oder  durch  die  n  Qaotienten  -j- 
dlich  tiiij  den  Winkel,  den  zwei  Elemente 
-  bilden,  so  erhSlt  man  costoiy  =  ■     '    , 

mit  -T-^  =  ^Oii  in  gewissem  Sinne  eine 

jr  Coefficienten  o^,-. 

nuirlicb  bewegliches  Gebilde  betrachtet, 
er  Coordinaten  Sx^  eines  Punktes  wäb- 
lem  bestimmten  Augenblick  Functionen 

ddx, 

tion  bei  der  DifTerentiation  der  obigen 
s,  dl')  definirt,  und  fUhrt  fUr  die  linearen 

; — ■,  welche  die  Elemente  da  und  ds'  in 

:  Zeichen  ^  und  V  ein,  so  ergiobt    ach 

ia(dt,ds')d(ds,ds')  =  ^^v^-^> 
Lt:  *' 

ddxk  \ 
dX4  )' 
nen,  so  ergiebt  sich  fUr  die  Dilatation  k 
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Die  letzten  beiden  Formeln  umfassen  nothwendig  die  ganze 
Theorie  der  Deformation  von  Gebilden:  die  zweite  giebt  die 
Veränderungen  der  Längen,  die  erste  die  der  Winkel.  Da  aber 
die  zweite  eine  Folge  der  ersten  ist,  so  lässt  sieh  aueh  die  erste 
allein  als  die  Fundamentalrelation  Hir  die  ganze  Theorie  der 
Deformation  von  Systemen  ansehen. 

Es  mag  noch  bemerkt  werden,  dass,  wenn  li  die  Dilatation 
von  doi  und  dwij  die  Veränderung  des  Winkels  w^  bedeuten,  die 
Gleichungen 


h  =  77-^ ;    (At+i>)  coswy— sincü4/dco^  =     

den  Lij  im  gewissem  Sinne  eine  geometrische  Deutung  geben. 

Für  einen  Euklidischen  Raum  ist,  wenn  die  Xi  als  geradlinig 
rechtwinklige  Coordinaten  gefasst  werden,  a^;  =  0,  o«  =  1,  und 
daher 

Damit  das  System  unveränderlich  in  der  Form  sei,  ist  nothwen- 
dige  und  ausreichende  Bedingung,  dass  A  =  0  für  jede  Richtung 
des  Elementes  ds^  dass  also 

8dxi    ,    ddxj 


+  ^r-^  =  o 


dxj  öxi 

fQr  jedes  t  und  j.  Daraus  lässt  sich  schliessen,  dass  8x4  eine 
lineare  Function  von  der  Form  d  +  SCijXj,  worin  C</4-Cy,  =  0. 
FOr  den  Euklidischen  Raum  von  drei  Dimensionen  giebt  dies 
die  bekannten  Formeln  für  die  Verrflckung  starrer  Systeme. 

Üamit  ein  Gebilde  bei  der  Verrückung  in  einem  Räume 
starr  bleibe,  muss  die  Dilatation  X  jedes  Linearelementes  Null 
sein.  Dies  erfordert,  dass  die  Lij  =  0  seien,  oder  dass  für  jedes 
f  und  j 

•t^ti  -4-  1  ^ 

EHe  in  dieser  Form  enthaltenen  2^  Gleichungen  zwischen 
den  n  unbestimmten  Functionen  8xi  müssen  mit  einander  ver- 

Fort«chr.  d.  MMh.  X.  3.  37 
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träglich  sein.  Die  UntersuohuDg  dieses  Gegenstandes  bildet  den 
Inhalt  der  zweiten  Note.  Sie  fbbrt  zu  dem  Resultat:  y^Damit 
ein  Raum  von  der  Natur  sei,  dass  ein  starres  System  darin  nach 
einer  einzigen  Richtung  eine  Verschiebung  zulasse,  ist  eine  notfa- 
wendige  und  ausreichende  Bedingung  die,  dass  die  quadratische 
Form,  welche  in  diesem  Raum  das  Quadrat  des  Linearelementes 
darstellt,  in  der  Art  transformirt  werden  kann,  dass  ihre  Coeffi- 
oienten  eine  ihrer  Variabein  verlieren.^ 

Soll  das  starre  Gebilde  nach  k  yerschiedenen  Riehtangen 
verschiebbar  sein,  so  muss  jene  Form  eine  solche  Transforma- 
tion zulassen,  nicht  dass  k  ihrer  Variabein,  sondern  dass  auf 
k  Tcrschiedene  Weise  eine  der  Variabein  verschwindet. 

Sehn. 


M.  Levy.     Sur  las  conditions  pour  qu*une  surface  seit 
applicable  sur  une  surface  de  r^volution.  c.  B.  LXXXVL 

947-950. 

Die  fundamentalen  Relationen,  welche  Herr  L^vy  über  die 
Deformation  eines  continuirlich  beweglichen  Gebildes  in  einem 
beliebigen  Raum  von  n  Dimensionen  aufgestellt  hat,  und  über  die 
oben  berichtet  ist,  werden  angewendet,  um  die  Bedingungen  aus- 
zudrücken, denen  eine  Fläche  gentigen  muss,  damit  sie  sich  auf 
eine  Rotationsfläche  auffalten  lasse.  Der  leitende  Gedanke  ist  fol- 
gender:  Auf  einer  Rotationsfläche  lässt  sich  eine  starre  Figur  nach 
einer  Richtung  verschieben.  Lässt  sich  demnach  eine  Fläche 
auf  eine  Rotationsfläche  auffalten,  so  muss  eine  auf  derselben 
befindliche  Figur  so  verschoben  werden  können,  dass  die  Längen 
der  Linien,  welche  in  ihr  sich  befinden,  keine  Aenderung  erlei- 
den, dass  also  die  Dilatation  l  aller  Linearelemente  Null  sei. 

Ist  daher 

ds*  =  a,,dajJ4-2a,,cte,  da?,  4-«M^J 
das  Quadrat  des  Linienelementes  auf  der  gegebenen  Fläche ,  so 
müssen  bei  Anwendung  der  obigen  Formeln  folgende  drei   par- 
tielle Differentialgleichungen    zwischen   den  zwei   unbestimmten 
Functionen  dx^  und  dx^  eine  gemeinsame  Lösung  zulassen : 
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^''"  rfx   I    ^'*"  Sx  4-  a    -^^4-a   ('i^  ,  i^") 

,         ddx. 

Diese  BediDgnng  wird  angewendet,  um  die  möglichst  allge- 
meine Form  der  Regelfläehe  zu  ermitteln,  welche  sich  auf  eine 
Rotationsfläche  auffalten  lässt  Es  ergiebt  sich,  dass  die  Rotations- 
flächen sein  mUssen  entweder  Rotationsflächen  zweiten  Grades 
oder  Flächen^  deren  Meridiancurve  eine  Kettenlinie  (chatnette)  ist. 
Andere  Rotationsflächen  giebt  es  nicht,  denen  sich  Regelflächen 
anffidten  lassen.  Sehn. 


A.  Mannheim.     Nouveau  mode  de  repr^sentation  plane 
d'une  classe  de  surfaces  r^gl^es.  c.  R.  Lxxxv.  78S-791.  1877. 

A.  Mannheim.  Applicatiou  d'un  modederepr^entation  plane 
d*une  classe  de  surfaces  r^gl^es.  0.  r.  lxxxv.  847-850. 1877. 

A.   Mannheim.       Nouvelle    application    d'un    mode   de 
repr^sentation  plane  d'une  classe  de  surfaces  r^gl^. 

0.  B.  LXXXV.  941-944.  1877. 

Die  Darstellung  einer  geradlinigen  Fläche  in  Form  eines 
ebenen  Oebildes,  welche  obigen  Untersuchungen  zu  Grunde  liegt, 
beruht  auf  dem  Begriff  der  Hfllfsgeraden,  der  im  Jahrgang  1872 
dieser  Zeitschrift  bei  Gelegenheit  des  Berichts  über  Herrn  Mann- 
faeim's  Arbeit  ^Mömoire  sur  les  pinceaux  de  droites  et  les  nor- 
malies  • . .  ^  kurz  entwickelt  worden  ist  Ist  G  eine  Erzeugende 
einer  geradlinigen  Fläche  {G)  und  o  ein  beliebiger  Punkt  derselben, 
so  kann  man  sich  in  einer  Ebene  einen  rechten  Winkel  xo^y 
denken,  und  dem  Punkt  o  den  Punkt  o, ,  der  Axe  o^y  die  Gerade  O 
entsprechen  lassen.  Wenn  nun  6  ein  beliebiger  Punkt  der 
Geraden  (7  ist,   so  wird  die  Tangentialebene  in  6  mit  der  Tan- 

37* 
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gentialebene  m  o  einen  gewiasen  Winkel  einsehlieBBeo ,  und  die 
trigonometrische  Tangente  dieseB  Winkels  steht  mit  der  Strecke 
ob,  welche  die  Lage  des  Punktes  b  bestimmt,  in  eindeutiger 
WechselbeziehuDg,  die  durch  die  Httifsgerade  graphisch  dargestellt 
werden  kann.  Macht  man  nämlich  o,&,  gleich  ob,  errichtet  in  &, 
aof  o^y  ein  Loth  und  legt  den  Winkel  jener  Tangentialebenen 
an  die  Axe  o,x  ao,  so  schneidet  das  Loth  den  freien  Schenkel 
dieses  Winkels  in  einem  Punkte  b',  und  der  Ort  der  Punkte  b',  die 
sich  ans  den  verschiedenen  Punkten  b  der  Generatrix  herleiten 
lassen,  ist  die  Hülfsgerade  von  G  in  Bezug  auf  den  Punkt  o.  Sie 
reranschaulicht  die  Beziehung  der  Lage  eines  Punktes  der  Genera- 
trix zu  dem  Winkel,  den  die  Tangentialebene  in  ihm  gegen  die 
Tangentialebene  in  o  einnimmt.  Schneidet  diese  Httifsgerade  die 
Axe  o,y  io  n,  und  o^x  in  p,  so  haben  diese  Strecken  o,n,  und  o,p 
folgende  Bedeutung.  Zieht  man  von  o  aas  die  rechtwinklige  Tra- 
jectorie  (o)  der  Erzeugenden  von  (G),  so  stellt  o,n,  den  Radios 
der  geodätischen  Krümmung,  o^p  aber  den  Radius  der  geodäti- 
schen Torsion  dar.  Ist  im  Besonderen  (o)  eine  asymptotische 
Linie,  so  sind  o^  n,  und  o,  p  die  Krümmungsradien  dieser  Curve. 
Verzeichnet  man  auf  einer  geradlinigen  FIAche  (ff)  eine  Corve 
(0)  und  construirt  für  jede  Erzeugende  der  Fläche  und  den  durch 
die  Curve  auf  ihr  bestimmten  Punkt  0  die  Hülfsgerade  in  dem 
Axenkreuz  yo^x,  so  umhüllen  diese  Holfsgeradeo  eine  Curve,  und 
diese  ist  die  darstellende  Curve  der  Regelfläche.  Sie  erweist 
sich  httchst  fruchtbar  für  die  Erkenntniss  der  Natur  solcher  Regel - 
flächen  und  wird  zunächst  fUr  die  -Untersuchung  deijenigen 
Flächen  verwendet,  welche  aus  den  Hauptnormalen  einer  Curve 
gebildet  werden. 

Es  sei  S,  der  Ort  der  Hauptnormalen  einer  Curve  (o),  und 
ind  Q'  seien  zwei  auf  einander  folgende  Hauptnormalen;  ihre 
Ifsgeraden  schneiden  sich  in  a'.  Projieirt  mana'aufo,y  in  a, 
1  macht  oa  gleich  o^a^,  so  wird  die  Tangentialebene  der  Fläche 
in  a  einen  Winkel  a'o^x  mit  der  Tangentialebene  in  o  ein- 
liessen.  Dieselben  Grössen  gelten  fllr  die  Nacbbargerade  ff. 
inn  man  daher  durch  G  ein  EbeaenbUsehel  gelegt  denkt  und 
Axe  G  dieses  Büschels  so  verschiebt,  dass  ein  Punkt  o  des- 
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selben  die  Curve  (o),  die  Axe  aber  die  HauptnorroaleD  dieser 
Carve  durehschreitet,  so  giebt  es  unter  den  Ebenen  des  BOsebels 
stets  eine,  welche  Sn  wieder  in  dem  Punkte  bertthrt,  wohin  ihr 
Berührungspunkt  bei  der  Verschiebung  gelangt.  Uie  Charakte- 
ristik dieser  Ebene  ist,  wie  die  Charakteristik  der  Tangentialebene 
in  o,  senkrecht  gegen  G  gerichtet;  denn  (o)  ist  eine  Asymptoten« 
linie  von  S^*  Daher  ist  das  Element,  welches  a  beschreibt,  gleich- 
falls Asymptotenlinie  der  Fläche.  Es  existirt  also  auf  jeder  Haupt- 
normale einer  Curve  (d)  ein  Punkt  a,  für  den  die  Asymptotenlinie 
der  Normalenfläche  von  {o)  senkrecht  gegen  die  betrachtete  Haupt- 
normale  gerichtet  ist.  Da  zwei  Httlfsgeraden  nie  mehr  als  einen 
Punkt  gemeinsam  haben  können,  es  sei  denn,  dass  sie  zusammen- 
fallen, so  erkennt  man,  dass  wenn  ausser  in  o  noch  in  zwei 
anderen  Punkten  von  G  die  Asyroptotenlinien  von  S„  senkrecht 
gegen  G  verlaufen,  alle  Punkte  von  G  dieselbe  Eigenschaft  haben. 
Die  einfachste  Form  der  darstellenden  Curve  ist  ein  Punkt  a'. 
Die  Htllfsgeraden  gehen  durch  ihn  hindurch  und  die  reciproken 
Werthe  von  o^n^  und  o^p  stehen  deshalb  in  linearer  Beziehung. 
Ersetzt  man  o^n^  durch  ^,  den  Krümmungsradius  von  (o),  stellt 
femer  das  Segment  oa  durch  a  und  durch  w  den  Winkel  dar, 
den  der  Richtstrabi  nach  a'  mit  der  o^x^AxG  einschliesst,  so  ist 
diese  lineare  Relation  in  der  Form  ausgedrückt 


CtRfti) 


r  Q 

Die  Curve  (a)  ist  in  diesem  Fall  eine  orthogonale  Trajectorie 
und  zugleich  Asymptotenlinie  von  S«,  also  sind  die  Hauptnorma- 
len von  (o)  gleichzeitig  Hauptnormalen  von  (a),  und  zwischen 
den  beiden  Krümmungsradien  von  (o)  besteht  obige  Relation. 
Andererseits  erkennt  man,  dass,  wenn  die  beiden  Krümmungen 
einer  Curve  in  linearer  Beziehung  stehen,  diese  Beziehung  eine 
nothwendige  und  ausreichende  Bedingung  daftlr  ist,  dass  die 
Hauptnormalen  von  (o)  zugleich  Hauptnormalen  einer  zweiten 
Curve  sind. 

Zwei  Hülfsgeraden,  welche  durch  a'  gehen,  spielen  eine  be- 
sondere Rolle,  nämlich  o^a'  und  a^or'.     Ihnen  entsprechen  aufS^ 
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zwei  Erzeugende  von  der  besonderen  Natnr,  dass  die  Tangential- 
ebenen, welche  den  Punkten  einer  jeden  zugehören,  sieh  auf  eine 
einzige  reduciren.    Es  gilt  daher  der  Satz: 

Auf  einer  Fläche,  welche  aus  den  gemeinsamen  Hanptoor- 
malen  zweier  Cnrven  gebildet  wird,  giebt  es  stets  zwei  Er- 
zeugende  y  längs  denen  die  Fläche  nur  eine  einzige  Tangential- 
ebene zulässt. 

Nachdem  die  Untersuchungsmethode  der  geradlinigen  Flächen 
mit  Hülfe  der  darstellenden  Gurve  in  Obigem  gekennzeichnet  ist» 
genttgt  es,  aus  den  Mittheilungen  des  Herrn  Mannheim  die  wesent- 
lichsten Ergebnisse  hervorzuheben. 

Ist  die  darstellende  Curve  der  Fläche  Snj  welche  aus  den 
Hauptnormalen  einer  Curve  gebildet  ist,  eine  einzige  Gerade,  so 
ist  zu  folgern,  dass  alle  asymptotischen  Linien  der  Fläche  ortho- 
gonale Trajectorien  der  Erzeugenden  sind.  Zu  ihnen  gehört  auch 
die  Strictionslinie.  Wird  in  Bezug  auf  ihre  Punkte  die  dar- 
stellende Curve  von  S»  entworfen,  so  ergiebt  sich  eine  der  o,y-Axe 
parallel  laufende  Gerade;  es  muss  daher  die  Strictionscurve  in 

m 

jedem  Punkte  einen  unendlichen  Krümmungsradius  haben,  also 
geradlinig  sein.  Durch  solche  Schlüsse  erkennt  man,  dass  die 
Fläche  Sn  in  diesem  Falle  eine  Schraubenlinie  mit  einer  Biohtungs- 
ebene  ist.  Hiermit  im  Zusammenhange  steht  die  Beantwortung 
folgender  Frage:  Welche  geradlinigen  Flächen  haben  in  jedem 
ihrer  Punkte  gleiche  und  entgegengesetzte  Hauptkrümmungen? 
Ihre  Asymptotenlinien  müssen  orthogonale  Trajectorien  der  Gro- 
neratricen  sein,  ihre  darstellende  Curve  ist  also  eine  einzige 
gerade  Linie  und  sie  selbst  Schraubenlinien  mit  einer  Richtungs- 
ebene. 

Setzt  man  zwischen  den  Krümmungsradien  einer  Curve  eine 
beliebige  Gleichung  fest,  so  giebt  man  damit  die  Gleichung  der 
darstellenden  Curve  von  Sn  in  Tangentialcoordinaten  an;  denn, 
wie  oben  bemerkt,  giebt  der  Abschnitt  o^n^  auf  der  o^y-Axe  den 
einen  Krümmungsradius,  der  Abschnitt  o^p  auf  der  o^o^Axe  den 
anderen  Krümmungsradius  an.  Die  Fusspunktencurve  in  Bezug 
auf  den  Pol  o^  entspricht  der  Strictionslinie  der  Flächen,  welche 
aus   den  Hauptnormalen  jener  Curve   gebildet  werden.     Dieae 
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Fnsspunkfencarve  ändert  Bich  nicht,  wenn  man  zum  Zweck  der 
Darstellnng  der  Httlfsgeraden  neue  Anfangspunkte  auf  den  Er- 
zeugenden wählt,  sie  kann  also  in  gewissem  Sinne  gleichfalls 
zur  Charakterisirung  der  geradlinigen  Fläche  dienen.  Aus  der 
Natur  dieser  Curven  können  nun  mannigfache  Eigenschaften  von 
geradlinigen  Flächen  hergeleitet  werden,  welche  aus  den  Haupt- 
normalen von  Curven  gebildet  sind,  deren  Krümmungen  durch 
irgend  eine  Gleichung  verbunden  sind.  Die  Fruchtbarkeit  dieser 
Principien  wird  an  einigen  Flächen,  deren  darstellende  Curven 
einfache  geometrische  Formen  bilden,  dargethan. 

In  der  letzten  Mittheilung  wird  die  darstellende  Curve  zur 
Untersuchung  beliebiger  geradliniger  Flächen  verwendet  Als 
Anfangspunkt  für  die  jene  Curve  erzeugenden  Httlfsgeraden  wird 
eine  orthogonale  Trajectorie  der  Fläche  benutzt.  In  diesem  Falle 
treten  an  die  Stelle  der  Krümmungsradien  der  Curve,  deren 
Hauptnormalen  die  Fläche  eben  erzeugten,  die  geodätische 
Krümmung  und  die  geodätische  Torsion  der  rechtwinkligen  Tra- 
jectorie. Sehn. 


A.  Mannheim.  Nouvelle  dömonstration  d'un  th^orfeme 
relatif  au  ddplacement  infiniment  petit  d'un  di^drc 
et   nouvelle  application  de  ce  th^orfeme.    Bull.  s.  m.  f. 

VI.  5-7. 

Das  Theorem,  von  dem  Herr  Mannheim  nach  der  ihm  eige- 
nen Untersuchungsmethode  einen  höchst  einfachen  Beweis  bei- 
bringt, lautet:  „Wenn  ein  starres  Zweiflach  sich  so  in  eine  Nach- 
barlage bewegt,  dass  die  Charakteristik  einer  Seitenfläche  senk- 
recht gegen  die  Kante  des  Zweiflachs  steht,  so  ist  auch  die 
Charakteristik  der  anderen  Seitenfläche  senkrecht  gegen  diese 
Kante.  ^  Es  wird  dieser  Satz  angewendet^  um  zu  beweisen,  dass, 
wenn  die  beiden  Krümmungsradien  einer  Baumcurve  einander 
proportional  sind,  die  Curve  eine  auf  einer  cylindrischen  Fläche 
sich  windende  Schraubenlinie  sein  muss.  Sehn. 


584  ^*  Abschnitt.    Mechanik. 

A.  Mannheim.     Dömonstratioiis  g^om^triques  d'un  th4o- 
rhrne  relatif  aux  surfaces  rdgläes.    Bull.  s.  M.  F.  VI.  7-9. 

Gestutzt  auf  jenen  oben  vermerkten  Satz  vom  Zweiflach 
wird  ein  Theorem  bewiesen,  welches  Herr  0.  Bonuet  zuerst  in 
folgender  Form  ausgesprochen  hat:  ,,Wird  auf  einer  windschiefen 
Fläche  eine  Linie  so  gezogen,  dass  sie  unter  constantem  Winkel 
die  erzeugenden  Geraden  der  Fläche  schneidet  und  gleichzeitig 
eine  geodätische  Linie  ist,  so  kann  sie  nichts  anderes  als  die 
StrictionsHnie  der  Fläche  sein.  Nach  derselben  Methode,  die 
Herr  Mannheim  befolgt  hat,  lässt  sich  auch  der  Beweis  liefern, 
dass  eine  Strictionslinie,  welche  die  erzeugenden  Geraden  einer 
windschiefen  Fläche  unter  constantem  Winkel  schneidet,  eine 
geodätische  Linie  der  Fläche  ist,  sowie,  dass  eine  Strictionslinie, 
welche  gleichzeitig  eine  geodätische  Linie  ist,  alle  Erzeugenden 
der  Fläche  unter  demselben  Winkel  schneidet.  Sehn. 


M,  Levy.  Sur  la  composition  des  acc^l^rations  d*ordre 
quelconque  et  sur  un  problfetae  plus  g6n4ral  que 
celui  de  la  composition  des  mouvements.  0.  B.  lxxxyi. 

1068-1071. 

Wenn  ein  Körper,  dessen  Punkte  durch  die  Coordinaten 
Xj  y,  z  auf  irgend  drei  feste  Axen  bezogen  sind,  sich  bewegt, 
so  versteht  man  unter  der  Beschleunigung  n^"  Ordnung  eines 
Punktes  die  Grössen 

d^+^x  (t'^^y  (^+l5 

Ist  ein  Körper  gleichzeitig  zwei  Bewegungen  unterworfen,  einer 
relativen  und  einer  Bewegung  der  MitfUhrung  (mouvement  d'en- 
tratnement),  so  wird  aus  beiden  eine  dritte  resultiren,  und  in 
der  vorliegenden  Note  handelt  es  sich  darum,  die  resultirende 
Beschleunigung  n***'  Ordnung  aus  den  die  anderen  beiden  Be- 
wegungen charakterisirenden  Grössen  zusammenzusetzen. 

Es  gelange  ein  Punkt  M  nach  einem  Zeitintervall  Jt  in  Folge 
der  relativen  Bewegung  allein  nach  ß;   würde  er  ausschliesslich 
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der  zweiten  BeweguDgaform  folgen,  so  möge  er  nach  der  Zeit  Jt 
die  Lage  £  einnehmen ;  durch  die  aus  beiden  resultirende  Be- 
wegung aber  komme  er  nach  M',  Werden  die  Projeetionen  der 
Verschiebungen  MM',  MRj  ME  auf  die  X-Axe  bezüglich  mit 
JXf  J'x,  J"x  bezeichnet,  so  erhält  man  durch  Projection  des 
Dreiecks  MRM'  auf  diese  Axe  die  Gleichung  Jx  =  J'x-^J'lx, 
wo  unter  J'^x  die  Projection  von  ÄJIf'  verstanden  wird.  Diese 
Verschiebung  lässt  sich  auffassen  als  die  Verrückung  des 
Punktes  R  in  Folge  der  Bewegung  der  Mitfflhrung,  so  dass  man 
J'lx  erhält,  wenn  man  in  J*'x  an  Stelle  der  Coordinaten  x^y^z 
des  Punktes  M  die  des  Punktes  ß,  also 

x-^-J'x,    y  +  ^'y,    «4"^'* 
einsetzt.     Da   nun,   wenn  man  M  als  einem  festen  System  zu- 
gehörig auffasst,  die  Projection  J''x  eine  lineare  Function  der 
Coordinaten  des  betrachteten  Punktes  ist,  so  gilt  für  J'^x  die 
Darstellung 

Daher  ist 

Werden  nunmehr  beide  Seiten  dieser  Gleichung  nach  steigenden 
Potenzen  von  Jt  entwickelt  und  die  Coefficienten  von  Jn+^  in 
diesen  Entwickelungen  einander  gleich  gesetzt,  so  erhält  man  die 
Gleichung,  welche  die  Lösung  des  gestellten  Problems  in  sich 
schliesst.  Zu  dQm  Ende  seien  X»,  F„,  Zn  die  drei  Componenten 
der  Beschleunigung  it*^'  Ordnung  bei  der  resultirenden  Bewegung, 
die  entsprechenden  Componenten  bei  der  relativen  Bewegung  seien 
X»  Y'ny  Zi  und  die  bei  der  dritten  Bewegungsform  Ä«,  F«,  Z;'. 
Bei  der  Ausführung  der  angegebenen  Operationen  ergiebt  sich 
alsdann 


und  entsprechende  Ausdrücke  für  Jy,  Jz;  J'y,  J'n]  J"y,  ^"»; 
so  dass  der  gekennzeichnete  Weg  endlich  die  gesuchte  Relation 
in  der  Form  liefert 
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Y  -T'  I   V  I  '^^  (n+l)(»i)(n-l)...(n-i-t-l) 
A,-A,+  A,+  ^^  ,.2.3.. .(i+i) 

dx      ^  +       öy      ^*+  """5^ ^V- 

Der  Oleichung  wird  eine  elegante  geometrisehe  Deutung 
gegeben,  welche  in  folgendem  Theorem  zum  Ausdrucke  kommt: 
,,Die  Beschleunigung  n*«"'  Ordnung  bei  einer  Bewegungi  welche 
als-Ergebniss  zweier  anderen  betrachtet  wird,  ist  die  Resultante 
oder  die  geometrische  Summe  1)  aus  den  Beschleunigungen  der- 
selben Ordnung  bei  den  beiden  componirenden  Bewegungen; 
2)  aus  n  complementären  Beschleunigungen,  welche  man  auf 
folgende  Weise  erhält:  Man  construire  die  relative  (Geschwindig- 
keit des  Punktes  M,  sowie  seine  relativen  Beschleunigungen  bis 
zu  der  der  (n—iy^'^  Ordnung;  auf  diese  Weise  erhält  man  n  Linien 
MA^j  MA^,  MA^... MAi^i.  Die  Endpunkte  Ai  dieser  Linien  denke 
man  fest  verbunden  mit  dem  System,  welches  der  anderen  Be- 
wegungsform unterworfen  ist,  (systöme  de  comparaison).  Die 
Bewegung  dieses  Systems  aber  zerlege  man  in  zwei  andere,  in 
eine  Verschiebung,  gleich  der  Verrttckung  des  Punktes  Jf ,  und 
in  eine  Drehung  um  diesen  Punkt,  und  construire  die  aus  der 
letzteren  sich  ergebende  Beschleunigung  (n — •— i)*«^  Ordnung 
des  Punktes  Ai,  Diese  Linie,  multiplicirt  mit  dem  Coefficienten 
des  (t+l)*~  Gliedes  der  Entwickelung  eines  zur  (n+1)**"  Potenz 
erhobenen  Binoms,  stellt  die  (t-fl)*®  von  den  n  complementären 
Beschleunigungen  dar.^  Sehn. 


Laisant.     Note  sur  an  tL^or^me  aar  las  mönvemeDta 
relatifs.   0.  r.  lxxxvii.  204-206. 

Aus  dem  Quatemionencalcul  wird  das  in  vorstehendem  Re- 
ferat dargestellte  Theorem  abgeleitet.  Sehn. 


M.  Lew.     Sur  une  note  de  M.  Laisant ,  intitul^ :  jßwt 
un  th^or^me  aar  las  mouvements  relatifs.^ 

0.  R.  LXXXVII.  269-260. 
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Herr  L6vy  nimmt  die  Priorität  ftlr  das  obige  Theorem  f)lr 
sich  in  AiiBpnich.  Sehn. 


Laisant.     Note  relative  ä  une  rdclamation  r^cente. 

0.  R.  LXXXVII.  377. 

Herr  Laisant  räumt  die  beanspruchte  Priorität  dem  Herrn 
Lßvy  ein.  Sehn. 


V.  LiGüiNE.     Note  relative  au  th^orfeme  sur  la  compo- 
sitioD  des  ace^l^rations  d'ordre  quelconque. 

C.  R.  LXXXVII.  595-598. 

Herr  Liguine  weist  darauf  hin,  dass  das  Theorem  des  Herrn 
L^vy  bereits  12  Jahre  zuvor  von  Herrn  Somoff  in  den  ^H^moires 
de  TAcademie  de  Saint-P^tersbourg  ""^  Bd.  IX.,  ausgesprochen  sei. 

Sehn. 


L.  BuRMESTER.  Ueber  den  Beschleunigungszustand 
ähnlich-veränderlicher  und  starrer  ebener  Systeme. 

CiviliDg.  XXIV. 

L.  BuRMESTER.  Kinematisch-geometrische  Theorie  der 
Bewegung  der  affin-veränderlichen,  ähnlich  veränder- 
lichen und  starren  räumlichen  oder  ebenen  Systeme. 

SchlömilohZ.  XXUL  108-131. 

Beide  Abhandlungen  stehen  in  einem  engen  Zusammenhange, 
insofern  sie  von  denselben  (Gesichtspunkten  ausgehend  die  Be- 
wegnngszustftnde  ähnlich -veränderlicher  und  affin -veränderlicher 
Systeme  untersuchen.  Diese  Gesichtspunkte  erweisen  sich  als 
hdchst  fruchtbar  und  ermöglichen  eine  recht  lebendige  und  klare 
Anschaulichkeit  der  betreffenden  Bewegungsvorgänge.  Auf  die 
zahlreichen  und  interessanten  Einzelnheiten,  zu  denen  der  Ver- 
fiuHser  im  Verlauf  seiner  Untersuchungen  gelangt,  einzugehen, 
gestattet  der  Raum  in  dieser  Zeitschrift  nicht;  es  kann  also  nur 
die  Grundlage  für  seine  Entwickelungen  gekennzeichnet,  und  es 
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können  nur  einige  der  wichtigsten  Gesetze,  die  sieb  ihm  beim 
Studium  jener  Bewegungsvorgänge  ergeben,  angef&hrt  werden. 

Die  zweite  Abhandlung  schliesst  ihrer  Natur  nach  den 
Gegenstand  der  ersten  als  besonderen  Fall  in  sich;  doch  mag 
über  beide  getrennt  referirt  werden.  In  der  ersten  umfasst  die 
Definition  eines  ebenen  Systems,  welches  während  der  Be- 
wegung sich  selbst  ähnlich  bleibt,  die  eines  starren  ebenen 
Systems,  in  der  zweiten  der  Begriff  eines  affin-veränderlichen 
Gebildes  alle  die  besonderen  Formen,  welche  in  der  Ueberscbrift 
einzeln  hervorgehoben  sind;  insofern  daher  die  besonderen  For- 
men sich  nicht  durch  besondere  Merkmale  bei  den  behandelten 
Bewegungsvorgängen  charakterisiren,  wird  von  ihnen  nicht,  wie 
es  in  den  Abhandlungen  geschehen,  die  Rede  sein. 

Die  Grundlage  fftr  die  Entwickelungen  der  ersten  Abhand- 
lung bilden  zwei  Sätze,  welche  synthetisch  durch  eine  einfache 
Gedankenreihe  gewonnen  werden,  deren  Richtigkeit  man  natür- 
lich aber  auch  analytisch  unmittelbar  übersieht.  Wenn  ein 
ebenes  System  5  sich  so  bewegt,  dass  es  während  der  Bewegung 
sich  selbst  ähnlich  bleibt,  und  man  stellt  in  einer  bestimmten 
Phase  der  Bewegung  die  Geschwindigkeit  des  Systempunktes  in 
Grösse  und  Richtung  durch  eine  Strecke  dar,  welche  von  dem 
betreffenden  Systempunkte  ausläuft,  so  bilden  die  Endpunkte  ein 
System,  welches  mit  5  ähnlich  ist.  Da  dieses  mit  der  betrach- 
teten Phase  von  5  einen  selbst  entsprechenden  Punkt  hat,  so  giebt 
es  einen  Punkt  in  der  Phase,  der  die  Geschwindigkeit  Null  hat, 
dieser  wird  Geschwindigkeitspol  genannt.  Der  analoge  Satz  gilt 
für  die  Beschleunigungen.  Stellt  man  auch  sie  in  Grösse  und 
Richtung  durch  Strecken  dar,  welche  in  der  betrachteten  Phase 
von  den  Systempunkten  auslaufen,  so  bilden  ihre  Endpunkte  ein 
mit  dieser  ähnliches  System.  Der  selbst  entsprechende  Punkt 
beider  hat  keine  Beschleunigung  und  wird  Beschleunigungspol 
genannt.  Aus  dem  letzten  Satze  folgt  unmittelbar:  die  Punkte 
eines  Kreises,  welcher  den  Beschleunigungspol  zum  Mittelpunkt 
hat,  haben  in  der  betrachteten  Phase  constante  Beschleunigung, 
und  zwar  ist  dieselbe  dem  Radius  dieses  Kreises  proportional. 
Fasst   man   die  Punkte   eines  Kreises  auf,   welcher  durch  den 
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BeBchleuniguDgspoI  selbst  geht,  so  laafen  die  Bescblennigungs- 
ricbtungeD  alle  durch  einen  Punkt  dieses  Kreises,  die  Beschleu- 
nigungen der  Punkte  einer  Geraden  aber,  welche  durch  den 
Beschleunigungspol  geht,  haben  parallele  Richtung.  Von  den 
weiteren  Ergebnissen  der  Untersuchung  noch  einige:  Die  Punkte 
einer  Phase,  deren  Beschleunigung  und  Geschwindigkeit  in  einem 
Constanten  Verhältnisse  stehen,  liegen  auf  einem  Kreise,  dessen 
Hittelpunkt  auf  der  Verbindnngsgeraden  des  Geschwindigkeits- 
und Beschleunigungspols  gelegen  ist,  und  welcher  diese  Strecke 
harmonisch  theilt;  der  geometrische  Ort  der  Punkte  aber,  deren 
Beschleunigung  und  Geschwindigkeit  einen  constanten  Winkel 
bilden,  ist  ein  Kreis,  der  durch  jene  beiden  Pole  geht.  Die  Rich- 
tungen der  Geschwindigkeiten  dieser  Punkte  laufen  durch  einen 
bestimmten  Punkt  dieses  Kreises,  den  Convergenzpnnkt  der  Ge- 
schwindigkeiten; dasselbe  gilt  von  den  Richtungen  der  Beschleu- 
nigungen; ihr  Durchschnittspunkt  wird  der  Convergenzpunkt  der 
Beschleunigungen  geheissen.  Ist  der  Winkel,  den  Geschwindig- 
keit und  Beschleunigung  einschliessen,  Null,  so  ergiebt  sich  ein 
besonderer  Kreis,  welcher  diejenigen  Punkte  der  Phase  enthält, 
welche  Wendepunkte  durchschreiten.  Er  wird  Wendekreis  ge- 
nannt; f&r  ihn  fallen  die  beiden  Convergenzpunkte  in  einen,  den 
Wendepol,  zusammen.  Ist  dagegen  jener  Winkel  90^  so  enthält 
der  betreffende  Kreis  diejenigen  Punkte,  welche  keine  Tangen- 
tialbeschleunigung haben.  Dieser  besondere  Kreis  erhält  den 
Namen  „  Lothkreis.'^  Nach  Einftihrung  dieser  Begriffe  lassen  sich 
folgende  Sätze  aussprechen:  ^Der  geometrische  Ort  der  Punkte 
einer  Phase,  welche  constante  Normalbeschleunigung  besitzen, 
ist  eine  PascaVsche  Curve,  deren  Basiskreis  der  Wendekreis  und 
deren  Doppelpunkt  der  Geschwindigkeitspol  ist.  Die  Richtungen 
der  constanten  Normalbeschleunigungen  umhüllen  einen  Kreis, 
dessen  Mittelpunkt  auf  dem  Wendekreise,  dem  Wendepol  dia- 
metral gegenüber  liegt.  ^ 

„Der  geometrische  Ort  der  Punkte  einer  Phase,  welche  con- 
stante Tangentialbeschleunigungen  besitzen,  ist  eine  PascaFsche 
Curve,  deren  Basiskreis  der  Lothkreis  und  deren  Doppelpunkt 
der   Geschwindigkeitspol   ist.      Die   Richtungen   der   constanten 
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Tangentialbeschleunigungen  umhüllen  einen  Kreis,  dessen  Mittel- 
punkt der  auf  dem  Lotbkreise  liegende  Convergenzpunkt  d^  Ge- 
schwindigkeiten ist.'' 

Zum  Schluss  mag  noch  folgender  Satz  angeführt  werden: 
„Die  Systempunkte  einer  Phase,  welche  auf  einem  den  Wende- 
kreis im  Geschwindigkeitspol  berührenden  Kreise  liegen,  be~ 
schreiben  momentan  Bahnelemente,  deren  Krümmungsmittelpunkte 
auf  einem  Kreise  sich  befinden,  welcher  durch  den  Geschwindig- 
keitspol gehf  Im  Anschluss  an  diese  und  ähnliche  Bewegnngs- 
gesetze  finden  Constructionen  mancherlei  Art  höchst  naturgemäss 
ihre  Erledigung. 

In  der  zweiten  Abhandlung  wird  synthetisch  zunächst  der 
Beweis  geführt,  dass,  wenn  man  in  irgend  einer  Phase  eines  sich 
bewegenden  affin-veränderlichen  Systems  die  Geschwindigkeiten 
der  einzelnen  Punkte  des  Systems  durch  Strecken  darstellt,  welche 
ihre  Grösse  und  Richtung  angeben,  die  Endpunkte  dieser  Streckeo 
ein  System  bilden,  welches  mit  dem  bewegten  System  affin  ver- 
wandt ist.  Sind  demnach  vier  Punkte,  welche  nicht  in  einer 
Ebene  liegen,  mit  den  ihnen  zugehörigen  Geschwindigkeiten  in 
einer  bestimmten  Phase  gegebene  Grössen,  so  ist  zn  jedem  an- 
deren Punkt  die  Geschwindigkeit  construirbar;  denn  die  affine 
Verwandtschaft  zweier  Systeme  ist  im  Allgemeinen  durch  vier 
Paar  entsprechender  Punkte  bestimmt.  Da  zwei  affin-verwandte 
räumliche  Systeme  ausser  der  unendlich  fernen  Ebene  drei  selbst- 
entsprechende  Ebenen  besitzen,  welche  sich  im  Allgemeinen  in 
einem  im  Endlichen  liegenden  selbstentsprechenden  Punkte  und 
in  drei  selbstentsprechenden  Geraden  schneiden,  so  folgt,  dasB 
es  in  der  betrachteten  Systemphase  drei  Ebenen  giebt,  deren 
Punkte  in  dem  betrachteten  Moment  sich  in  ihnen  selbst  ver- 
schieben, drei  sich  in  einem  Punkte  schneidende  Gerade,  fär 
welche  die  Trajectorien  ihrer  Punkte  in  sie  selbst  fallen ,  and 
endlich  einen  Punkt,  welcher  in  dem  betrachteten  Moment  die 
Ruhe  bewahrt.    Er  wird  der  Geschwindigkeitspol  genannt 

Durchaus  das  Analoge  gilt  für  die  Bescbleunigongen  der 
vstempunkte  und  lässt  sich  auch  für  die  BesoUennigangen 
»herer  Ordnung  aussprechen. 
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Aas  diesen  grundlegenden  Theoremen,  welche  die  ganze 
Frage  nach  Richtung  und  Grösse  der  Geschwindigkeiten  und  Be- 
schleunigungen der  Systempunkte  auf  die  geometrische  Beziehung 
homologer  Punkte  zweier  afffner  Systeme  ttberfUhren,  werden 
Belationen  sehr  allgemeiner  Natur  ttber  diese  Geschwindigkeiten 
und  Beschleunigungen  hergeleitet.  Sie  enthalten  unter  anderen 
Sätze,  zu  denen  Herr  Durrande  durch  eine  analytische  Behand- 
lung des  Gegenstandes  gelangt  ist,  und  lassen  einige  einfache 
Beziehungen,  die  Herrn  Mannheim  beim  Studium  der  Verrttckung 
starrer  Systeme  entgegengetreten  sind,  unter  einem  besonderen 
Lichte  erscheinen.  In  Betreff  dieser  zahlreichen  Relationen  muss 
auf  die  Arbeit  selbst  verwiesen  werden;  hier  können  nur  einige 
Platz  finden,  welche  durch  ihre  Einfachheit  ein  besonderes  Inter- 
esse erregen  und  zur  allgemeinen  Gharacterisirung  der  Ergeb- 
nisse der  Arbeit  geeignet  sind.  Es  wird  gefragt  nach  dem  geo- 
metrischen Ort  der  Systempunkte,  welche  in  einem  Moment  der 
Bewegung  des  affin  veränderlichen  Gebildes  gleiche  Geschwindig- 
keit besitzen;  derselbe  ist  ein  Ellipsoid,  dessen  Mittelpunkt  der 
Creschwindigkeitspol  ist.  Für  ein  ähnlich-veränderliches  Gebilde 
nimmt  dieses  Ellipsoid  die  Form  eines  Rotationsellipsoids  an, 
und  für  ein  starres  System  tritt  ein  Rotationscylinder  mit  gleicher 
Bedeutung  an  seine  Stelle.  Dieselben  geometrischen  Belationen 
gelten  natttrlich  auch  fUr  die  Beschleunigungen  der  Systempunkte. 
Eine  andere  Frage  richtet  sich  darauf,  den  geometrischen  Ort 
der  Punkte  zu  bestimmen,  welche  momentan  Wendepunkte  auf 
ihren  Bahnen  durchschreiten.  Es  zeigt  sich,  dass  dieselben  auf 
einer  bestimmten  Raumcurve  sechster  Ordnung  enthalten  sind, 
welche  durch  den  Geschwindigkeits-  und  Beschleunigungspol 
hindurchfOhrt.  Während  diese  Punkte  keine  Normalbeschleuni- 
gong  haben,  werden  andere  Punkte  des  Systems  existiren,  welche 
keine  Tangentialbeschleunigung  besitzen;  sie  liegen  auf  einer 
Fläche  zweiter  .Ordnung,  welche  den  Geschwindigkeits-  und  Be- 
acbleunigungspol  in  sich  enthält 

Von  dem  Schluss  der  Arbeit,  der  in  Aussicht  gestellt  wird,  darf 
man  bei  den  fruchtbaren  Gesichtspunkten,  von  denen  sie  ausgeht, 
noch  eine  Reihe  interessanter  Ergebnisse  erwarten.         Sehn. 
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Grüky.      Th^orfemes    sur    les   accdldrations   siinultan^es 
des  points  d'un  solide  en  mouvement.     c.  B.   Lxxxvi. 

1241-1244. 

Wenn  ein  starrer  Körper  am  einen  festen  Punkt  0  sich  dreht, 
so  sind  die  Beschleunigungen  eines  Punktes  m,  geschätzt  nach 
drei  von  0  auslaufenden  festen  Axen,  lineare  und  homogene 
Functionen  der  Goordinaten^  welche  den  Punkt  m  auf  drei  mit 
dem  Körper  bewegliche  Axen  beziehen.  Aus  dieser  Natur  der 
Beschleunigungen  folgt  eine  grosse  Anzahl  von  Theoremen, 
welche  sich  auf  die  geometrischen  Oerter  beziehen,  deren  Punkte 
besonders  charakterisirte  Beschleunigungen  besitzen.  So  ist  z.  B. 
der  Ort  der  Punkte,  welche  gleiche  Beschleunigung  dem  abso- 
luten Werthe  nach  haben,  ein  Ellipsoid,  dessen  Axen  Richtung 
und  gegenseitiges  Verhältniss  bewahren,  wenn  jener  Werth  sich 
ändert.  Unter  der  Schaar  dieser  Ellipsoide  giebt  es  eines, 
welches  irgend  eine  Ebene  P  berührt.  Der  Berührungspunkt  bat 
die  Minimalbeschleunigung  unter  allen  Punkten  dieser  Ebene; 
schätzt  man  aber  die  Beschleunigungen  der  anderen  Punkte  der 
Ebene  längs  der  Richtung  der  Minimalbeschleunigung,  so  erhält 
man  immer  dieselben  Werthe,  nämlich  den  der  Minimalbeschleuni- 
gung. Soviel  zur  Charakterisirung  der  Theoreme,  die  in  reicher 
Fülle  gegeben  werden,  und  die  besonders  durch  die  einfache 
geometrische  Beziehung,  welche  sie  ausdrücken,  Interesse  er- 
regen. Die  Generalisation  für  eine  beliebige  Bewegung  eines 
starren  Körpers  ergiebt  sich  aus  dem  Umstand,  dass  es  in  dem 
Körper  stets  einen  bestimmten  Punkt  giebt,  der  die  Beschleunig 
gung  Null  hat,  und  um  den  daher  die  Beschleunigungen  so  ver* 
theilt  sind,  als  wenn  er  fest  wäre. 

Es  mag  darauf  hingewiesen  werden,  dass  eine  Anzahl  der 
aufgestellten  Theoreme  sich  auch  in  der  Arbeit  von  L.  Burmester 
„Kinematisch-geometrische  Theorie  der  Bewegung  der  affin-ver- 
änderlichen, ähnlich  -  veränderlichen  und  starren  räumlichen 
Systeme^  befinden.  Seine  Methode  der  Untersuchung  wird  auch 
zu  den  übrigen  Theoremen  leicht  den  Schlüssel  liefern. 

Sehn. 
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Ph.  Gilbert.      Sur  le  problfeme  de  la  composition  des 

acc^l^rations  d'ordre  quelconque.  C.  R.  Lxxxvi.  I390i39i. 

0. 

G.  Bardelli.     Sulla  cinematica  di  un  corpo  solido. 

Beod.  Ist  Lomb.  (2)  XL  219-234. 

Der  Verfasser  behandelt  auf  analytischem  Wege  eine  Reihe 
Yon  Fragen  der  Kinematik^  welche  die  Beschleunigungen  erster 
Ordnung  betreffen.  So  werden  beispielsweise  die  Beschleunigungs- 
eomponenten  eines  Punktes  der  Rotationsaxe  als  Functionen  der 
Beschleunigungen  eines  anderen  Punktes  dieser  Axe  und  der 
Entfernung  der  beiden  Punkte  dargestellt.  Die  Resultate  der 
Arbeit,  die  zum  Theil  auf  schon  bekannte  Sätze  von  Schell, 
Rösal  und  dem  Verfasser  selbst  ftthren,  lassen  sich  ohne  grossen 
Aufwand  von  Erklärungen  und  Formeln  nicht  gut  wiedergeben, 
weshalb  auf  die  Arbeit  selbst  verwiesen  werden  muss. 

0. 


A.  B.  Kempe.     On  conjugate  four-piece  linkages. 

Proc.  L.  M.  S.  IX.  183-147. 

Fortsetzung  der  allgemeinen  Untersuchungen  über  Glieder- 
und  Stabsysteme,  ttber  welche  in  früheren  Jahrgängen  berichtet 
worden  ist  Die  vorliegenden  enthalten  als  specielle  Fälle  die 
parallelen  Bewegungen  von  Hart,  welche  im  vorigen  Bande  p.  605 
besprochen  worden  sind.  Es  ist  leider  nicht  möglich,  den  Inhalt 
der  Arbeit  genauer  anzugeben,  ohne  in  Specialitäten  einzugehen, 
deren  Auseinandersetzung  den  hier  gestatteten  Raum  überschreiten 
würde.    Referent  muss  daher  auf  die  Arbeit  selbst  verweisen. 

0. 


J.  D.  C.  M.  DB  Roos.     Jets  over  de  gekoppelde  kruk- 

beweging.    Nieuw  Arch.  IV.  125-150. 

Wenn  man  zwei  Stangen,  welche  sich  um  feste  Punkte  in 
derselben  Ebene  oder  auch  in  parallelen  Ebenen  drehen,  mit  einer 
dritten  Stange   auf  solche  Weise  verbindet,   dass  die  Axen,  an 

FoftaohT.  d.  Math.  X.  3.  3g 
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welchen  die  versofaiedenen  Drehungen  vor  sich  gehen,  parallel  sind, 
80  bekommt  man  ein  System  zur  Uebertragung  von  Bewegungen, 
welches  in  der  Mechanik  eine  ausgebreitete  Anwendung  gefunden 
hat  Ein  solches  System  wird  auch  in  diesem  Aufsatze  behandelt 
(vergl.  F.  d.  M.  VII.  p.  551  ff.).  In  elementarer  Weise  werden 
die  Figuren  betrachtet,  welche  durch  verschiedene  Punkte  des 
Systems  beschrieben  werden,  und  auch  andere  Systeme,  wie  das 
von  Peaucellier,  besprochen,  welche  mit  dem  beschriebenen  ähn- 
lich sind  oder  specielle  Fälle  desselben  bilden.  6. 


^ 


W.  K.  Clipford.     On  the  triple  generation  of  three-bar 

Clirves.    Proc.  L.  M.  S.  IX.  27-28. 
Fttr  einen  von  Gayley  aufgestellten  Satz  wird  hier  ein  ein- 
facherer Beweis  mitgetheilt  durch  Betrachtung  der  Operationen, 
durch  welche  eine  Linie  in  eine  andere  ttbergefUhrt  wird. 

Wn. 

G.  Thiebaut,     Note  sur  le  systfeme  de  M.  Peaucellier. 

Nouv.  Ann.  (2,  XVII.  258-261. 

Herleitung  einiger  bekannter  Eigenschaften  des  Peaucellier'- 
schen  Stabsystems,  die  auf  einer  Anwendung  der  Transformation 
mittelst  reciproker  Radiivectores  beruhen.  O. 


A.  B.  W.  Kennedy.     Notes   on  the  geometric  Solution 
of  some  statical  problems  connected  witb  mechanisms 

(linkworks).    Proc.  L.  M.  S.  IX.  221-225. 

Siehe  Abschn.  X.  Gap.  3.  A.  p.  602. 

E.  J.  Lawrence.    Conic  constructions.  Edac.  Times  xxix.  74. 
Construction  von  Ellipsen  und  Hyperbeln  mittelst  eines  Stab- 
systemes  von  4  Stäben.  0. 

H.  Hart.     On  Sylvester's  kinematic  paradox.    MesMoger 

(2)  VII.  189-190. 
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Herr  Sylvester  hat  gezeigt^  wie  das  von  ihm  „Kinematisches 
Paradoxon^  genannte  Problem  durch  ein  Stabwerk  von  78  Stäben 
gelöst  werden  kann.  „Man  construire  ein  Stabwerk,  welches 
anf  zweien  seiner  Punkte  so  befestigt  oder  centrirt  ist,  dass  (wenn 
die  Maschine  in  Gang  gesetzt  wird)  einige  andere  Punkte  ge- 
zwungen werden,  sich  auf  der  Linie  der  Centren  zu  bewegen.'^ 
In  der  vorliegenden  Note  zeigt  Herr  Hart,  wie  das  Problem 
mit  Hülfe  seines  Beciprocators  durch  nur  16  St&be  gelöst  werden 
kann.  Glr.  (0.) 

T.  RiTTERSHAüs.      Das    Kurbelgetriebe    und  seine   An- 
wendungen.   Civiling.  XXIV. 

Nachdem  der  Verfasser  in  einem  früheren  Aufsatze  die  all- 
gemeinen Gesetze  dargelegt  hat,  denen  die  zwangläufig  geschlos- 
sene Kette  mit  nur  Drehungspaaren  unterworfen  ist,  behandelt 
er  in  dem  vorliegenden  die  sogenannte  niedere  Vier-Axen-  oder 
Kurbelkette  specieller  in  theoretischer  wie  in  praktischer  Be- 
ziehung. Sehn. 

H.  Leaüte.      Sur   le  trac^  des  engrenages  par  arcs  de 

Cercle.     M6m.  de  Tod.  (7)  VIII.  353-370. 


H.  Leaüte.  Engrenages  ä  ^picycloides  et  ä  d^velop- 
pantes.  Determination  du  cercle  h  prendre  pour  le 
profil  des  dents.    0.  R.  Lxxxvi.  I37i-1374. 

H.  Leaüte.     Sur  les  systfemes  articulös.    c.  r.  lxxxvil 

151-154. 

Im  vorigen  Bande  des  Jahrbuchs  p.  420  ist  über  eine  Arbeit 
des  Herrn  L6aut6  berichtet  worden,  in  welcher  er  drei  Methoden 
verschiedenen  Grades  zur  näherungsweisen  Gonstruction  eines 
Kreisbogens  gegeben  hatte,  der  ein  gegebenes  Curvenstttck  er- 
sehen soll.  Herr  L^aut^  hatte  sich  dort  auf  die  beiden  Fälle 
beschränkt,  wo  der  zu  ersetzende  Gurvenbogen   1)  keine  Singu- 

38* 
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larität,  oder  2)  in  seiner  Mitte  einen  Punkt  maximaler  oder  mi> 
nimaler  Krttmmang  hat.  In  der  vorliegenden  ersten  Arbeit  dehnt 
der  Verfasser  das  Verfahren  ans  anf  den  Fall,  wo  das  gegebene 
Gurvenstttck  in  seinem  einen  Endpunkt  einen  Rückkehrpunkt 
hat.  Speciell  wird  der  Fall  epicycloidischer  Linien  (der  Ab*  Zahn- 
räder von  Wichtigkeit  ist)  behandelt.  Diese  Aufgabe  kommt  auf 
die  Lösung  folgender  Frage  zurück:  „Gegeben  ein  Polynomen 

wo  PpPa  ••.p«  unbestimmte  Goefficienten,  e  eine  gegebene  Grösse, 
die  auch  Null  sein  kann,  ist;  die  Grössen  p,,  Pi***Pii  bo  zu  be- 
stimmen, dass  das  Polynomen  möglichst  wenig  von  Null  ab- 
weicht, während  x  zwischen  Null  und  h  variirt"  Aus  der  Lösung 
dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  dann  eine  einfache  praktische  Lösung 
der  geforderten  Aufgabe  in  den  beiden  im  Titel  angegebenen 
Fällen. 

Die  zweite  Note  behandelt  ein  allgemeineres  Problem^  näm- 
lich: „In  einem  Gliedersystem  von  3  Stäben  den  AnfUgepunkt 
des  letzten  Stabes  so  zu  bestimmen,  dass  man  mit  einem  seiner 
Punkte  so  genau  als  möglich  eine  gegebene  Curve  beschreiben 
kann.'^  Der  Verfasser  führt  diese  Aufgabe  zunächst  auf  ihre 
kinematisch-geometrische  Form  zurück  und  bespricht  dann  die 
Art  ihrer  Lösung.  Dieselbe  beruht  auf  der  Gonstruction  einer 
Curve,  die  er  focale  ä  noeud  nennt.  Ist  diese  gegeben,  so 
giebt  es  drei  Grade  näherungsweiser  Gonstruction,  die  der  Ver- 
fasser in  der  Note  giebt.  Diese  im  Auszug  wiederzugeben,  ist 
nicht  wohl  möglich,  weshalb  auf  die  Note  selbst  verwiesen  wer- 
den muss.  O. 

F.  DA  Ponte  Harta.     Um  subsidio  k  cinematica. 

Jörn.  sc.  math.  phys.  Dat.  1877.  15-33. 


F.  Maiss.    Aehnlichkeiten  einiger  gebräuchlieher  Gerad- 
ftthrungen  auf  kinematischer  Grundlage,   z.  duoh.  lug. 

XXII.  334*336. 

Der  Verfasser  zeigt  durch  rein  geometrische,  einfache  Betrach- 
tungen, wie  der  Watt'sche  und  Evans'sche  Lenker,  das  Roberfsche 
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Dreieck,  Sebubkurbel,  EUipseoleoker,  die  schwingende  Kurbel- 
schleife und  der  Conohoidenlenker  nur  specielle  Fälle  des  Kurbel- 
vierecks sind,  und  macht  am  Schluss  darauf  aufmerksam,  dass 
der  Evans'sche  Lenker  gleichzeitig  Geradfbhrung  in  zwei  Rich- 
tungen von  beliebigem  Winkel  erlaubt  Bn. 


Marcel  Gros.     Note  sur  las  ponts  biais  et  courbes. 

Ann.  de  P.  et  Ch.  XVI. 

Fortsetzung  der  Abhandlung  im  XIV.  Bande  ttber  einen  Me- 
chanismus, die  Schnitte  bei  schiefen  Gewölben  und  solchen  mit 
gekrttmmten  Widerlagern  in  natürlicher  Grösse  aufzuzeichnen. 

Bn. 


Proell  und  Scharowsky.  üeber  einige  geometrische 
Eigenschaften  der  astatischen  Curve  bei  Centrifugal- 
regulatoren.    Civiiing.  xxiv.  443. 

Es  wird  zunächst  die  Differentialgleichung  der  astatischen 
Curve  aufgestellt,  eine  einfache  Construction  ihrer  Tangente  daraus 
abgeleitet  und  der  Krümmungsradius  berechnet.  Sodann  wird 
gezeigt,  wie  mit  Hülfe  des  kinematischen  Wendekreises  das 
günstigste  Verhältniss  G:P  (Kugelgewicht  zu  Ftthrungsge wicht) 
bestimmt  werden  kann,  oder  umgekehrt  die  Lage  des  Aufhänge- 
punktes aus  diesem  Verhältniss.  Bn. 


H.    Wehage.       Mechanismen    zur    Auflösung    höherer 
Gleichungen,    z.  dtsch.  log.  XXI.  105. 

Verfasser  giebt  zwei  sehr  einfache  graphische  Darstellungen 
der  Function  n^"  Grades  einer  Variable  und,  darauf  basirend, 
zwei  Mechanismen,  aus  einer  Anzahl  geradliniger  Stäbe  be- 
stehend, deren  letzter  auf  einem  Massstabe  die  Werthe  der  Func- 
tion abschneidet,  während  man  mit  dem  ersten  an  einem  anderen 
Massstabe  die  Werthe  des  Argumentes  abgreift.  Bn. 


598  ^  Abschnitt.    Mecluuiik. 

Weitere  Lehrsätze  and  Aufgaben  aas  der  Kinematik 
von  J.  J.  Walker,  J.  C.  Malet,  E.  B.  Elliott, 
R.  F.  Davis,  J.  Hammond  finden  sich  Educ.  Times  xxix. 

21-22,  42-43;  XXX.  28-29. 

O. 
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Statik« 

A.    Statik  fester  Körper. 

W.   H.   NiEMSHUis.      Over    het   beginsel    der    virtueele 

snelheden.    Diss.  Leiden. 

Das  PriDcip  der  virtaellen  GeschwiDdigkeiten  ist  der  O^n- 
stand  dieser  Dissertation.  Die  Geschichte  des  Princips  wird  aus- 
führlich dargelegt  und  die  verschiedenen  Beweise  kritisch  unter 
sucht,  wobei  keiner  stichhaltig  gefunden  wird.  Weiter  wird  die 
Betrachtungsweise  von  Poinsot  mitgetheilt,  welcher  auf  ganx 
anderem  Wege  den  Einfluss  bestimmt,  welchen  die  Verbindungen 
auf  das  Gleichgewicht  und  die  Bewegung  eines  Systems  haben, 
so  dass  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  hieraus  in 
ganz  anderer  Form  abgeleitet  werden  kann.  G. 


GL  Pauker.     Princip  der  virtuellen  Verschiebungen. 

Her.  d.  Tecbo.  Inst,  zu  St.  Petersb.   1877.  302 

P. 


M.  Gebbia.     Sulla  stabilitk  virtuale  deir  equilibrio  d*un 
punto  materiale  isolato.   Battaglioi  q.  xvl  177-197. 

Der  Verfasser  ist  der  Meinung,  dass  die  gewöhnliche  Art  der 
Unterscheidung  des  Gleichgewichts  in  stabiles  und  unstabiles, 
als  auf  dynamischen  Grundlagen  ruhend,  der  Sache  selbst  nicht 
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recht  entspreche.  Er  will  deshalb  den  Gleichgewichtszostand 
eines  Punktes  in  anderer  Weise  untersuchen  und  ftlhrt  dazu  den 
Begriff  der  virtuellen  Stabilität  (stabilita  virtuale)  ein.  Virtuelle 
Stabilität  des  Gleichgewichts  in  Beziehung  auf  die  Richtung  einer 
Yerrttckung  nennt  er  das  Yerh&ltniss  zwischen  der  Kraft,  welche 
den  Punkt  am  Ende  der  Yerrttckung,  geschätzt  in  ihrer  Richtung, 
erregt,  zu  der  Yerrttckung  selbst.  Der  Yerfasser  bestimmt  in 
§  2  den  allgemeinen  Ausdruck  ftlr  die  virtuelle  Stabilität  und 
behandelt  dann  weiter  den  Fall  eines  freien  Punktes  und  den 
Fall,  wo  der  Punkt  gezwungen  ist,  auf  einer  Fläche  oder 
Curve  zu  bleiben^  der  Reihe  nach  jeden  fttr  sich.  O. 


P.  TcHEBYCHEPF.      Sur   la   r^sultante    de    deux    forces 
appliqu^es  k  un  seul  point.    Bull.  8.  M.  F.  VI.  188-193. 
Sind  R^,  R^j  A,   drei  einen  Punkt  angreifende  Kräfte  und 
bezeichnet  man  mit 

[Ä.  Ä,],  [Ä,  Äj,  [Ä.  Äj 

die  Resultanten  der  resp.  Kräfte  A,,  A,;  A„  A,;  A,,  A,  und  mit 

(A.  [A,A,]).     (A,[A.A.]).      (A,(Ä.A.]) 
u.  s.  f.  die  Winkel  zwischen  den  Resultanten  und  den  resp.  zu- 
sammensetzenden Kräften,  so  existirt  die  Relation: 

B\u iR,[R,R,])  sin {R.IR.R,'])  sin (it,[fi,fi J)  _ 
8in(Ä.[Ä,Äj)  •  sin  (Ä,[ÄA])  '  Bin  («,[«,«.]) 
Diesen  Satz  hatten  Herr  Darboux  und  der  Yerfasser  zum  Aus- 
gangspunkte flir  Beweise  des  Satzes  vom  Parallelogramm  der 
Kräfte  (siehe  Bull.  S.  M.  F.  III.  und  Soc.  Math,  de  Moscou 
1876)  genommen.  In  der  vorliegenden  Notiz  nimmt  HerrTchä- 
bycheff  denselben  Satz  zum  Ausgangspunkt,  um  ohne  Yoraus- 
Setzung  ttber  die  Richtung  der  Resultante  zu  zeigen,  dass 

8in(fi.[fi,fiJ)    ^R^ 
Bin  (fi,[ß,/?J)  R,  ' 

VF» 


Jacquier.      Note    sur  les   propri^tds    des    systfemes    de 
deux  forces   qui   sont  äquivalentes    M6m.  de  Bord.  (2)  ll. 

211-216. 


gOO  X.  Abschoitt.    Mechanik. 

Die  Arbeit  entbält  Beweise  ftir  eine  Reihe  von  Sätzen,  welche 
der  graphischen  Statik  von  Culmann  entnommen  sind.  Der 
Verfasser  veröffentlicht  dieselben;  weil  die  Sätze  selbst  wenig 
bekannt,  und  die  Beweise  von  denen,  die  Culmann  gegeben  hat, 
verschieden  sind.  Sie  betreffen  sämmtlich  die  Reduction  eines 
Systems  gegebener  Kräfte  auf  ein  System  von  2  Kräften.  Zur 
Charakterisirung  der  betreffenden  Sätze  möge  der  folgende 
dienen:  ^Wenn  zwei  Systeme  R  und  S,  R*  und  ff  äquiva- 
lent sind,  so  hat  das  aus  beliebig  zweien  von  diesen  vier  Kräften 
construirte  Tetraeder  äquivalentes  Volumen  mit  dem  aus  den 
beiden  andern  Kräften  construirten  Tetraeder.^  0. 


P.  Mbutzner.     Zur  Theorie  des  Keiles.  Grooert  Arch.  lxl 

344-350. 

Im  Wesentlichen  ist  die  Arbeit  einer  Kritik  der  Form  des 
Satzes  vom  Gleichgewicht  beim  Keile  gewidmet,  in  der  er  sieb 
in  den  Elementarlehrbttchern  der  Physik  findet.  Der  Verfasser 
giebt  zunächst  eine  kurze  rein  elementare  Herleitung  des  Satzes, 
den  er  in  folgender  Form  ausspricht:  ^Eine  senkrecht  auf  die 
Basis  eines  materiellen  gleichschenkligen  Dreiecks  wirkende 
Kraft  P  ist  äquivalent  mit  2  einander  gleichen,  senkrecht  zu  den 
Schenkeln  wirkenden  Druckkräften  Q  =  Q'j  wenn  erstere  sich  zo 
je  einer  der  letzteren  verhält  wie  die  Basis  zu  einem  Schenkel." 
Sodann  bespricht  er  die  Mängel  in  den  Formulirungen  von  Reis, 
Müller,  Gerding,  Spiller,  Fliedner.  0. 


Laisant.     Note  touchant  deux  th^or^mes  de  Lagrange 
8ur  le  centre  de  gravit^.    Bull  s.  M.  F.  VI.  193-194. 

Beweis  zweier  Sätze  von  Lagrange,  die  er  in  seiner  Arbeit: 
„  Sur  une  propri^tö  nouvelle  du  centre  de  gravitä^  (Nouv.  M^m.  de 
FAcad.  de  Berlin  1783.  Oeuvres  complötes  V.  p.  535)  veröffent- 
licht hatte,  mit  Hülfe  von  Quaternionen.  Der  eine  derselben 
heisst:  „Die  Summe  der  Producte  jeder  Masse  der  Punkte  eines 
Körpers  in  das  Quadrat  seiner  Entfernung  von  irgend  einem  ge- 
gebenen Punkt  ist  gleich  dem  Product  der  Summe  der  Massen 
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in  das  Quadrat  der  Entfernung  dieses  Punktes  vom  Schwerpunkt 
aller  Massen,  vermehrt  um  die  Summe  der  Producte  der  Massen 
zn  zwei  und  zwei  in  das  Quadrat  ihrer  respectiven  Entfernungen, 
wenn  letztere  Summe  noch  durch  die  Summe  der  Massen  divi- 
dirt  wird."  0. 

Clifford.     On  the  inass-centre  of  an  octahedron. 

Froc.  L.  M.  S.  IX.  28. 

Die  zwölf  Kanten  eines  (unregelmässigen)  Octa^ders  bilden 
vier  windschiefe  Vierecke.  Die  Mittelpunkte  der  Seiten  jedes 
einzelnen  liegen  in  einer  Ebene,  und  die  drei  so  erhaltenen 
Ebenen  mögen  sich  in  k  schneiden.  Verbindet  man  ferner  die 
drei  gegenüber  liegenden  Octa^'derecken ,  so  sei  m  der  Schwer- 
punkt des  von  diesen  Verbindungslinien  gebildeten  Dreiecks. 
Zieht  man  km  und  verlängert  diese  Linie  um  ^km^  so  erhält 
man  den  Schwerpunkt  des  gleichförmig  mit  Masse  erfllllten 
Octaeders.  Wn. 


J.  W.   Sharfe.      Note    on    the    centre  of  gravity  of  a 

frustrum   of  a   pyramid.     Messenger  (2)  VlII.  124-125. 

E^s  seien  ABC,  abc  die  parallelen  Seiten  des  Pyramiden- 
stumpfes,  F,  f  ihre  Schwerpunkte,  und  G  der  Schwerpunkt  des 
Stumpfes,  dann  ist 

FG  _  fG  _  Ff 

3b*+2ab+a*  ""  3a'4-2a6+6'  ~  4(a'+a6+6')  ' 
wo  a  =  ABy  b=:  ab.  Glr.  (0.) 

Weitere  Lehrsätze  und  Aufgaben  aus  der  Statik  fester 
Körper  von  T.  J.  Sanderson,  J.  L.  Kitchin,  J.  L. 
McKenzib,  G.  S.  Cärr,  R.  F.  Davis,  Wolstenholme, 
J.  J.  Walker,  Townsend  finden  sich  Edac.Timeß  xxix. 

52,  102-103,  104-105;    XXX.  17-19.  48-49.  q 

R.  S.  Ball.  On  the  principal  screws  of  iuertia  of  a 
free  or  constrained  rigid  body.    Rep.  Brit.  Ass.  1878. 

Csy. 


602  X.  AbicbDitt    Hecbuik. 

F.  ZUCCBETTI.     Statica  grafica.    Torioo.    A.  F.  Negro. 


A.  B.  W.  Kbnnedt.     Notes   on  the  geometric  Solution 
of  some  statical  probletns  connected  with  mechanisms 

(linkworkB).  Proc.  L.  M.  8.  IX.  221-225. 
Der  Verfasaer  stellt  sich  folgende  Aufgabe:  „Gegeben  ist 
ein  ebenes  GliederBystem.  Auf  eineo  der  Stäbe  wirkt  eine  Kraft 
Man  soll  dorcb  GonBtruction  die  Kraft  finden,  welcbe  den  Mecba- 
nisnius  in  Gleichgewicht  hält,  wenn  sie  in  gegebener  RichtuDg 
an  einem  anderen  Stab  angreift "  Der  Verfasser  betrachtet  zd- 
näcbet  den  einfachsten  Fall  eines  aus  4  Stäben  zusammengesetEten 
Systems.  Er  zeigt,  dass  man  ein  solches  System  stets  durch 
ein  gewisses  anderes  System,  welches  er  das  „virtuelle"  System 
(rirtnal  mecbanism)  nennt,  ersetzen  kann,  ein  System  nämlicb, 
dessen  Stäbe  sich  um  dieselben  angeublicklichen  Centren  nnd 
mit  denselben  Geschwindigkeiten  bewegen.  Der  genaueren  Unter- 
suchung dieses  virtuellen  Systems,  bei  dem  zwei  Stäbe  einander 
die  Arbeit  gewidmet.  0. 


^minazione  grafica  delle  forze  in- 
;olari.  Atti  K  Acc.  d.  Line.  (3)  II.  113-IU. 
ein  Bericht  der  Herren  Cremona  und 
t  des  Herrn  Favero.  Aus  demselben 
ih  in  der  Arbeit  um  eine  graphische 
der  inneren  Kräfte  in  einem  netzf&rmi- 
Die  Metfaode  beruht  aber  nicht,  m 
ewandten  der  Fall  ist,  auf  den  E^igen- 
le,  der  Seilpolygone  und  der  rectproicen 
;h  als  eine  Verallgemeinerung  des  Pi- 
betracbten,  welcbe  gestattet,  die  Cod- 
ahl  TOD  Parallelogrammen,  die  in  be- 
sollen, absuktIrzeD.  0.        1 
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C.  Saviotti.     Le  travature  reticolari  a  membri  caricati. 

Atti  R  Acc.  d.  LiDC  (3)  II.  148-149. 

Das  Vorliegende  ist  ein  Bericht  der  Herren  L.  Cremona  und 
6.  Battaglini  über  die  eigentlicfae  Arbeit  bei  Gelegenheit  der 
Uebergabe  derselben  an  die  Akademie.  Nach  diesem  Bericht  ent- 
hält die  Arbeit,  mittelst  der  Methoden  der  graphischen  Statik,  die 
Lösung  folgenden  Problems:  „Zu  fiifden  die  longitudinalen  und 
normalen  Wirkungen  in  den  Gliedern  eines  netzförmigen  Balken- 
werkes, das  beliebig  belastet  ist,  d.  h.  nicht  nur  in  den  Knoten, 
sondern  auch  in  den  Axen  der  Glieder  selbst^  Die  Lösung 
wird  abhängig  gemacht  von  der  Bestimmung  der  Wirkungen, 
welche  jedes,  beliebig  belastete,  Glied  auf  die  betreffenden  Knoten 
überträgt.  0. 


H.  T.  EüDY,     The  theorem   of  three   luoments.   Am.  J.  L 

27-31. 

Der  Säte,  um  den  es  sich  hier  handelt,  betrifil  die  Relation 
zwischen  den  Biegungsmomenten  eines  geraden  elastischen  Bal- 
kens in  drei  aufeinander  folgenden  Unterstützungspunkten.  Die 
Formel  selbst  ist  nicht  neu,  sondern  hat  nur  eine  etwas  all- 
gemeinere Form,  als  ihr  von  früheren  Autoren  gegeben  war.  Da- 
gegen ist  die  Ableitung  directer  und  einfacher.  Sie  auseinander- 
zusetzen, würde  indess  einen  zu  grossen  Aufwand  von  Formeln 
und  Erläuterungen  erfordern.  Referent  niuss  daher  auf  die  Arbeit 
selbst  verweisen.  0. 


H.   T.  Eddy.      Od   the   two  general  reciprocal  methods 
in  graphical  statics.    Am.  J.  i.  322-385 

Im  ersten  Paragraphen  der  vorliegenden  Arbeit  giebt  der 
Verfasser  zunächst  einen  kurzen  Ueberblick  über  die  bisherige 
Entwickelung  der  Methoden  der  graphischen  Statik.  Er  macht 
namentlich  darauf  aufmerksam,  dass  in  einer  Arbeit  von  Pon- 
celet  (Memorial  de  Tofficier  du  g^nie  Nr.  12,  reproducirt  von 
Woodbury,  Stability  of  the  arch,  New- York  1 858)  die  Grundzüge 
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einer  zweiten  fundamentalen  Methode  liegen,  welche,  ebenso  all- 
gemein wie  das  Kräftepolygon,  noch  in  einer  gewissen  reciproken 
Beziehung  zu  der  darauf  begründeten  Methode  stehe.  Der  Ver- 
fasser setzt  nun  in  §  2  die  allgemeinen  Eigenschaften  der  Gleich- 
gewichtspolygone  auf  Grundlage  mechanischer  Betrachtungen 
auseinander,  um  im  §  4  seine  neue  Methode,  der  er  den  Namen: 
,,frame  pencil  method''  beilegt,  darauf  zu  gründen.  Referent 
muss  indess  auf  die  Arbeit  selbst  verweisen,  da  ohne  Figur  and 
sehr  viel  Raum  beanspruchende  Erläuterung  die  Methode  sich 
kaum  auseinandersetzen  liesse.  In  §  3  und  5  werden  beide 
Methoden  an  demselben  Beispiel  erläutert.  O. 


MiNCHiN.     On  astatic  equilibrium.   Proc.  L.  m.  s.  ix.  102-118. 

Behandelt  mit  Hülfe  von  Quatemionen  denselben  Cregenstand, 
den  Herr  Darboux  in  seiner  Arbeit:  „  Memoire  sur  Täquilibre 
astatique""  M6m.  de  Bord.  (2)  II.  1-65  bearbeitet  hatte  und 
über  den  F.  d.  M.  IX.  p.  615-617  referirt  worden  ist. 

O. 

G.   Darboux.     Probleme  de  m^canique.    Darboux  Bull.  (2) 

II.  433-436. 

Die  Arbeit  behandelt  folgendes  Problem:  „Zu  finden  die 
Gleichgewichtsfigur  eines  biegsamen,  unausdehnbaren,  nicht  schwe- 
ren Fadens,  der  von  einem  SUrom  durchflössen  wird  und  der 
Wirkung  eines  Magnetpols  ausgesetzt  ist.^  Auf  analytischem 
Wege  zeigt  der  Verfasser,  dass  die  Spannung  in  dem  Faden 
constant  ist,  dass  die  Gleichgewichtsfigur  eine  geodätische  Linie 
des  Kegels  ist,  der  mit  seinem  Scheitel  in  dem  Magnetpol  diese 
Curve  enthält.  Dieser  Kegel  ist,  wie  sich  weiter  ergiebt,  ein 
Umdrehungskegel.  Die  Gonstruction  dieses  Kegels  endlich  wird 
auf  die  Lösung  einer  bekannten  Aufgabe  zurückgeführt,  nämlich: 
„Von  einem  Kreis  kennt  man  die  Länge  eines  Bogens  und  die 
Länge  der  zugehörigen  Sehne.    Den  Kreis  zu  construiren.^ 

0. 


GapitelS.    Statik.  605 

J.  BoüssiNESQ.  8ur  la  manifere  dont  se  distribue  entre 
ses  points  d'appui  le  poids  d'un  corps  dur,  posd  sur 
un  sol  poli,  horizontal  et  ^lastique;  identitö  de  ce 
mode  de  röpartition,  pour  une  base  de  sustentation 
plane  et  horizontale,  avec  celui  d'une  charge  ^lectrique 
en  ^quilibre  dans  une  plaque  mince  de  mßme  forme. 

0.  R.  LXXXVII  519-522. 

• 

J.  BoüssiNESQ.  Sur  une  propriöt^  simple,  qui  carac- 
t^rise  le  mode  de  r^partition  du  poids  d'un  solide, 
pos^  sur  un  sol  horizontal  ^lastique,  entre  les  diverses 
pai-ties  de  sa  base,  quand  celle  ci  est  une  ellipse 
horizontale.    C.  R.  LXXXVII.  687-689. 

J.  BoüssiNESQ.  Sur  une  loi  intuitive,  d'aprfes  laquelle 
se  röpartit  le  poids  d'un  disque  circulaire  solide, 
supportö  par  un  sol  horizontal  elastique.  0.  B.  Lxxxvii. 

1077-1078. 

In  der  ersten  dieser  drei  Noten  wird  durch  einfache  Anwen- 
dung von  früher  entwickelten  Formeln  gefunden,  dass  die  Ge- 
wichtsvertheilung  mit  der  Vertheilung  einer  elektrischen  Ladung 
tibereinstimmt.  Ist  die  Form  der  Grenzlinie  eine  Ellipse,  so  findet 
sich,  dass  alle  einer  Richtung  parallelen  unendlich  schmalen 
geradlinigen  Streifen  gleiche  Lasten  tragen. 

In  der  zweiten  Note  wird  dieser  Fall  noch  einmal  behan- 
delt, und  der  auf  jedes  Flächenelement  entfallende  Druck  als 
Function  der  Coordinaten  dargestellt. 

In  der  letzten  endlich  wird  für  den  Fall  einer  kreisförmigen 
Basis  gezeigt,  dass  das  auf  jedes  Flächenelement  entfallende 
Gewicht  sich  ergiebt,  wenn  man  die  ganze  Last  auf  der  Ober- 
fläche einer  Halbkugel  gleichmässig  vertheilt  und  dann  auf  den 
Grondkreis  projicirt  Bn. 

BiADEGO.  Di  una  espressione  generale  dei  momenti 
di  flessione  sulle  pile  nei  ponti  metallici  a  travi  con- 

tinue.    Atti  l8t  Ven.  (5)  IV.  613-633. 
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Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  aus  den  n— 1  Clapeyron'- 
sehen  Gleichungen  zwischen  den  Pfeilermomenten  diese  selbst  als 
Quotienten  der  betreffenden  Determinanten  und  giebt  dann  eine 
Anzahl  von  Regeln  zur  Berechnung  der  Unterdeterminanten,  welche 
in  der  expliciten  Darstellung  gebraucht  werden.  Mehrere 
Tabellen  geben  die  vorkommenden  Zahlencoefficienten. 

Bn. 


C.  Clericetti.  Teoria  dei  sistemi  composti  in  generale  e 
specialmente  dei  moderni  ponti  sospesi  americani. 
Influenza  dei  carichi  accidentali.    Rend.  ist  Lomb.  (2)  XI. 

538-545. 

Auszug  aus  dem  zweiten  Theil  der  im  vorigen  Jahrgange 
(F.  d.  M.  IX.  p.  702)  besprochenen  Arbeit.  Es  handelt  sich  um 
die  Feststellung  derjenigen  Belastungsweise,  durch  welche  die 
Spannungen  in  den  schrägen  Zugstangen  ein  Maximum  werden. 
Der  eigentliche  Brückenträger  bildet  einen  continuirlichen  Balken, 
und  es  bestehen  daher  die  Glapeyron^schen  Gleichungen  zwischen 
den  drei  aufeinander  folgenden  Pfeilermomenten.  Verfasser  weist 
von  diesen  Gleichungen  ausgehend  nach,  dass  je  nach  der  Grösse 

des  Bruches  -z-   (ß  Höhe  der  Aufhängepunkte  über  der  Axe, 

h  Trägerhöhe),  entweder  nur  negative  Pfeilermomente,  oder  solche 
von  wechselndem  Zeichen  auftreten  können.  Er  untersucht  alsdann 
die  fbnf  nach  diesem  Systeme  gebauten  amerikanischen  HängC'« 
brücken,  und  findet,  dass  nur  die  Niagarra-Eisenbahnbrttcke  dem 

ET 

erforderlichen  Werthe  -r-  nahe  genug  kommt  (0,333  statt  0,^63). 

Bei  derselben  wird  bei  jeder  beliebigen  Stellung  der  zufälligen 
Lasten  das  Eigengewicht  im  Stande  sein,  die  durch  erstere  er- 
zeugten positiven  Momente  zu  compensiren;  während  bei  den 
FussgängerbrOcken  über  denselben  Fluss  die  schädlichen  Wir- 
kungen positiver  Momente  durch  abwärtsgehende  Zugstangen 
verhindert  werden.  Bn. 
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J.  SoLfN.      Theorie    der    äusseren    Kräfte    bei    geraden 

Trägem.    Casopis  YII.  (Böhmisch.)- 

Eine  ftir  Techniker  und  Hörer  der  Baumechanik  bestimmte 
Arbeit,  bei  welcher  neben  sonstiger  Präcision  namentlich  die 
glückliche  Verwendung  der  neueren  Geometrie  lobend  hervor- 
zuheben ist  Std. 


P.  Belpairb.  Essai  d'une  th^orie  des  voütes  en  berceau, 
en  arc  de  cercle  et  en  plein  cintre.    Paris.  Danod.    Ann. 

Boc.  Bcient.  Brax.  IL  B.  57-80. 

P.  Belpaire.  Tables  permettant  d'effectuer  rapidement 
les  calculs  relatifs  k  la  stabilit^  des  voütes  en  berceau, 
en  arc  de  cercle  et  en  plein  cintre.    Paris.  Danod.    ado. 

so€.  scient  Braz.  II.  B.  457-477. 

Lagassb  et  Cousin.     Rapport  sur  le  1"  memoire, 

Ann.  soe.  scieot.  Bmx.  IL  A.  71-79. 

Der  Verfasser  will  die  Unbestimmtheit  entfernen,  welche  die 
Anwendung  der  Methode  der  Druckcurve  zurücklässt  in  BetrefT 
der  Curve,  die  sich  nach  dem  Abrttsten  eines  Bogens  herstellt. 
Man  weiss,  dass  die  Gleichgewichtsbedingungen  einer  Gesammt- 
heit  von  Gewölbsteinen  eine  unendliche  Anzahl  von  Druckcurven, 
die  diesen  Bedingungen  genügen,  zulassen,  so  dass  das  Problem 
unbestimmt  ist,  wenn  man  sich  auf  die  Gesetze  der  Statik  be- 
schränkt In  Wirklichkeit  ist  die  Druckcurve  gut  bestimmt  und 
stellt  sich  her  nach  den  Bedingungen,  die  sieh  auf  die  Defor- 
mationen des  Systems  beziehen.  Der  nat&rliche  Weg  zur  Lösung 
des  Problems  ist  daher  das  Studium  der  Deformation.  Dies  hat 
Herr  Belpaire  gethan,  so  vollständig,  als  es  unsere  Kenntnisse 
gestatten.  Er  hat  so  durch  eine  einfache  geometrische  Methode 
zwei  neue  Bedingungen  gefunden,  denen  die  Druckcurve  genügen 
muss,  und  welche  ihre  völlige  Bestimmung  gestatten. 

Der  Verfasser  hat  mit  Hülfe  seiner  Methode  zwei  Zahlen- 
tafeln aufgestellt,  welche  sehr  schnell  die  Lage  des  Druckceutmms 
in  der  Verbindung  des  Anfangs  und  des  Endes  liefern,  und  da- 


608  X^AlMchaitt    Mectenik. 

her  die  Constroetion  der  Cmre  mögliefa  madieD.  Zwei  andere 
TafelD  lassen  ohne  Sebwierigkeit  die  Grösse  des  Maximaldmekes 
erkennen  in  Einheiten  der  Fläche,  welche  die  Masse  des  Bogens 
zn  ti^igen  hat,  sowie  den  WerA  des  Druckes,  den  der  Schlossstein 
heryorbringt  Wenige  Augenblicke  genOgen,  so  die  Elemente  zu 
erkennen,  die  nothwendig  sind  um  fiber  die  Stabilitit  des  Bogens 
klar  zu  werden.  Die  Tafeln  sind  unabhängig  von  der  gewählten 
Hasseinheit  Mn.  (O.) 


PoTiER.     Sar  la  direction  des  cassares  dans  an  milien 
isotrope,    c.  R.  Lxxxvi.  15391540. 

Bezeichnen  N^J  iV^,  iV,  die  Kräfte,  welche  normal  auf  die 
drei  rechtwinkligen  Ebenen  in  einem  beliebigen  Punkte  des 
Körpers  ¥nrken,  in  denen  keine  Abscheerung  wirkt»  so  findet 
sich,  dass  die  Maximal- Abscheerung  in  den  Ebenen  stattfindet, 
welche  den  Winkel  N^  N^  halbiren.  Im  Fall  der  Druckspannung 
würden  sich  hierdurch  die  Richtungen  der  Bmchflächen  bestim- 
men nach  Ansicht  des  Verfassers,  während  bei  Zugspannungen 
N^  massgebend  wäre.  Bn. 


De  Saint- Vbnamt.  Sur  la  plus  grande  des  composautes 
tangentielles  de  tension  int^rieure  en  chaqae  point 
d'an  solide,  et  sur  la  direction  des  faces  de  ses 
ruptures.   c  r.  lxxxvii.  139-142. 

In  Bezug  auf  die  vorhergehende  Notiz  macht  der  Verfasser 
darauf  aufmerksam,  dass  die  gegebenen  Formeln  sich  sdion  in 
früheren  Schriften  vorfinden.  Alsdann  zeigt  er  aber,  dass  die  in  der 
Theorie  der  Elastidtät  aufgestellten  Formeln  ftir  diesen  Zweck 
überhaupt  nicht  anwendbar  sind,  da  die  Voraussetzung,  dass  die 
Formveränderungen  im  Vergleich  zu  den  gegebenen  Dimensionen 
verschwindende  Ch-dssen  seien,  nicht  mehr  zutrifft  Ausserdem 
weist  er  darauf  hin,  dass  die  namentlich  von  Coulomb  auf- 
gestellte Theorie,  dass  bei  starkem  Druck  die  Zierstörung  des 
Körpers   durch   Abscheerung  stattfinde,    durch   die  praktisch» 
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Versnche  als  unrichtig  erkannt  worden  ist,  und  dass  diese  Ver- 
suche die  Annahme  Poncelet's  best&tigen,  dass  die  bei  Druck- 
spannungen auftretenden  seitlichen  Erweiterungen  den  Körper 
schliesslich  zerreissen.  Bn. 


E.  Haesblbr.     Bestimmung  des  Erddruckes  fllr  schräge 

Brückenflügel.    CiYiling.  XXIV.  257. 

Die  bisher  bekannten  Formeln  für  Erddruck  beschränken 
sich  sämmtlich  auf  den  Fall,  wo  die  Stützmauer  der  Axe  des 
Erdkörpers  parallel  ist.  Hier  ist  der  Fall  behandelt,  wo  die 
Mauer  senkrecht  zu  dieser  Axe  steht.  Den  allgemeineren  Fall 
hat  der  Verfasser  im  Supplementbande  zu  Heusinger's  specieller 
Eisenbahntechnik  durchgefEihrt.  Bn. 


R.  R.  Werner.  Graphische  Bestimmung  des  Inhaltes, 
des  statischen  Momentes  und  des  Trägheitsmomentes 
beliebig  begi'enzter  Flächen,  z.  dtsch.  ing.  xxi.  365. 

Zur  Bestimmung  des  Flächeninhaltes  ersetzt  der  Verfasser 
das  Integral  1  %fdx  durch  ein  anderes  1  %d%^  welches  leicht  er- 
halten wird,  nachdem  der  Verlauf  der  z  durch  eine  einfache  Con- 
stmction  dargestellt  worden  ist.     Die  Substitutionsgleichung  ist 

Derselbe  Weg  liefert  eine  leichte  Darstellung  der  Momente 
und  somit  eine  Gonstruction  des  Schwerpunktes.  Bn. 


B.    Hydrostatik. 

J.  C.  Lewis.     Centres  of  pressure.  Messenger  (2)  viir.  49-51. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  der  Mittelpunkt  des  hydro- 
statischen Drucks  auf  elementarem  Wege  abgeleitet:  1)  ftlr  ein 
Parallelogramm,  dessen  eine  Seite  in  der  Oberfläche  der  Flössig- 

FortMhr.  d.  Math.  X.  3.  39 
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keit  liegt,  2)  ftir  ein  Dreieck,  dessen  eine  Ecke  in  der  Ober- 
fläche liegt,  während  die  Gegenseite  horizontal  ist.  Die  Resul- 
tate ergeben  sich  auf  doppelte  Weise  aus  den  für  ein  Dreieck 
gültigen,  dessen  eine  Seite  in  der  Oberfläche  liegt.  Es  folgt 
weiter  auch  das  Resultat  für  ein  beliebig  liegendes  Dreieck. 

Glr.  (Wn.) 


J.  C.  Lewis.     On   centres  of  pressure,  metacentres  etc. 

Messenger  (2)  VIII.  114-118. 

1)  Der  Mittelpunkt  des  hydrostatischen  Drucks  für  eine 
Fläche,  die  von  einem  geschlossenen  Kegelschnitt  begrenzt  wird, 
wird  elementar  abgeleitet. 

2)  Das  Drehungsmoment  gewisser  Flächen,  die  eben  in  die 
Flüssigkeit  eintauchen,  in  Bezug  auf  eine  in  der  Oberfläche  der 
Flüssigkeit  liegende  Tangente  wird  ohne  Integralrechnung  gefunden. 

3)  Daraus  ergiebt  sich  die  Lage  des  Metracentrums  fhr 
Dreiecke,  Rechtecke  etc.  6Ir.  (Wn.) 


L.  V.  TüRQüAN.     Memoire  sur  la  stabilit^  de  T^quilibre 

des   Corps   flottants.     Soo.  soi^Dt.  de  Brox.  II.  B.  123-156. 

Der  Verfasser  findet  folgendes  Resultat,  welches  dem  von 
Clebsch  (Borchardt  J.  LVII.  p.  149-169)  gefundenen  widerspricht: 
Die  kleinen  Bewegungen  der  Flüssigkeit  haben  keinen  Einfluss 
auf  die  Stabilität  des  Gleichgewichts  eines  schwimmenden  Kör- 
pers. Man  gelangt  dazu  auf  folgendem  Wege:  Man  stelle  die 
Differentialgleichungen  für  alle  möglichen  Bewegungen  des 
schwimmenden  Körpers  auf.  Dieselben  sind  linear  mit  constan- 
ten  CoefGcienten ,  ohne  zweites  Glied.  Ihre  Integrale  können 
nur  dann  periodisch  sein,  wenn  der  Schwerpunkt  des  schwim- 
menden Körpers  tiefer  liegt,  als  derjenige  des  aus  der  Stelle 
gedrängten  Wasservolumens,  oder  wenn  der  Abstand  dieser  Punkte 
kleiner  ist,  als  das  kleinste  Trägheitsmoment  der  vom  Wasser 
benetzten  Fläche,  dividirt  durch  das  Volumen  des  eingetauchten 
Theiles   des    Körpers.      Der   Einfluss   kleiner  Bewegungen    der 
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Flttasigkeit  ist  dann  folgender:  Die  obigen  Differentialgleichungen 
erbalten  ein  zweites  Glied,  welches  gleich  der  Summe  von  Sinus 
und  Cosinus  von  linearen  Functionen  der  2ieit  ist  Die  Factoren 
yon  I  sind  so  beschaffen,  dass  durch  Integration  kein  Term  ent- 
stehen kann,  der  t  als  Factor  hat  Daraus  wird  der  Schluss  ge- 
zogen, dass  durch  die  kleinen  Bewegungen  der  Flüssigkeit  die 
Bedingungen  der  Stabilität  des  Oleichgewichts  nicht  modificirt 
werden.  Mn.  (Wn.) 

E.  GüYAü.      Sur  la  th^orie  compl^te  de  la  stabilit^  de 
r^quilibre  des  corps  flottants.    C.  r.  Lxxxvi.  1246-1248. 

Aus  der  kurzen  Inhaltsangabe,  die  der  Verfasser  hier  yon 
einer  grösseren  Arbeit  giebt,  ist  erwähnenswerth,  dass  das  Pro- 
blem nicht  als  ein  statisches,  sondern  als  ein  dynamisches  auf- 
gefasst  wird.  Als  Mass  der  dynamischen  Stabilität  wird  die 
Minimalarbeit  angenommen,  durch  die  ein  schwimmender  Körper 
aus  der  Gleichgewichtslage  in  eine  andere  gegebene  Stellung 
flbergeftihrt  wird.  Die  Berechnung  der  Stabilität,  wie  auch  die 
Bestimmung  der  Kegelfläche,  die  eine  durch  den  Schwerpunkt 
gezogene,  ursprtlnglicb  verticale,  Linie  bei  der  Oscillation  des 
Körpers  beschreibt,  hat  der  Verfasser  nach  seiner  Angabe  auf 
sehr  einfache  und  eigenthümliche  Art  ausgeführt,  ohne  dass  hier 
Aber  diese  Art  das  Geringste  angegeben  ist  Im  Uebrigen  sollen 
die  Resultate  hinsichtlich  der  Stabilität  mit  denen  Dupin's  über- 
einstimmen, nur  hier  strenger  begründet  sein.  Wn. 


ViLLiE.     Sur  r&juilibre  relatif  d'une  masse  fluide  sou- 
mise   k   l'action  de  corps  quelconques.    Lioaviile  J.  (3)  IV. 

257-264. 

Siehe  Abschn.  X.  Cap.  4.  B.  p.  648. 


R.  ROhlmann.     Ableitung   der  Formeln  fUr  Messungen 
der  Meerestiefen  mit  Hülfe  des  Manometers.    Pogg.  add. 

(2)  V.  558-566. 
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Der  Verfasser  hält  die  gewöhnliche  Methode,  grössere  Heeres- 
tiefen mit  Hülfe  des  Senkbleies  zu  bestimmen,  für  sehr  nDgenau 
and  will  dieselbe  durch  eine  andere  ersetzen,  hei  der  das  Ge- 
wicht der  Über  einer  Beobachtungsstelle  stehenden  Wassersänie 
durch  ein  Manometer  gemessen  wird.  Dazu  ist  es  erforderlich, 
eine  Gleichung  zwiseheu  dem  Manoraeterdrock  und  der  Meereft- 
tiefe  aufzustellen,  die  analog  ist  der  Gmndgleichung  fUr  bsro- 
metrische  Hbhenmessnng.  Mimmt  mao  an,  dass  die  Znsammen- 
drtlckbarkeit  des  Wassers  bei  constanter  Temperatur  durch  die 
Gleichung  dargestellt  wird 

wo  D  das  specifidche  Volumen  beim  Drucke  P,k  der  Compres- 
sioDscocfiicient  ist,  so  folgt  ftlr  die  Dichtigkeit  6 

(2)       e  =  e,  .c*<'-'>, 
wo  $,   die  Dichtigkeit  beim  Drucke  P  =  1   ist.     Da  ferner  fUr 
die  Zunahme  des  Druckes  P  mit  der  Tiefe  x  die  Gleicbuog  gilt 

(3)         lO,3S3.dP  =  gedx, 
ond  da 

(4)        g:^=(r-x):r, 

wenn  jr*  die  Conslante  der  Schwerkraft  an  der  Oberfläche,  r  der 
Grdradius  ist,  so  folgt  aus  (2),  (3),  (4)  leicht  eine  lineare  Diffe- 
rentialgleichuDg  zwischen  x  und  P,  deren  Integration  die  gesuchte 
Gleichung  liefert.    Dieselbe  ist: 

CS)      P=,-|,„s..ii,_^^(,-^)j. 

Der  Verfasser  discutirt  sodann  die  Dumeriachen  Wertbe  tür 

L  A    ^   »„A    »ioKt  a;^   Äenderung   dieser  Constanten   mit  der 

inmerisehe  Beispiele  endlich  zeigt  er, 

Zwecke  -^  in  der  Formel  (5)  ver- 

Wn. 
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Capitel  4. 
Dynamik. 

A.    Dynamik  fester  Körper. 

J.   T.    ßoTTOMLEY.       Dynamics.    Ppoc.  of  R.  8.  Victori«.  1878. 

W.  FiEDLKR.  Gfom^trie  et  g^om^canique.  Aper9u  des 
faits  qui  montrent  la  connexion  de  ces  sciences,  dans 
f  ^tat  präsent  de  leur  d^veloppement.   Liouviile  J.  (3)  iv. 

141-176. 

Uebersetzung  der  Arbeit  aus  Wolf  Z.  XXI.  p.  186,  über 
welche  bereits  im  S^*"  Bande  dieser  Fortschritte  p.  530  berichtet 
worden  ist  0. 

Lad.  Hajni§.  Ueber  den  Beweis,  dass  die  Ursache 
der  Bewegung  ausserhalb  der  bewegten  Masse  liege. 

Casopis  YII.  43-47.  (Böhmisch). 

Eine  hauptsächlich  gegen  Wundt's  Schrift:  „Die  physikali- 
schen Axiome^  gerichtete  Polemik.  Std. 


Appell.     Sur  une  interpr^tation  des  valeurs  imaginaires 
du  temps  en  m^canique.    0.  R.  LXXXVIL  1074-1077. 

Beweis  des  folgenden  Satzes:  ^^Wenn  man  ein  System  mate- 
rieller Punkte  hat,  die  gewissen  Verbindungen,  welche  von  der  Zeit 
unabhängig  sind,  unterworfen  sind,  und  die  der  Wirkung  von 
Kräften  ausgesetzt  sind,  welche  nur  von  den  verschiedenen  Lagen 
der  Punkte  abhängen,  so  bleiben  die  Integrale  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  des  Systems  reell,  wenn  man  darin 
t  durch  1^—1  ersetzt  und  die  Projection  der  Anfangsgeschwin- 
digkeiten a*,  ßty  Yk  durch  —  a*}/^^,  -ft^^^,  — y*/^.  Die 
so  erhaltenen  Ausdrücke  sind  die  Gleichungen  einer  neuen  Be- 
wegung, welche  dieselben  materiellen  Punkte  annehmen  würden, 
wenn  sie,  denselben  Anfangsbedingungen  ausgesetzt,  von  Kräften 
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angegriffen  würden,  welche  gleich  und  entgegengesetzt  denen 
wären,  welche  die  ursprüngliche  Bewegung  hervorbringen  wür- 
den.^ Dieser  Satz  wird  am  Beispiel  des  einfachen  Pendels  näher 
erläutert  0. 

F.  GoMES  Teixeira.     Sobre  o  emprego  dos  eixos  coor- 
denados  obliquos  na  Mecanica  analytica.    Coimbra  1876. 

Darboox  Ball.  (2)  IL  146-147. 

Nach  dem  kurzen  Bericht  in  Darboux  Bull,  giebt  der  Verfasser 
die  Gleichungen,  welche  das  Princip  der  virtuellen  Geschwindig- 
keiten ausdrücken,  in  schieiwinkligen  Coordinaten,  und  leitet  dar- 
aus die  Gleichgewichtsbedingungen  und  die  allgemeinen  Be- 
wegungsgleichungen eines  festen  Körpers  her.  0. 


E.    Habich.      üeber    das    Princip    der    Erhaltung   der 

Flächen.    Par.  Denkschr.  1878.  (PoUiisch). 

Der  Verfasser  beweist  zuerst  den  nach  seiner  Meinung  fllr 
die  Herleitung  des  genannten  Princips  unentbehrlichen  Satz,  dass 
die  die  Beschleunigung  darstellende  Gerade  nur  dann  der  Zeit 
proportionale  Flächen  beschreiben  kann,  wenn  sie  immer  durch 
einen  festen  in  endlicher  oder  unendlicher  Entfernung  liegen- 
den Punkt  geht  Dann  untersucht  er  im  Allgemeinen  die  Be- 
ziehung zwischen  den  kinematischen  und  geometrischen  Elementen 
der  Bewegung;  zu  den  ersten  gehören  z.  B.  Geschwindigkeit 
Beschleunigung  u.  a.,  zu  den  zweiten:  Krümmungshalbmesser, 
Tangentenwinkel  u.  a.  Bei  gegebener  Bewegungsgleichung 
eines  Punktes  bestimmt  eine  solche  Beziehung  seine  Bahn  voll- 
ständig. Umgekehrt  wenn  die  Bahn  gegeben  ist,  so  bestimmt 
eine  solche  Beziehung  das  Gesetz  der  Bewegung.  Der  Verfasser 
giebt  die  Lösung  beider  Aufgaben.  Bcki. 


A.  Kbmpe.     Het  beginsel  der  kleinste  werking  in   ver- 
band   met  de   bewegingsverglijkingen   van  Lagrange 

en   Hamilton.    Diss.  Leiden. 
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Das  bekannte  und  auch  in  der  letzten  Zeit  viel  besprochene 
Prindp  der  kleinsten  Action  ist  der  Gegenstand  dieser  Abhand- 
lung. Im  ersten  Capitel  wird  die  interessante  Oeschichte  des 
Princips  mitgetheilt,  und  besonders  der  Streit  zwischen  Maupertuis, 
Euler  und  König  ausführlich  bebandelt.  Im  zweiten  Capitel  wird 
gezeigt  und  durch  Beispiele  erl&utert,  wie  diese  Gelehrten  das 
Princip  bei  der  Lösung  mehrerer  mechanischen  Probleme  be- 
nutzten. Im  dritten  Capitel  werden  die  Betrachtungen  Lagrange's 
mitgetheilt,  der  das  Princip  schärfer  formulirte  und  reiner  anwen- 
dete. Im  vierten  Capitel  kommen  wir  zur  Behandlung  Jacobi's 
und  betreten  damit  das  neueste  Gebiet,  wo  die  metaphysischen 
Betrachtungen  durch  rein  analytische  Behandlung  der  Grund- 
gleichungen ersetzt  werden,.  Im  fünften  Capitel  kommt  der  Autor 
zum  Princip  von  Hamilton;  er  zeigt,  wie  es  sich  zum  Princip 
der  kleinsten  Action  verhält,  und  giebt  den  Bewegungsgleichungen 
die  elegante  Form,  welche  zuerst  von  Hamilton  aufgestellt  worden 
ist,  wobei  die  charakteristische  Function  eingeführt  wird.  Hier- 
durch werden  die  Bewegungsgleichungen  von  Systemen  auf  par- 
tielle Differentialgleichungen  zurückgeführt,  deren  Auflösung  je- 
doch im  allgemeinen  grosse  Schwierigkeiten  mit  sich  führt.      G. 

C.  H.  C.  Grinwis,  Over  eene  eenwondige  bepaling 
der  karakteristicke  functie.  Versi.  eo  Mededeel  xiii.  342-355 

Der  Verfasser  betrachtet  die  charakteristische  Function  von 
Hamilton  und  weist  nach,  wie  einige  Probleme  mittels  dieser  ge- 
löst werden  können. 

Die  Fälle,  welche  er  in  dieser  Weise  behandelt,  sind  die 
folgenden:  1)  die  Bewegung  eines  freien  materiellen  Punktes 
in  einer  verticalen  Ebene,  der  nur  der  Schwerkraft  unterwor- 
fen ist;  2)  die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes  um  ein  an- 
ziehendes Centrum;  3)  die  Bewegung  eines  schweren  Punktes 
auf  einer  Kugelfläche.  Da  jedoch  diese  drei  Probleme  auf  dem 
gewöhnlichen  Wege  eine  viel  einfachere  Lösung  finden,  ist  es 
sehr  die  Frage,  ob  in  dieser  Weise  der  Nutzen  der  Function  von 
Hamilton  genügend  gezeigt  ist.  G. 


g]g  X.  Abschnitt.    Mechanik. 

E.  Betti.     Sopra  una  estensione  dei  principt  generali 

della  dinamica.    AUi  R.  Acc.  d.  Line.  (2)  II.  82-33. 

Enthält  die  Mittheilung  einiger  Sätze  ohne  Beweise.  Wir 
fuhren  den  mit  2)  bezeichneten  hier  zur  Gharakterigirong  der- 
selben an:  „Wenn  das  Hamilton'sche  Princip  gilt  und  die  Kräfte- 
function  V  nur  von  den  Coordinaten  und  ihren  ersten  Oerivirten 
nach  der  Zeit  abhängt,  so  ist,  damit  das  Princip  von  der  Erhal- 
tung der  Bewegung  des  Schwerpunkts  gelte,  noth wendig  und 
hinreichend,  dass  Y  sich  nicht  ändert,  wenn  man  den  Anfangs- 
punkt der  Coordinaten  wechselt  und  man  allen  Punkten  dieselbe 
Geschwindigkeit  in  derselben  Richtung  ertheilt^  O. 


V.  Cerrüti.     Nuovo  teorema  generale  di  meccanica. 

Atti  R.  Acc.  d.  Line.  (3)  IL  75-77. 

Mittheilung  folgenden  Satzes  ohne  Beweis:  „Man  denke  sich 
ein  materielles  System  in  Bewegung.  O  sei  der  Complex,  wel- 
cher durch  die  auf  dasselbe  wirkenden  Kräfte  bestimmt  wird. 
Wenn  dann  1)  der  Gomplex  O  beständig  mit  einem  anderen 
linearen  Gomplex  Q  in  Involution  ist,  2)  und  stets,  das 
System  als  nicht  fest  vorausgesetzt,  die  infinitesimale  helicoi- 
dale  Bewegung,  welche  durch  den  Gomplex  B  bestimmt  ist, 
möglich  ist,  so  existirt  ein  lineares  Integral  in  Beziehung  auf 
die  Gomponenten  der  Geschwindigkeiten  der  verschiedenen 
Punkte  des  Systems,  welches  ausdrtlckt,  dass  das  Moment  des 
Gomplexes,  bestimmt  durch  die  Grösse  der  Bewegung  der  ver- 
schiedenen Punkte  des  Körpers  in  Beziehung  auf  den  Gomplex  Q, 
während  der  ganzen  Dauer  der  Bewegung  constant  ist  Der 
analytische  Ausdruck  dieses  Integrals  ist: 

+  ,Ip(.-§--.-^)  +  rS,.(»-^-i,-^)  =  coD«.. 

wo  /,  Hl,  ft,  p,  9,  r   die   Goordinaten   des  Gomplexes  8,  /u  die 
Masse  des  Punkts  x^  y,  &  ist^  0. 
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J.    Lbmoynb.       Notes    sur    quelques    cons^uences    du 
th^r^me  de  M.  Villarceau.    c.  B.  Lxxxvi.  801-302. 

In  der  Note  werden  zwei  Folgerungen  der  Villarceau'schen 
Sätze  mitgetheilt.  In  Nr.  l  werden  Punkte  betrachtet,  die  sich 
gruppenweise  auf  concentrischen  Kugeln  bewegen.  Sind  m„  m„... 
die  Punkte,  P, ,  P,, ...  die  Beactionen  der  Oberfläche  mit  dem  Radius  R 
für  diese  Punkte;  haben  m[,  1112,...,  Pi,  P2,,..  dieselbe  Bedeutung 
für  die  Kugel  W  u.  s.  f.,  sind  endlich  X,  7,  Z  die  Componenten 
der  activen  Kräfte  und  der  passiven  Kräfte,  welche  aus  den 
möglichen  Verbindungen  anderer  Natur  entstehen,  so  nimmt  der 
Villarceau'sche  Satz  die  Form  an: 

Smu*  =  ^R2P-R'2P :S(Xr  +  yy  +  ZO 

In  Nr.  2  wird  ein  System  von  Punkten  betrachtet,  die  sich  unter 
der  Wirkung  wechselseitiger  attractiver  Kräfte  ohne  andere  Ver 
bindungen  bewegen,  und  deren  Kräftefunction  V  eine  homogene 
Function  ft^°  Orades  ist.  Aus  der  unter  dieser  Voraussetzung 
sich  ergebenden  Transformation  des  Villarceau'schen  Satzes  folgt 
der  Jacobi'sche  Satz  (Vorl.  über  Dynamik,  Vorl.  4),  dass  in  einem 
unter  Wirkung  des  Newton'schen  Attractionsgesetzes  in  Bewegung 
befindlichen  stationären  Systeme  von  Punkten  die  relative  lebendige 
Kraft  continuirlich  um  den  Werth  des  Potentials  oscillirt. 

0- 


Ph.  Gilbert.      Sur  uu  th^orfeme  de  M.  Villarceau;    re- 
marques et  cons^quences.    C.  R.  LXXXVI.  42-45. 

Fortsetzung  der  Arbeit,  über  die  F.  d.  M.  IX.  p.  636  berichtet 
worden  ist  In  §  4  der  Arbeit  transformirt  der  Verfasser  den 
Satz  von  Villarceau  und  gelangt  dadurch  zu  folgendem  Satz: 
„Wenn  ein  freier  Punkt  eine  sphärische  Curve  beschreibt,  oder 
allgemeiner,  wenn  das  Quadrat  seiner  Entfernung  von  einem  festen 
Centrum  variirt  proportional  der  Zeit,  so  ist  die  bewegende  Kraft 
in  jedem  Augenblick  normal  zu  der  Ebene  durch  das  feste  Cen- 
trum und  die  gerade  Polare  der  Bahn.^'  Im  §  5  erfolgt  dann 
die  Erweiterung  auf  ein  materielles  System.     In  dem  speciellen 
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Fall,  wo  die  potentielle  Enei^e  des  Systems  eine  homogene 
Function  k^  Grades  der  wechselseitigen  Entfernungen  der  Maseen- 
punkte  des  Systems  ist,  und  es  eine  Function  tp  der  inneren  Kraft 
giebt,  homogen  vom  Grade  k'  iu  x^y,z...y  ergiebt  sich  die  Form: 

i-^  =  -(Ä  +  2)IT+(*'  +  2)V+const, 

wo  6  =  ümr*  das  Moment  der  polaren  Trägheit  in  Beziehung 
auf  den  Anfangspunkt  ist.  Giebt  es  keine  äusseren  Kräfte  und 
ist  ft=  —  2,  so  folgt  daraus  der  Satz  von  Jacobi:  ^In  einem 
System  materieller  Punkte,  die  sich  anziehen  oder  abstossen  im 
umgekehrten  Verhältniss  des  Cubus  der  Entfernung,  ist  das  Mo- 
ment der  polaren  Trägheit  des  Systems  in  Bezug  auf  einen  festen 
Anfangspunkt  eine  quadratische  Function  der  Zeit*'  (Vorl.  über 
Dynamik  p.  27).  §  6  bezieht  sich  auf  Anwendungen,  die  Villarceaa 
und  Sarrau  von  dem  Villarceau'schen  Satze  auf  die  Thermo- 
dynamik gemacht  hatten.  O. 


N.  JouKOVSKY.     Sur  un   cas  particulier  \  de  oiouvement 

d'un    poiut   inat^riel.     Liouville  J.  (3)  IV.  425-428. 

Man  kann  häufig  particuläre  Integrale  der  Bewegungsglei- 
chungen eines  Punktes  finden,  wenn  die  Anfangsgeschwindigkeit 
nur  von  den  Anfangscoordinaten  abhängt.  Der  Verfasser  zeigt 
in  der  vorliegenden  Arbeit,  dass  dies  auch  bei  einer  ebenen 
Bewegung  möglich  ist,  wenn  die  Niveaulinien  isothermische 
Linien  sind.  Die  entwickelte  Methode  wird  dann  an  dem  spe- 
ciellen  Beispiel  erläutert,  wo  die  Niveaulinien  concentrische  Kreise 
und  die  dazu  senkrechten  Linien  die  durch  den  gemeinsamen 
Mittelpunkt  der  Kreise  gehenden  Geraden  sind.  O. 


G.  Halphbn.     Sur  les  lois  de  Kepler.    Boit.  Soc.  Phil  a« 

Paris  (7)  I.  89-91. 

Der  Verfasser  reproducirt  zunächst  ganz  kurz  die  beiden  von 
Herrn  Darboux  und  ihm  herrührenden  Lösungen  des  von  Herrn 
Bertrand  in  den  C.  B.  LXXXIV.  p.  673  aufgestellten  Problems, 
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Ober  welche  im  Dennten  Bande  dieses  Jahrbuchs  p.  638— 639 
referirt  worden  ist.  Beide  Lösungen  fahren  auf  specielle  Kraft- 
gesetze. Herr  Halph^n  zeigt  sodann,  dass  umgekehrt  auch  die 
Kenntniss  dieser  Kraftgesetze  genflge,  um  die  beiden  allgemeinen 
Lfösnngen  des  Bertrand'schen  Problems  zu  finden.  0. 


J,  W.  L.  Glaishbr.  On  the  law  of  force  to  any  point 
in  the  plane  of  motion  in  oi-der  that  tbe  orbit  may 
be  always  a  conic.   Moathi.  Not.  xxxix.  79-91. 

Herr  W.  R.  Hamilton  hat  gezeigt,  dass,  wenn  ein  Körper 
nach  einem  festen  Punkt  angezogen  wird  mit  einer  Kraft,  welche 
yariirt  direct  mit  der  Entfernung  von  dem  Punkt  und  umgekehrt 
wie  der  Cubus  der  Entfernung  von  einer  festen  Ebene,  der  Körper 
einen  Kegelschnitt  beschreiben  muss,  dessen  Ebene  die  feste 
Ebene  in  einer  Geraden  schneidet,  die  die  Polare  des  festen 
Punktes  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt  ist.  In  der  vorliegenden 
Arbeit  wird  dieser  Satz  aus  Newton's  Principia  Prop.  XVII.  her- 
geleitet und  weiter  gefunden,  dass  wenn  ein  Kegelschnitt  beschrie- 

ben  wird  unter  der  Wirkung  einer  Kraft  -^  nach  0  hin,  wo  p 

das  Loth  auf  die  Polare  von  0,  das  periodische  Glied  gleich 

2n    . 

'J='pl  ist,  wo  Po  das  Loth  vom  Mittelpunkt  des  Kegelschnitts 

auf  die  Polare  von  0  ist.  Dies  Resultat  wurde  bereits  bewiesen 
in  den  Fällen  der  elliptischen  Bewegung  um  den  Mittelpunkt  und 
den  Brennpunkt 

Eine  unabhängige  geometrische  Untersuchung  des  Gesetzes 

-^  wird  dann  weiter  gegeben  auf  einem  Wege,   der  dem  im 

Newton  Prop.  XVI.  oder  ähnlich  ist  und  die  Ausdrücke  für  das 
Gesetz  und  das  periodische  Glied  in  einige  andere  Formen  trans- 
formirt.    Der  Fall  der  Parabel  wird  ebenfalls  betrachtet. 

Aus  dem  Hamilton'schen  Satze  folgt,  dass  ein  Körper  unter 

der  Wirkung   einer   centralen  Kraft  7 — :^    .    v,  immer    einen 

^  (ax+by+cy 


520  ^'  Abschnitt    Dynamik. 

Kegelschnitt  beschreibt  Dies  bringt  den  Satz  in  Verbindung  mit 
den  Resultaten  der  Herrn  Darboux  und  Halphön,  welche  in  den 
C.  R.  LXXXIV.,  LXXXV.  (s.  F.  d.  M.  IX.  638-641)  gezeigt 
haben,  dass  ein  Körper  unter  der  Wirkung  einer  centralen  Kraft 
gleich 

"  oder  " 


(ax+by+cy  (^.  ^bxy  +  c/)* 

immer  einen  Kegelschnitt  beschreibt  und  dass  es,  keine  andere 
Kraftgesetze  giebt,  fQr  welche  dies  wahr  ist  Das  zweite  dieser 
Gesetze  wird  auch  in  der  Torliegenden  Arbeit  besprochen. 

Glr.  (0.) 

J.  W.  L.  Glaisher.     On  the  law  of  force  to  any  point 
when  the  orbite  is  a  conic.    Rep.  Brit  Ass.  1878. 

Auszug  aus  der  obigen  Arbeit  Auch  vom  Referenten  ist 
1862  ein  elementarer  Beweis  dieses  Satzes  im  Quart  J.  No.  19 
publicirt  worden.  Csy.  (0.) 


F.  DA  Ponte  Harta.     Sobre  o  movimento  d'uin  punto 
HCtuado  por  una  forcja  perpendicular  ao  raio  vector. 

Jörn.  sc.  matb.  e  astr.  I.  161-170. 


C.  Lagrange.      De   rorigine  et  de   l'^tablissement   des 

luouvements  astronomiques.  M^m.  coar.  et  Mem.  des  sav.  etr. 
de  Belg.  in  4«.    XLIl. 

F.  Folie   et  v.  d,  Mbnsbrügghe.     Rapport  sur  ce  me- 
moire.  Bull,  de  Belg.  (2)  XLV.  14»-158,  153-154. 

Erster  Tbeil  einer  Arbeit,  welche  mit  Verbesserungen  die 
Ausführung  derjenigen  Arbeit  ist,  über  die  F.  d.  M.  VIII.  684—685 
berichtet  worden  ist  Die  Resultate  des  Verfassers  sind:  Eine 
deformable  Masse,  die  der  Attraction  eines  materiellen  Systemes 
unterworfen  ist,  nimmt  im  Allgemeinen  eine  beschleunigte  Rota- 
tionsbewegung, frei  im  Raum  oder  um  einen  festen  Punkt,  an. 


Gapitel4.    Dynamik.  621 

Darch  die  Wirkung  der  Rotation  wird  nicht  nur  die  deformable 
Masse  senkrecht  zur  Rotationsaxe  Tcrlängert  und  seine  Aequatorial- 
ebene  zum  Maximum  der  Attraction  gemacht,  sondern  es  werden 
auch  die  Axen  der  Maximalattraction,  in  Folge  der  Attraction 
eines  materiellen  Systems,  im  Sinne  der  Rotation  verlegt,  so  dass 
diese  Axen  sich  immer  gegen  die  Lage  voraus  befinden,  die  sie 
ohne  Rotation  einnehmen  würden. 

Ein  materieller  Punkt,  der  der  Attraction  einer  deformabeln 
in  Rotation  befindlichen  Masse  unterworfen  ist,  kann  in  einem 
speciellen  Falle  einen  Kegelschnitt  beschreiben,  der  durch  seine 
Lage  und  seine  Geschwindigkeit  bestimmt  ist. 

Eine  deformable  Masse,  die  der  Attraction  einer  anderen  in 
Rotation  befindlichen  deformabeln  Masse  unterworfen  ist,  nimmt 
eine  Rotation  in  demselben  Sinne  an. 

Die  deformabeln  Massen,  von  denen  in  der  Abhandlung  die 
Rede  ist,  können  sich  nur  in  einer  gewissen  bestimmten  Art  defor- 
miren.  Der  Verfasser  hoffi  später  zu  zeigen,  dass  die  wechsel- 
seitige Attraction  zu  den  deformabeln  Systemen  dieser  Art  Ver- 
anlassung gegeben  hat.  Mn.  (0  ) 


SiACCi.       Un    nuovo    metodo    per  determinare   la   resi- 
stenza  dell  aria  sui  projetti.    Atti  di  Torino  Xlil.  131-134. 

Das  Vorliegende  enthält  nur  einleitende  Worte  bei  Ueber- 
gabe  der  eigentlichen  Arbeit  an  die  Akademie.  In  denselben 
werden  die  Schwierigkeiten  besprochen,  welche  in  der  Neuzeit 
sich  einer  vollen  Lösung  des  ballistischen  Problems  durch  die 
Benutzung  gezogener  Geschütze  und  oblonger  Geschosse  entgegen- 
stellen. Der  Verfasser  meint,  nur  successive  lasse  sich  die  Frage 
lösen  und  theilt  sie  in  zwei  Theile,  deren  erster  die  Ermittelung 
des  Luftwiderstandgesetzes  enthalte  und  deren  zweitem  die  Inte- 
gration der  Gleichungen  zufalle.  Er  selber  hat  sich  in  der  Ar- 
beit, die  er  der  Akademie  übergeben  hat,  mit  der  ersten  Frage 
beschäftigt.  0. 


622  ^*  Abschnitt    MechaDik. 

A.  Indra.     Balistique  graphique.   Rev.  d'art.  XL  436-456. 


"  E.  Sang.  Sketch  of  arrangement  of  tables  of  ballistic 
curves  in  a  medium  resisting  as  the  square  of  the 
velocity  and  the  application  of  these  tables  to  gunner. 

Proc.  of  Edinb.  IX.  637-648. 

Cly. 

E.  MuzEAü.     Sur  le  mouvement  des  projectiles  oblongs 
dans  l'air.    Rev.  d'art.  xni. 


L.  Desprex.      Kemarque  imporlante  sur  le  mouvement 
uniform^ment  varid    Mondes  (2)  XLV.  53-64. 

Der  Verfasser  macht  darauf  aufmerksam,  dass  der  Satz,  ein 
Körper  komme,  wenn  er  längs  einer  beliebigen  Curve  unter  dem 
Einfluss  der  Schwere  heruntergefallen,  stets  mit  derselben  Ge- 
schwindigkeit an,  wie  wenn  er  dieselbe  Höhe  frei  herunter- 
gefallen sei,  absolut  nur  fQr  die  gerade  Linie  Geltung  habe. 

0. 


Ch.  Hermite.      Sur    le    pendule.      Extrait   d'une  lettre 

adress^e   k   M.    Gyld^n.     Borcbardt  J.  LXXXV.  246-249. 

Enthält  1)  den  Beweis,  dass  die  rechtwinkligen  Coordinaten 
eines  sphärischen  Pendels  sich  darstellen  lassen  als  Ableitungen 
regulärer  Functionen  der  Zeit,  2)  die  Mittheilung  der  Ausdrücke 
fQr  die  Ableitungen  der  Functionen  sin  am  o;,  cos  am  o;,  Jsimx  and 
Z(x)  nach  dem  Modulus  k.  B. 


Grüey.     Sur  un  nouveau  pendule  gyroscopique. 

0.  R.  LXXXVII.  526.529. 

Beschreibung  des  Apparates  und  Mittbeilung  von  Versiieheii, 
die  der  Verfasser  mit  demselben  angestellt  hatte.  Die  Note  ist 
mehr  physikalisch  interessant.  0. 
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F.  SiACCi.     II  pendolo  di  Leone  Foucault  e  la  resistenza 

deir  aria.     Atti  di  ToHno  XIIL  695-716. 

Id  der  EiDleitang  bespricht  der  Verfasser  die  Arbeiten  von 
Mossotti  und  St  Robert  als  die  einzigen  ihm  bekannten  über 
das  Foucault'sche  Pendel  im  lufterf&IIten  Räume,  wobei  ihm 
a.  A.  die  Arbeiten  von  Clausen  (Bull,  de  St  Pötersb.  1852)  und 
Hansen  (Pogg.  Ann.  XCII.)  entgangen  sind.  Unter  der  Voraus- 
setzung, dass  die  Elongation  des  Pendels  unendlich  klein  und 
der  Luftwiderstand  der  Geschwindigkeit  proportional  ist,  reduciren 
sich  die  Bewegungsgleichungen  auf  ein  System  von  zwei  linearen 
Differentialgleichungen  mit  constanten  Coefficienten,  dessen  toU- 
ständige  Integration  sich  ohne  Schwierigkeit  ausführen  lässt  Die 
Abhandlung  enthält  der  Hauptsache  nach  eine  sehr  eingebende 
Discussion  der  Trajectorie,  welche  sich  aus  der  gefundenen  Lö- 
sung ergiebt  Von  den  Resultaten  soll  hier  als  hauptsächlichstes 
nur  Folgendes  hervorgehoben  werden:  Das  Pendel  oder  genauer 
seine  Horizontalprojection  beschreibt  eine  logarithmische  Spirale 
um  einen  Punkt,  der  seinerseits  eine  congruente  Spirale  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  beschreibt  Die  Geschwindigkeiten  auf 
den  beiden  Spiralen  sind  den  RadieuTectoren  proportional;  die 
Winkelgeschwindigkeiten  sind  constant  und  ihr  arithmetisches 
Mittel  entgegengesetzt  gleich  der  Componente  der  Erdrotation, 
genommen  nach  der  Richtung  der  Verticalen.  B. 


A.  CoRNü  et  J.  B.  Baillb.  ^tude  de  la  r^sistance  de 
Tair  dans  la  ballance  de  torsion.  c.  R.  Lxxxvr.  571-575. 
Bei  Gelegenheit  einer  experimentellen  Untersuchung  haben 
die  Verfasser  gefunden,  dass  bei  den  Schwingungen  der  Torsions- 
wage der  Widerstand,  den  die  Luft  auf  den  Hebelarm  ausübt, 
nicht  Temachlässigt  werden  darf.  Dieser  Widerstand  ist  der 
ersten  Potenz  der  Winkelgeschwindigkeit  des  Hebelarms  pro- 
portional, wie  sich  daraus  ergiebt,  dass  die  Beobachtungen  dar- 
gestellt werden  durch  die  Lösung  der  Differentialgleichung 
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A.  l^/ORNü  et  J.  B.  Baille.  Influence  des  termes  pro- 
portioDnels  au  carr^  des  ^carts,  dans  le  mouvement 
oscillatoire   de  la  balance   de  torsion.     c.  r.  lxxxvi. 

100M004. 

Das  Horizontalpendel  mit  Torsion  ist  während  seiner  OsciUa- 
tionen  einem  System  von  Kräften  unterworfen,  dessen  Moment 
eine  Function  g>(w^-\-w)  ist,  die  mit  Hälfe  der  Taylor'schen 
Formel  nach  den  steigenden  Potenzen  des  Winkels  Wy  den  der 
Hebelarm  zar  Zeit  I  mit  seiner  Gleichgewichtslage  w^  macht,  ent- 
wickelbar ist  Sind  diese  Oscillationen  unendlich  klein,  so  kann 
man  in  der  Entwickelung  die  höheren  Potenzen  als  die  dritte 
vernachlässigen  und  die  Bewegungsgleichung  reducirt  sich  auf 
eine  lineare  Gleichung  mit  constanten  CoefGcienten,  die  die  Ver- 
fasser früher  (cf.  das  vorige  Referat)  untersucht  haben.  Praktisch 
aber  kann  man  diese  Oscillationen  nicht  beobachten,  sondern 
man  muss  Amplituden  von  einer  gewissen  Grösse  adoptiren.  Es 
ist  daher  von  Wichtigkeit  zu  untersuchen,  unter  welchen  Bedin- 
gungen die  Oscillationen  klein  genug  sind,  damit  das  Gesetz  der 
Bewegung  nur  von  der  ersten  Potenz  des  Ausschlags  abhängt 
Wäre  die  Function  q>  genügend  bestimmt,  so  könnte  man  bei  ge- 
gebener Näherung  im  Voraus  die  Grenze  der  Amplituden  der 
Oscillationen  bestimmen;  im  Allgemeinen  aber  macht  das  Ein- 
treten zufälliger  Störungen,  die  nach  unbekannten  Ctesetzen  wirken, 
die  angenäherte  Kenntniss  dieser  Function  illusorisch  and  hin- 
dert die  Grenze  dieser  Amplitude  a  priori  zu  bestimmen.  Die  Ver- 
fasser zeigen  nun,  wie  die  Beobachtung  selbst  die  Existenz  der 
Störung  zeigt  und  das  Mass  ihrer  Wirkung  giebt  Die  Verfasser 
haben  die  theoretisch  gewonnenen  Resultate  an  Jhrem  zur  Be- 
stimmung der  Dichtigkeit  der  Erde  construirten  Apparate  prüfen 
können.  O. 


A.  Terqüem.     Sur  les  courbes  dues  k  la  coexistence  de 
deux  mouvements  vibratoires  perpendiculaires. 

ADD.  de  l'Äc.  N.  (2)  VII.  349-375. 

Die  Curven,  mit  denen  sich  die  vorliegende  Arbeit  beschäf- 
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tigt,  lassen  sich,  wenn  l  die  Zeit  und  d  den  Phasenunterscbied 
der  beiden  rechtwinklig  gegen  einander  sich  vollziehenden  Schwin- 
gungen bedeutet,  in  der  Form  darstellen 

X  =  aco827vm(<-f  ^);  »  =  bGos2nnt. 
Fasst  man  die  erste  Bewegung  als  die  Projection  der  Bewegung 
eines  Molekttls  auf,  welches  sich  gleichförmig  auf  einem  Kreise 
bewegt,  und  bezeichnet  den  in  der  Zeit  t  durchlaufenen  Bogen 
mit  y,  so  kann  man,  wenn  man  die  s-Axe  im  Hittelpunkt  dieses 
Kreises  senkrecht  denkt,  die  wirklich  stattfindende  Bewegung  des 
Moleküls  als  die  Projection  einer  Gurve  auffassen,  welche  auf 
einem  Kreiscy linder  verzeichnet  ist,  dessen  Basis  den  Radius  a 
hat.    Die  Gleichung  dieser  Curve  ist 

2  =  b.Qos2n  — ^7 — ; 

m.2na 

sie  enthält  den  Phasenunterschied  d  nicht  mehr.  Die  den  ver- 
schiedenen Phasenunterschieden  entsprechenden  Bahnen  erhält 
man  aber,  wenn  man  jene  cylindrische  Curve  auf  die  verschie- 
denen Diametralebenen  des  Cylinders  projicirt  Bei  m  Umläufen 
um  den  Cylinder  wiederholen  sich  n  Curventheile  periodisch;  ein 
solcher  Curventheil  umfasst  demnach,  längs  dem  Bogen  gemessen, 

ntl 

die  Strecke  —    Nach  diesen  m  Umläufen   ist   das   Molekül  in 

n 

seine  Anfangslage  zurückgekehrt,  und  der  ganze  Bewegungsvor- 
gang wiederholt  sich  in  derselben  Form.  Ist  /  der  Kreisumfang, 
längs  dessen  die  Grössen  y  gemessen  werden,  so  kann  man  den 
Curventheil  längs  des  ersten  Kreisumlaufs  darstellen  durch 


»,  =  6  cos  2n 


^y 


mr 

wo  y  von  0  bis  /  variirt  Ersetzt  man  y  durch  y-\'l  und  lässt 
y  zwischen  denselben  Grenzen  variiren,  so  erhält  man  einen 
zweiten  Curventheil  in  der  Form 

,.=6C«.2,(-S.  +  ^) 
und  so  fort  bis  zum  m^"  Umlauf,  der  sich  in 

Fortachr.  d.  Math.  X.  8.  4Q 
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darstellt  Die  eylindrisehe  Curye  Iftsst  sidi  also  ausdrtldLeii 
durch  die  Gleiehang 

(»~»i)(«-*t)(*-».)—(»-»«0  =  0, 

wo  in  2p  «2,  ««•••^  die  Werthe  y  von  0  bis  I  yarüren.  Aendert 
sich  jf  darQber  hinaus,  so  Tertauschen  sich  nur  die  Indiees  in  den 
iBp  2^,  2, . . .  Sai.  Hiermit  ist  die  Grundlage  Ar  die  folgende  Special- 
untersuchung der  Lissajous'schen  Figuren  gegeben.  Sie  gebt  aus 
von  den  Eigenschaften  der  cylindrischen  Gunren,  wendet  sich 
^Mi^nn  zu  den  durch  Projection  auf  die  Diametralebenen  erhal- 
tenen ebenen  Curven  und  giebt  zum  Schluss  die  Beschreibung 
einer  Vorrichtung,  wie  man  die  Folgerungen  der  Theorie  experi* 
meutell  veranschaulichen  kann.  Sehn. 


juazione    della  linea  geod< 

327-341. 


J.  BoussiNESQ.  Theorie  des  tnouvements  quasi- circu- 
laires  d'un  point  pesant  sur  une  sorface  de  r^volu- 
tion  creuse  k  axe  vertical.    C.  R.  LXXXVI.  969-962. 

Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  zwei  frühere  Arbeiten  des  Ver- 
fassers in  den  C.  R.  LXXXV.  p.  65  und  p.  539  (siehe  F.  d.  M.  IX. 
p.  637  und  648.  Auf  p.  637  ist  durch  ein  Versehen  auf  Zeile  9 
die  Arbeit  Herrn  J.  Bertrand  statt  Herrn  J.  Boussinesq  zuge- 
schrieben. Auf  p.  648  SiCile  3  von  oben  verbessere  man  die 
Bandzahl  LXXXIV.  in  LXXXV.)  Der  Verfasser  wendet  dieselbe 
Methode  an  auf  analoge  Bewegungen  eines  schweren  Punktes, 
der  sich  auf  einer  Rotationsfläche  mit  verticaler  Axe  bewegt  Er 
gelangt  schliesslich  zu  folgendem  Resultat:  „Es  giebt  keine 
Rotationsfläche,  auf  welcher  ein  beweglicher  schwerer  Punkt  all- 
gemein geschlossene  Bahnen  beschreibt  oder  constante  Zeit  zur 
Vollendung  einer  Oscillation  braucht  Nur  das  Ellipsoid  mit  der 
Abplattung  (  hat  die  erste  Eigenschaft  Ar  sehr  kleine  Osoilla- 
tionen  und  f&r  die,  die  quasi-circular  sind,  während  die  Ober- 
'che  mit  cycloidalem  Meridian  die  zweite  Eigenschaft  flir  die 
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ebenfalls  sehr  kleinen  Oscillationen  hat  und  für  die,  welche  längs 
eines  Meridians  erfolgen.  0. 


L.  Nkümann.     Die  Bewegung  eines  materiellen  Punktes 
auf  der  Oberfläche  einer  nicht  homogenen  Kugel. 

Dias.  Freibarg  i.  Br. 

Die  Arbeit  zerfällt  in  zwei  Theile.  Der  erste  Theil  enthält 
die  Ableitung  des  Potentials  einer  Kugeln  deren  Dichte  nach 
einem  bestimmten  Gesetz  variirt  Im  ersten  Paragraphen  dieses 
Theils  wird  auf  Grund  der  Dissertation  von  H.  Züge,  Halle  a.  S. 
1875,  welche  das  Potential  des  homogenen  EUipsoids  von  den 
Kreisschnitten  desselben  ausgehend  entwickelte,  das  Potential  einer 
homogenen  Kugel  in  Anschluss  an  das  von  Heine  entwickelte 
Kreispotential  specialisirt  Im  zweiten  Paragraphen  wird  diese 
Entwickelung  erweitert  auf  eine  Kugel,  deren  Dichtigkeit  sich  in 
parallelen  Schichten  ändert  und  zwar  wird  als  Aenderungsgesetz 
angenommen,  dass  sich  die  Dichte  ändert  proportional  dem 
Quadrat  des  Cosinus  der  geographischen  Breite,  resp.  propor- 
tional dem  Flächeninhalte  der  zur  Aequatorebene  parallelen 
Kreisschnitte.  E^  ergiebt  sich  dabei  fQr  einen  Punkt  der 
Oberfläche: 

Der  zweite  Theil  enthält  dann  die  Aufstellung  und  Discussion 
der  Bewegungsgleichungen  eines  materiellen  Punktes,  der  sich 
auf  der  Kugeloberfläche  unter  Einfluss  des  im  ersten  Theil  abge- 
leiteten Potentials  bewegt.  Im  §  3  werden  zunächst  die  Glei- 
chungen aufgestellt,  welche  die  Zeit,  die  der  Punkt  zur  Zurttck- 
legung  eines  bestimmten  Weges  auf  der  Kugel  braucht,  und  seine 
geographische  Länge  als  Functionen  der  geographischen  Breite 
geben.  Die  dafür  gefundenen  Ausdrücke  enthalten  im  Nenner 
unter  dem  Wurzelzeichen  Ausdrücke  zweiten  Grades.  Der  Unter- 
suchung dieser  Ausdrücke  ist  §  4  gewidmet.  Im  folgenden  Para- 
graphen werden  dann  eine  Reibe  von  Formeln  abgeleitet.  §  6 
enthält  die  Discussion  der  Bewegung.    Die  periodische  Bewegung 

40* 
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findet  statt  zwischen  zwei  gleich  weit  vom  Aeqoator  entfernten 
Parallelkreisen,  die  durch  die  Bahn  berührt  werden,  während  die 
dazwischen  liegenden  entsprechenden  Parallelkreise  auf  beiden 
Seiten  des  Aeqnators  immer  mit  gleicher  Geschwindigkeit  passirt 
werden.  §  7  enthält  die  Ableitung  der  Länge  der  Bahn,  wäh- 
rend der  Schlnssparagraph  acht  specielle  Fälle  behandelt 

0. 


E.  Voss.      Bewegung  eines  schweren  Punktes  auf  der 
Fläche  eines    geraden   Kegels   und    eines    Rotations- 

paraboloids.    Pr.  Schwerin. 

Analytische  Behandlung  des  Problems  ohne  Berücksichtigung 
der  Beibung  und  des  Widerstandes  des  Mittels,  in  dem  die  Be- 
w^ung  vor  sich  geht  O. 


F.  PuRSBR.     On   the  oecurrence   of  eqaal   roots   in  La- 
grange's  determinäntal  equation  of  small  oscillations. 

Bep.  Brit.  Abs.  1878. 

Die  Arbeit  enthält  einen  elementaren  Beweis  des  wichtigen 
Satzes,  dass  die  Existenz  gleicher  Wurzeln  in  Lagrange's  Deter- 
minanten-Gleichung kleiner  Oscillationen  die  Stabilität  nicht  zu 
afficiren  braucht,  dass  dies  aber  die  Anzahl  Tcrschiedener  perio- 
discher Vibrationen  Tcrringert,  ohne  indess  die  periodische 
Formel-Lösung  oder  die  Zahl  verschiedener  Integrale  zu  beein- 
flussen. 

Es  wird  ferner  bewiesen,  dass  ein  ähnlicher  Scbluss  gilt  f&r 
ein  gewisses  System  von  Differentialgleichungen  ersten  Grades, 
die  ebenfalls  eine  Verwendung  in  der  Physik  finden. 

Csy.  (O.) 


E.  J.  RouTH.     Stability   of  motion.    Prof.  of  a  s.  VictorU 

1878. 
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A.  GiESEN.  Oscillatorische  Bewegung  eines  verlänger- 
ten Rotationsellipsoids  infolge  der  Anziehung  eines 
weit  entfernten  Punktes.   Schiömiich  z.  xxin.  380-401. 

Ein  yerlängertes  Rotationsellipsoid  von  constanter  Dichtigkeit 
wird  von  einem  äusseren  Punkte  angezogen.  Es  resultiren  dar- 
aus eine  (im  Centrum  angreifende)  Kraft  und  ein  Kräftepaar, 
welches  letztere  in  der  durch  den  anziehenden  Punkt  und  die 
Axe  des  Ellipsoids  gelegten  Ebene  liegt.  Für  die  Werthe  der 
Kraft  und  des  Kräftepaars  werden  Näherangsausdrttcke  berechnet 
unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Entfernung  R  des  äusseren 
Punktes  vom  Mittelpunkte  gegen  die  Coordinaten  x,  y,  2  eines 
Ellipsoidpunktes  so  gross  ist,  dass  schon  die  zweiten  Potenzen 

von  -^-  etc.  vernachlässigt  werden  können.    Da   die  Axe   des 
ü 

Kräftepaares  zugleich  eine  Hauptträgheitsaxe  des  Ellipsoids  ist, 

so  dreht  sich  das   Ellipsoid  um  diese  Linie  wie  um  eine  feste 

Axe.    Die  Differentialgleichung  fttr  diese  Bewegung  ist  (bei  der 

hier  angewandten  Näherung) 

-ä^  =  -  fl/(c»+a«)  ^'°^""«^> 
wobei  ^  der  Winkel  ist,  den  die  Linie  R  mit  der  ungleichen 
Axe  des  Ellipsoids  bildet,  c  und  a  die  Axen  des  Ellipsoids,  /u 
die  Hasse  des  angezogenen  Punktes,  f  die  Constante  der  An- 
ziehung. Das  Integral  der  obigen  Gleichung,  das,  wie  man  er- 
kennt, auf  elliptische  Functionen  ftlhrt,  wird  genauer  discutirt, 
ohne  dass  sich  besonders  bemerkenswerthe  Resultate  ergeben. 
Uebrigens  lehrt  die  Gleichung,  dass  die  Bewegung  von  der  Dich- 
tigkeit des  Ellipsoids  unabhängig,  ferner  fQr  alle  ähnlichen 
Ellipsoide  dieselbe  ist.  Man  kann  die  Bewegung  des  Ellipsoids 
ersetzen  durch  die  eines  Systems  von  vier  Massenpunkten. 

Zum  Schluss  wird  der  Fall  behandelt,  dass  der  anziehende 
Punkt  selbst  gegebene  kleine  Oscillationen  ausführt.  Die  Be- 
handlung dieses  Problems  wird  aber  nur  unter  der  weiteren  Vor- 
aussetzung durchgeführt,  dass  die  Aenderungen  von  &  sehr  klein 
sind,  also  ^  an  Stelle  von  sin^  tritt.  Wn. 
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Despkyroüs.     Mouvement  g^n^ral  d'un  corps  solide. 

M6m.  de  Toni.  (7)  IX.  401-412. 


A.  Steen.    Et  mekanisk  Problem  reduceret  til  Kvadratur, 

Zeatheo  Tidssk.  (4)  IL  188-192. 

Die  Euler*8chen  Gleicbangen  ftlr  die  Bewegung  eines  Kör- 
pers, welcher  sich  ohne  Einwirkung  von  accelerirenden  Kräften 
um  einen  festen  Punkt  dreht,  lassen  sich  auf  Quadraturen  reduciren. 
Im  Allgemeinen  werden  das  Quadrat  der  Winkelgeschwindigkeit 
und  ihre  Componenten  elliptische  Functionen  der  Zeit  Wenn 
zwei  der  Trägheitsmomente  einander  gleich  sind,  reichen  trigono- 
metrische Functionen  zur  Lösung  aus.  6m. 


J.  LouDON.     Euler's  equations  of  motioD.   Am.j.  i.  387-388. 
Bestimmung  der  Veränderungen  der  Rotationen  eines  Kör- 
pers in  der  Zeiteinheit  0. 


R.  Hoppe.  Bewegung  zweier  durch  einen  elastischen 
Faden  verbundener  materieller  Punkte  ohne  Einwir- 
kung äusserer  Kräfte«    Granert  Arch.  LXIL  390-404. 

Zwei  Punkte  (x^y^z^),  (^,y,i5«)  mit  den  Blassen  m,,  m,  sind 
durch  einen  nicht  materiellen  Faden  verbunden,  welcher  bei  einem 
Abstand  >L  eine  Zugkraft  q  übt,  während  bei  einem  Abstand 
^L  dieselbe  Null  ist  Ist  dann  L'  der  momentane  Abstand,  so 
sind  die  Bewegungsgleicbungen 

d*X^  a?,  —  35,  d'o?,  «I  —  i«?«  r 

«»1-5^=9—77—,    i»,-^=«--^^T-^u.8.f., 

wobei  der  Schwerpunkt  des  Systems  zur  Zeit  f  =  0  zum  festen 
Anfangspunkt  genommen  wird.  Diese  Gleichungen  lassen  sich, 
indem  man  die  relativen  Coordinaten  xy»  von  m^  in  Bezug  auf  den 
actuellen  Schwerpunkt  zum  Anfangspunkt  nimmt,  fähren  auf 

d*x  mqx      . 

dt  m^U 

wo  m=^m^'\-m^.    Sind  die  Componenten  der  wirkenden   Kraft 
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proportional  x,  y, «,  so  geht  die  Bewegung  in  einer  Ebene  unver- 
änderlicher Stellung^  in  welcher  der  momentane  Schwerpunkt 
liegt,  vor  sich.  Wählt  man  diese  zur  o^- Ebene,  so  fällt  die 
Gleichung  in  «  weg.  Der  Verfasser  ermittelt  nun  die  Bestand- 
theile,  aus  denen  die  Bewegung  zusammengesetzt  ist.  Sie  ergiebt 
sich  als  periodisch.  Es  sei  £  der  Elasticitätscoefficient  des 
Fadens,  so  dass 

Um  den  Schwerpunkt  S  in  der  Ebene  der  relativen  Bewegung 
denke  man  mit  /  einen  Kreis  beschrieben.  Die  Bewegung  be- 
ginne von  einem  beliebigen  innem  Punkt  0  in  der  beliebigen 
Richtung  OB.  Auf  OB  fälle  man  das  Loth  Sil  und  verlege  den 
Anfang  der  Bewegung  nach  A,  nehme  SA  zur  o^Axe  und  lasse 
die  Amplituden  e  da  beginnen.  Dann  verfolgt  der  materielle 
Punkt  P  mit  der  constanten  Geschwindigkeit  l  die  halbe  Sehne 
AB  von  der  Zeit  <  =  T  bis  I  =  T+d,  während  o  von  0  bis  a 
wachse.  Ueber  B  hinaus  beschreibt  P  eine  transcendente  Curve 
BEB'y  symmetrisch  zum  grössten  Radiusvector  S£,  ausserhalb 
des  Kreises.  In  ff  erreicht  er  den  Kreis  und  geht  mit  seiner 
Endgeschwindigkeit  X  auf  der  Sehne  £'B, ,  symmetrisch  zu  BA, 
weiter^  in  deren  Mitte  A^  die  Periode  schliesst,  so  dass  die  Stücke 
ABEB'A^y  A^B,E,B\A^j  A^B^E^B\A^  etc.  congruent  sind  und 
mit  gleichen  Geschwindigkeiten  durchlaufen  werden.  Es  werden 
dann  die  Werthe  der  Variabein  in  den  Hauptpunkten  übersicht- 
lich in  einer  Tabelle  zusammengestellt  und  ferner  der  geradlinige 
und  krummlinige  Theil  der  Bewegung  einzeln  befrachtet.  Zum 
Schluss  werden  endlich  noch  2  Fälle  betrachtet,  die  durch  die  bei 
den  obigen  Untersuchungen  gemachten  Voraussetzungen  ausge- 
schlossen waren.  0. 


R.  Hoppe.    Bewegung  eines  an  einem  Faden  hängenden 

Stabes.    Gnioert  Arch.  LXII.  296-309. 

Ein  Faden,  d.  i.  eine  gewichtlose  undehnbare  Gerade,  sei 
im  einen  Endpunkt  fest  und  trage  am  andern  einen  Stab,  d.  i. 
eine  starre  Gerade  mit  beliebig  vertheilter  Masse.    Der  Befesti- 
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guDgspunkt  am  Stabe  sei  beliebig,  nur  soll  er  nieht  dessen 
Schwerpunkt  sein.  Auf  den  Stab  wirkt  allein  die  Schwere.  In 
§  1  stellt  der  Verfasser  die  Bewegungsgleichungen  auf.  Zwei 
Integrale  derselben  sind  bekannt,  die  Gleichung  der  constanten 
Flächengeschwindigkeitsprojection  und  die  Gleichung  der  leben- 
digen Kraft,  aus  welcher  letztere  sich  die  4  unabhängigen  Diffe- 
rentialgleichungen zweiter  Ordnung  durch  partielle  Diefferentia- 
tion  ableiten  lassen.  Der  Verfasser  untersucht  dann  im  §  2, 
unter  welchen  Bedingungen  eine  permanente  Rotation  stattfindet, 
indem  er  die  Frage,  wann  der  Stab  oder  seine  Verticale  beständig 
durch  die  Verticale  gehen,  fallen  gelassen  hat.  Eine  permanente 
Botation  kann  nur  in  einer  Rotation  der  beständig  verticalen 
Ebene  zwischen  Faden  und  Stab  mit  constanter  Geschwindigkeit 
bestehen.  Es  ergeben  sich  dabei  2  Fälle,  die  vom  Verfa^^r  be- 
sprochen werden.  Im  dritten  Paragraphen  wird  die  Bedingung 
fttr  die  Stabilität  der  yerticalen  Lage  aufgestellt.  Die  Erschei- 
nungen der  Erfahrung  werden,  wie  der  Verfasser  bemerkt,  durch 
die  Theorie  nicht  nach  allen  Richtungen  erklärt.  O. 


L.  Henneberg,  lieber  die  uuendlich  kleinen  Schwin- 
gungen, welche  ein  Faden,  der  an  dem  einen  End- 
punkte befestigt  und  an  dem  anderen  durch  ein  Ge- 
wicht belastet  ist,  unter  dem  Einfluss  der  Schwere  und 
einer  anfanglichen  Gleichgewichtsstörung  ausfuhrt. 

BrioBchi  Add.  (2)  IX.  58-67. 

Bezeichnet  man  mit  s  die  Bogenlänge,  mit  x  die  Masse  der 
Längeneinheit  und  mit  l  die  Spannung  eines  biegsamen,  unelasti- 
schen Fadens,  auf  welchen  nur  in  der  Richtung  der  js-Axe  die 
Schwere  wirkt,  so  ist  die  Bewegung  desselben  ausgedruckt  durch 
die  Gleichungen: 

a-^ds-d(x^)  =  ayds. 
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Dazu  treten,  wenn  der  eine  Endpunkt  «  =  0  befestigt,  der  andere 
s=z  l  dureb  ein  Gewiebt  von  der  Masse  m  belastet  ist,  die  Grenz- 
bedingungen : 

Der  Verfasser  bebandelt  die  Integration  dieser  Gleichungen 
unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Faden  sich  nur  wenig  aus  der 

Gleichgewichtslage  entfernt,  dass  also  -^— ,  -^  unendlich  kleine 

Grössen  erster  Ordnung  sind,  unter  Beschränkung  auf  diese. 
In  der  weiteren  Untersuchung  werden  die  verticalen  Schwingun- 
gen nicht  weiter  berttcksichtigt,  und  beschränkt  sich  der  Verfasser 
auf  die  horizontalen  unendlich  kleinen  Schwingungen,  wobei  es 
auf  die  Integration  der  partiellen  Differentialgleichung 

hinauskommt  unter  der  Grenzbedingung  ti  =  0  fttr  s  =  0  und 

d^u  du        .     -.  , 

■9?-+*är  =  ^  "^'*  =  '- 

Diese  Integration  wird  nun  im  §  2  der  Arbeit  mit  Hülfe  BesseV- 
scher  Functionen  erreicht,  und  dann  zur  Bestimmung  der  Con- 
stanten geschritten.  §  3  und  4  enthalten  die  Behandlung  der 
Grenzfälle,  dass  einmal  kein  schwerer  Punkt  am  Ende  des  Fadens 
ist,  zweitens  die  Masse  des  Fadens  als  unendlich  klein  gegen 
die  Masse  m  des  schweren  Punktes  am  Ende  s  =  l  betrachtet 
werden  kann.  0. 


G.  A.    OSKAMP.      PrySVraag  «"  3.     Nieuw  Arch.  IV.  60-83. 

Beantwortung  der  Aufgabe:  An  einen  Punkt  der  runden 
Fläche  eines  festen  geraden  kreisförmigen  Cylinders  mit  horizon- 
taler Axe  ist  das  Ende  eines  ToUkommen  biegsamen  und  un- 
elastischen Fadens  von  bestimmter  Länge  gebunden;  während  das 
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andere  Ende  mit  einer  massiven  Kugel  von  gegebenem  Gewichte 
besehwert  ist  Wenn  jetzt  dieser  Faden  gespannt  ist  in  einer 
schiefen  Richtung,  welche  jedoch  in  einer  Ebene  senkrecht  zur 
Axe  des  Cylinders  gelegen  ist,  und  dann  dem  Mittelpunkte  der 
Kugel  eine  bestimmte  Geschwindigkeit,  senkrecht  zur  Richtung 
des  Fadens  und  in  der  genannten  Ebene,  mitgetheilt  vrird,  soll 
man  die  Bewegung  der  Kugel  untersuchen  und  auch  die  Span- 
nung des.  Fadens  in  jedem  Momente  der  Bewegung  bestimmen. 

6. 


H.  W.  L.  Russell.     On  the  occurrence  of  the  higher 
transcendents  in  certain  mechanical  problems. 

Messenger  (2)  VIL  136-139;  VIU.  8-11. 

Fortsetzung  der  Arbeit  Messenger (2)  VII.  18—21.  s.  F. d.M. 
IX.  p.  364.  Glr.  (0.) 

N.  JoüKovsKT.     Sur  la  percussiou  des  corps. 

Liouville  J.  (3)  IV.  417-424. 

Poinsot  bat  in  seinen  Arbeiten  (Liouville  J.  1857  und  1859) 
gezeigt,  dass  sich  das  Problem  der  Percussiou  eines  Körpers  und 
eines  materiellen  Punktes  ohne  Elasticität  in  speciellen  Fällen 
auf  die  Percussiou  zweier  Punkte  znrttckf&hren  lässt  Die  von 
ihm  behandelten  Fälle  sind  die,  wo  die  Stossrichtung  in  der 
Ebene  der  beiden  Hauptträgheitsaxen  des  Körpers  in  Bezug  auf 
seinen  Schwerpunkt  liegt,  und  wo  die  Richtung  senkrecht  zu  dieser 
Ebene  ist.  Der  Verfasser  zeigt  in  der  vorliegenden  Notiz,  dass 
es,  um  das  Problem  vom  Stoss  zweier  freier  Körper  zu  behan- 
deln, genügt,  in  den  Punkten  des  Zusammenstosses  sich  gewisse 
Massen,  die  er  masses  ramerUes  nennt,  concentrirt  zu  denken 
und  dann  den  Stoss  wie  den  zweier  Massenpunkte  zu  behandeln. 
Letztere  Aufgabe  behandelt  er  zu  Anfang  der  Notiz.         O. 


Philipps.     Note  sur  un  nouveau  spiral  r^glant  plat  des 
chronom^tres  et  des  iiiontres.    C  R.  Lxxxvi.  26-31. 
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Der  Verfasser  bestimmt  zunächst  auf  analytischem  Wege  den 
Schwerpunkt  der  Archimedischen  Spirale  von  gegebener  Länge  mit 
einer  Annäherung,  welche  den  Forderungen  der  Praxis  entspricht 
Diese  Archimedische  Spirale  muss  bei  der  hier  besprochenen 
Methode  durch  zwei  Endcurven  befestigt  werden,  welche  sich  den 
beiden  Enden  der  Spirale  tangential  anschliessen.  Der  Isochro- 
nismus fordert  dann  eine  solche  Bestimmung  dieser  beiden  Cunren, 
dass  der  Schwerpunkt  der  Spirale  immer  auf  der  Axe  des 
Balanciers  liegt.  Der  Bestimmung  dieser  Curven  mit  einer  den 
Forderungen  der  Praxis  entsprechenden  Genauigkeit  ist  die  wei- 
tere Arbeit  gewidmet.  0. 


H.  Kesal.     Note   sur  le   r^gulateur  k  boules   de  Mr. 

Andrade.     Add.  des  Mines  (7)  XIV.  325-326. 

Beschreibung  des  Apparats  und  kurze  theoretische  Herleitung 
seiner  Wirkung.  0. 


G.  Marre.     Etüde  compar^e  des  r^gulateurs  de  vitesse, 
de  pressions,  de  temp^rature  et  des  r^gulateurs  de  toutes 

SOrtes.     Aoo.  d.  Mines  (7)  XIV.  450-M6. 

Die  Arbeit  enthält  eine  eingehende  kritische  Untersuchung 
der  verschiedenen  Regulatorensysteme,  die  zu  dem  Resultate 
f&hrty  dass,  alle  Vortheile  und  Nachtheile  abgewogen,  der  Watt'sche 
Regulator  der  empfehlenswertheste  sei.  Die  Arbeit  hat  mehr 
technisches,  als  mathematisches  Interesse.  0. 


F.  VAN  Rtssblberghe.  D^scription  d^uu  r^gulateur 
parabolique,  rigoureusement  isochrone  et  dont  on  peot 
faire  varier  la  vitesse  de  regime.  Bull,  de  Belg.  (2)  XLVI. 

883-892. 

F.  Folie.     Rapport  sur  ce  memoire.  Bali,  de  Belg.  (2)  XLVi. 

878-879. 

Das  Princip  des  Apparates  ist   sehr  einfach.    Geometrisch 
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ist  der  boebronismag  YonkommeiL    Vom  mediaiincfaen  Cresiehts- 
pnokt  ans  ist  der  Apparat  aber  m  eompücirt 

Mn.  (O.) 

M.  DE  Brettes.      Formales   relatives  an  percement  des 
plaqaes  de  blindage  en  fer.  C.  B.  LXXXVIL  549-651. 

Der  Verfasser  batte  im  Jabre  1870  Formeln  aufgestellt  über 
das  Eindringen  von  Oescbossen  in  PanserwiUide  (siebe  F.  d.  M. 
n.  p.  718).  In  der  vorliegenden  Note  werden  diese  Formeln  aut 
Grundlage  der  seitdem  gemacbten  Versnebe ,  namentlieb  derer 
in  Spezzia,  modificirt  O. 

Tresca.      Emboutissage    cylindrique   d'uu   disque  circu- 
laire.    c.  R.  Lxxxvn.  369. 

Verfasser  war  auf  der  Ausstellung  auf  die  Umformung  von 
Kreisscbeiben  in  Cylinder  aufmerksam  geworden  und  bebandelt 
diese  Umformung  unter  der  Voraussetzung,  dass  der  Inbalt  der 
einzelnen  Fläebenelemente  unverändert  bleibt,  und  dass  jede 
Cylinderseite  aus  einem  Radiusstück  gebildet  wird.  Er  berechnet 
die  Gleicbung  der  Curven,  welcbe  aus  einer  ursprünglich  geraden 
Linie  entstehen  und  findet ,  dass  dieselben  auf  dem  vorgelegten 
Probestück  wirklich  aus  eingegrabenen  Linien  entstehen,  wo- 
durch die  Theorie  also  bestätigt  wird.  Verfasser  behält  sich  vor 
diese  Thatsache  später  unter  einem  allgemeinen  Gesichtspunkte 
zu  betrachten.  Bn. 


E.  Terssen.      Memoire    sur    la    r^istauce    des    canons 

frett^S.    Mdm.  de  Liege.  (2)  VI. 

Mn. 


J.    E.    HeNDRICKS.      Note.     Analyst  V.  49-50. 

Bemerkungen  über  die  Frage:  „Was  ist  am  wirksamsten; 
wenn  ein  Bruch  angebracht  wird  an  der  Spitze  oder  an  der 
Seite  eines  Wagenrades  in  Bewegung?"  Glr.  (0.) 
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Weitere  Lehrsätze  und  Aufgaben  aus  der  Dynamik  fester 
Körper  von  G.  S.  Carr,  R.  E.  Rilbt,  E.  W.  Symons, 
TowNSEND,  J.  R.  White,  R.  F.  Davis,  H.  Pollexfen, 

C.    ßiCKERDlKE,    J.  L.    KiTCHIN,     J.  O.  JeLLY,    R.    RaW- 

soN,  G.  ToRELLi,  E.  B.  Elliott,  W.  J.  C.  Sharpe, 

MiNCHIN   finden   sich   Educ.  Times  XXIX.  87-88,  91-92,  108-109; 
XXX.  81,  72-74,  100-101,  105-106.  0. 


B.    Hydrodynamik. 

J.  J.  Müller.      Einleitung  in  die  Hydrodynamik.     Be- 
arbeitet und  herausgegeben  von  L.  Henneberg. 

Wolf  Z.  XXm.  129-159,  242-265. 

Der  vorliegende  Aufsatz  sollte  nach  dem  Plane  des  ver- 
storbenen Verfassers  das  erste  Capitel  zn  einem  Lehrbnehe  der 
Hydrodynamik  bilden.  Da  sich  jedoch  in  den  hinterlassenen 
Papieren  über  die  Fortsetzung  nur  ein  kur/es  Programm  vor- 
gefunden hat,  so  hat  der  Herausgeber  sich  entschlossen,  dieses 
erste  Capitel  für  sich  zu  veröffentlichen.  Dasselbe  behandelt  die 
Kinematik  und  namentlich  die  Theorie  der  Wirbelbewegungen 
incompressibler  Flüssigkeiten.  Der  Verfasser  beginnt  mit  der 
Betrachtung  eines  Flüssigkeitselements.  Durch  die  Bewegung 
desselben  erhalten  die  kleinen  Theile  höherer  Ordnung  neue 
Coordinaten,  welche  lineare  Functionen  der  allgemeinsten  Form 
von  den  ursprünglichen  sind.  Auf  bekannte  Weise  wird  dann 
gezeigt,  wie  man,  falls  diese  Functionen  gegeben  sind,  die  Aende- 
rungen  der  Coordinaten  zerlegt  in  eine  Verschiebung  des  ganzen 
Elements,  eine  Drehung,  endlich  eine  Ausdehnung  desselben. 
Führt  man  noch  die  Bedingung  ein,  dass  die  Flüssigkeit  incom- 
pressibel  ist,  dass  daher  die  räumliche  Dilatation  verschwindet, 
so  kann  man  nicht  nur  die  Componenten  der  Rotationsgeschwin- 
digkeit durch  die  der  Translationsgeschwindigkeit,  sondern  mit 
Hülfe  der  Potentialtheorie  (deren  Hauptsätze  kurz  abgeleitet 
werden)   auch    umgekehrt   die  letzteren  durch  die  ersteren  aus- 


r 
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drflekeiL  Ans  dieflem  Zusamiiieiibaiig  erkennt  mnn  sofort^  da» 
die  Abwesenheit  von  Botattonen  gldchbed^itend  damit  ist,  da» 
die  Translationageadiwindigkeiten  ein  Geachwindigkeitqiotential  9 
besitzen.  Analog  läast  sieb  zeigen,  dass,  sobald  nur  Rotationen 
vorkommen,  die  Oesebwindigkeitseomponenten  derselben  ein  Po- 
tential tff  besitzen,  das  der  Gleiehang  ^tp  =  0  genfigt  Es  werden 
dann  die  Stromlinien  und  Wirbellinien  als  Linien  definirt,  die 
ttberall  senkrecht  zn  den  Fläcben  9  =  const ,  resp.  tfß  =  const 
stehen,  also  mit  der  Biebtnng  der  Strömung  oder  der  Rotations- 
axe  zosammenfallen.  Daran  schliesst  sich  die  Definition  der 
Stromfäden  und  Wirbelfäden,  und  fbr  diese  ergeb^i  sich  dann 
die  bekannten  Sätze  durch  Anwendung  des  Green'sehen  Satzes 
auf  die  Functionen  g>  und  tfß. 

Es  folgt  endlich  die  Behandlung  des  FaUes,  in  dem  gleich- 
zeitig Rotationen  und  Translationen  vorhanden  sind,  und  hier 
schliesst  sich  die  Darstellung  wesentlich  an  die  von  Helmholtz 
und  Kirchhoff  an.  Sind  auch  die  Resultate  der  Arbeit  in  keiner 
Weise  neu,  so  ist  doch  die  Darstellung  klar  und  fibersicbtlich 
und  damit  wohl  geeignet,  in  die  Theorie  der  Wirbelbewegungen 
einzuftlhren.  Eigenthttmlich  ist  namentlich  die  Behandlung  des 
Falles,  wo  nur  Rotationen  vorhanden  sind,  also  die  Componenten 
der  Rotationsgeschwindigkeit  ein  Potential  besitzen. 

Wn. 


N.  J0UKOW8KY.  Kinematik  der  flüssigen  Körper.  Ca- 
pitel  IL:  Ueber  die  Strömungszustände  der  Flüssig- 
keiten. Capitel  III. :  Zusammensetzung  und  Zerlegung 
der  Strömungen.  Capitel  IV.:  Ueber  die  Beschleuni- 
gungen der  Punkte  der  Flüssigkeit.    Mosk.  Math.  Sammi 

X.  (Rossisch). 

Fortsetzung  der  in  den  F.  d.  M.  VIII.  p.  610  besprochenen 
Arbeit.  Diese  Arbeit  enthält  eine  ausftahrliche  Auseinander- 
setzung der  bis  jetzt  bekannten  geometrischen  Eigenschaften  der 
Bewegung  der  Flüssigkeiten.  Bw. 
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J.  PuRSBi.     On  the  applicability  of  Lagrange's  equations 
to  certain  problems  of  fluid  motion.    Rep.  Brit  Ass.  1878 

Csy. 

E.  J.  Nanson.     Note  on  hydrodynamics.  Messeoger  (2)  vii. 

182-185. 

In  der  Hydrodynamik  kennt  man  seit  Cauchy  die  Integral- 
gleichungen 

^^'^  q"   Q,   da^  g,    db+  Q,    de  '  ^^-^ 

ferner  sind  von  Stokee  und  Helmholtz  die  Gleichungen  auf- 
geetellt: 

Thomson  endlich  hat  gefunden,  dass  der  Werth  des  über  den 
Umfang  einer  geschlossenen  Curve,  welche  sich  mit  der  Flüssig- 
keit bewegt,  erstreckten  Integrals 

/  (udx  -|-  vdy  +  fodz) 

in  Bezug  auf  die  Zeit  constant  ist  Aus  diesem  Satze  folgt, 
wenn  der  Umfang  der  Curve  unendlich  klein  wird  und  A,  fi,  C 
die  Projectionen  der  Curvenfläche  auf  die  drei  Coordinatenebenen 
bezeichnen,  dass 

GII.)        AS  +  Bfi+(^=AJ,  +  B,ri,+  C,Co> 
oder,  was  dasselbe,  dass 

(IV.)         ^(^$  +  B,  +  CC)  =  0. 

In  einer  früheren  Arbeit  (Messenger  (2)  VII.  41-42,  vgl.  F. d.M. 
IX.  674)  hatte  nun  Lamb  die  Gleichungen  (IL)  aus  (IV.)  ab- 
geleitet und  umgekehrt.  Hier  zeigt  Herr  Nanson,  dass  ein  ganz 
analoger  Zusammenhang  zwischen  den  Gleichungen  (I.)  und  (III.) 
besteht    Also  (IV.)  ist  äquivalent  mit  (IL),  (III.)  mit  (I.) 

Glr.  (Wn.) 


640  ^-  Abschnitt    Meebanik. 

H.  Lamb.     On   the   conditions  for  steady  motion    of  a 

fluid.     Proc.  L.  M.  S.  IX.  91-92. 

Man  denke  sieb  in  einer  bewegten  Fl&ssigkeit  eine  Wirbel- 
linie nnd  alle  dnreh  die  verscbiedenen  Punkte  derselben  hindurcb- 
gehenden  Stromlinien.  Auf  der  von  diesen  Stromlinien  gebilde- 
ten Oberfläche  muss,  wenn  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  stationär 
sein  soll,  das  Product  qw  sin^.r  constant  sein.  Dabei  ist  q  die 
Geschwindigkeit  der  Flüssigkeit,  ^  der  Winkel  zwischen  einer 
Strom-  und  Wirbellinie,  r  die  Normale  zwischen  zwei  unendlich 
nahen  der  oben  definirten  Flächen,  w  die  Winkelgeschwindigkeit 
der  Flüssigkeit  Diese  Bedingung,  die  sich  als  Folgerung  eines 
bekannten  von  Helmholtz  herrührenden  Satzes  ergiebt,  nimmt  eine 
einfachere  Gestalt  an,  wenn  die  Bewegung  nur  von  zwei  Dirnen- 
sionen  abhängig  oder  um  eine  Axe  symmetrisch  ist  Wn. 


Clifford.  Note  on  vortex-motion .  Proc.  L  M.  8.  ix.  26-27. 
Das  Problem  der  Wirbelbewegung  kann,  etwas  verallgemei- 
nert, so  ausgesprochen  werden:  Gegeben  ist  die  Ausdehnung 
und  die  Rotation  in  jedem  Punkte  einer  bewegten  Substanz;  es 
soll  die  Translationsgescbwindigkeit  in  diesem  Punkte  gefunden 
werden.  Hit  Hülfe  der  Quatemionen  wird  hier  eine  Losung 
dieses  Problems  gegeben.  Wn. 


W.  M.  HiCKs.     Fluid  motion  in  a  rotating  seraicircular 

Cylinder.    Mesaenger  (2)  VIII.  42-44. 

Nimmt  man  den  Mittelpunkt  des  Halbkreises  (vom  Radius  a) 
zum  Anfangspunkt,  und  einen  der  begrenzenden  Radien  zur 
Polaraxe,  so  hat  das  Geschwindigkeitspotential  q>  im  Punkte  r,  ^ 
den  Werth: 

lirr-8in(2^)+^ri(4-4>os2^-2!log4±2^^^ 
^  ^     ^^47rL(Vo*       rV      ^^      i  ^  r'— 3fl+C08*+a' 

^obei  fr  die  Winkelgeschwindigkeit  ist  Glr.  (Wn.) 
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A.  G.  Greenhill.     Fluid  motion  in  a  rotating  quadran- 

tal   Cylinder.    MesseDger  (2)  VIII.  89-105. 

Im  Anscblusa  an  den  Aufsatz  von  Hicks  (vgl.  das  vorher- 
gehende Referat)  zeigt  Herr  Greenhill,  dass  allgemein  für  eine 
Flfissigkeit,  die  in  einem  cylindrischen  Sector  (dessen  Grenzen 
r  =  a  und  ^  =  +a  sind)  um  die  Cylinderaxe  mit  der  Winkel- 
geschwindigkeit w  rotirt,  das  Geschwindigkeitspotential  den 
Werth  hat 


nsao 


w  =  iö,r'-?l^  +32o»o'a*  ^  (-1)"+» 

^  sin  2a  ^0       ' 


8m(2«+ 1) 


(i) 


2a 


\(2n+l)n-4a\(2n+\)n.\(2n+l)n+4a\ 

Danach  kann  auch  die  Strömungsfunction  t^,  die  ja  die  conju- 
girte  Function  von  q>  ist,  unmittelbar  hingeschrieben  werden. 

Der  Verfasser   bringt  dann   den  Ausdruck  von  xp+iq>  in 
eine  endliche  Form  mit  Hülfe  zweier  Integrale  und  zeigt,  dass, 

TT 

wenn  -— -  eine  ganze  Zahl,  wenn  also  der  Winkel  des  Sectors 

ein  Submultiplum   von   zwei  Rechten   ist,    die  Integration    aus- 
geführt werden  kann.     In  einem  halbkreisförmigen  Cylinder  ist 


n 


2a 


=  1,  und  es  ergiebt  sich  das  Resultat  von  Hicks.     Ist  der 


Sector  ein  Viertelkreis,  also   --—  =  2,   so  nehmen  die  beiden 

2a 

ersten  Glieder  der  Reihe  für  ^+iq>  die  unbestimmte  Form  oc— oc 
an.  Aus  dem  wahren  Werthe  folgen  dann  die  endlichen  Werthe 
von  q>  und  tp. 

Es  wird  ferner  die  Bewegung  eines  mit  Flüssigkeit  gefüll- 
ten cylindrischen  Sectors  untersucht,  der  unter  dem  Einfluss  der 
Schwerkraft   um    die   feste  Cylinderaxe  endliche  Schwingungen 

vollführt^  und  es  wird  für  die  beiden  obigen  Fälle  a  =  —  und 

a  =  — T-    die  Länge  des  äquivalenten   mathematischen    Pendels 
4 

berechnet. 

Forttohr.  d.  Math.  X.  3.  41 
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Endlich  wird  der  Werth  von  g>  und  xp  f&r  den  Fall  be- 
trachtet, dass  der  Winkel  des  Sectors  60°  ist,  also  -^r—  =3;  die 

ziemlich  langen  AusdrQcke  daftlr  mögen  hier  tibergangen  werden, 
ebenso  wie  die  endlichen  Ausdrücke  f&r  den  allgemeinen  Fall, 

wo  -rr—  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist 

2«  Glr.  (Wn.) 

C.  V.  CoATES.      Vortex    motion  in    and   about  elliptic 

Cylinders.     Quart.  J.  XV.  856-365,   XVI.  81-89. 

Einer  der  einfachsten  Fälle,  in  denen  sich  die  Wirbelbewegung 
einer  Flüssigkeit  behandeln  lässt,  ist  der,  wo  die  Bewegung  von 
einer  Coordinate  unabhängig  ist.  Namentlich '  ist  in  letzter  Zeit 
mehrfach  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  behandelt,  wenn  in  einer 
von  einem  Kreiscylinder  oder  von  einem  Theil  eines  Kreiacylin- 
ders  begrenzten  Flüssigkeit  ein  einziger,  der  Cylinderaxe  paralle- 
ler Wirbelfaden  vorhanden  ist.  Mit  Hülfe  von  Polarcoordinaten 
lässt  sich  dann  die  Strömungsfunction  und  damit  die  Geschwindig- 
keiten eines  beliebigen  Punktes  leicht  finden.  (Vergl.  die  beiden 
vorhergehenden  Referate).  In  der  vorliegenden  Arbeit  werden 
nun  die  für  Kreiscylinder  gefundenen  Resultate  folgendermassen 
auf  elliptische  Cylinder  übertragen.  Statt  der  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,  y  führe  man  die  elliptischen  Coordinaten  ^,  o»  ein 
durch  die  Gleichungen 


x  =  c.  cos^ ^ ,     y  =  c  •  sm  ^ 5— 


— to» 


Hat  man  die  Strömungsfunction  fttr  irgend  einen  Fall  des  Kreis- 
cylinders  durch  die  Polarcoordinaten  r,  0  ausgedrückt,  so  setze 
man  co  statt  logr,  ^  statt  0  in  jenen  Ausdruck  ein;  dann  hat  man 
die  Strömungsfunction  für  einen  elliptischen  Cylinder.  Auf  diese 
Weise  wird  jene  Function  bestimmt,  wenn  ein  Wirbelfaden  in 
einer  Flüssigkeit  vorhanden  ist,  die  sich  ausserhalb  eines  ellip- 
tischen Cylinders  in's  Unendliche  erstreckt,  femer  wenn  der 
Querschnitt  des  Cylinders  eine  durch  die  grosse  Axe  begrenzte 
halbe  Ellipse  ist,  weiter  fllr  eine  Flüssigkeit  innerhalb  eines  von 
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zwei  coDfocalen  elliptisehen  Cylindern  begrenzten  Ringes  oder 
innerhalb  der  Hälfte  eines  solchen.  Einige  andere  Fälle,  z.  B. 
wenn  die  Ellipse  in  eine  gerade  Linie  übergeht,  werden  an- 
gedeutet. 

Die  Behandlung  eines  Wirbelfadens  innerhalb  eines  vollen 
elliptischen  Cylinders  ist  nicht  so  einfach,  da  hier  wegen  der 
disoontinuirlichen  Aenderung  von  &  an  der  grossen  Axe  der 
Ellipse  keine  Uebertragnng  der  Resultate  des  Kreiscylinders 
möglich  ist  Hier  wird  durch  directe  Betrachtung  ftlr  die  Strö- 
mungsfunction  zunächst  der  Logarithmus  eines  unendlichen 
Doppelproductes  gefunden,  das  sich  durch  elliptische  Functionen 
in  endlicher  Form  ausdrucken  lässt  Hinterher  ergiebt  sich  dann, 
dass  auch  in  den  Brennpunkten  die  Geschwindigkeitscomponenten 
eontinuirlich  und  endlich  sind.  Wn. 


H.  Wjsber.  Anwendung  der  Thetafunctionen  zweier 
Veränderlicher  auf  die  Theorie  der  Bewegung  eines 
festen  Körpers   in   einer   Flüssigkeit.    Ciebsch  Ann.  xiy. 

173-207. 

Das  hier  behandelte  Problem  ist  das  der  Bewegung  eines 
festen  Körpers  in  einer  unendlich  ausgedehnten  incompressiblen 
Flfissigkeit,  unter  der  Voraussetzung,  dass  keine  beschleunigen- 
den Kräfte  auf  den  Körper  wirken,  dass  ferner  der  Körper  hin- 
«ichtlich  seiner  Gestalt  und  Massenvertheilnng  drei  zu  einander 
rechtwinklige  Symmetrieebenen  besitzt;  endlich  unter  einer  be- 
sehränkenden  Annahme  ttber  den  Anfangszustand.  Eis  ist,  ab- 
gesehen von  der  letzten  Beschränkung,  derselbe  Fall  einer  solchen 
Bewegung,  von  dem  Glebsch  (Clebscb  Ann.  Bd.  III.  p.  238 ,  cfr. 
F.  d.  M.  n.  p.  738)  durch  Angabe  des  letzten  Multiplicators 
gezeigt  bat,  dass  er  sich  durch  Quadraturen  darstellen  lasse. 
Eigenthflmlich  und  lehrreich  ist  der  Weg,  auf  dem  der  Verfasser 
zum  Ziele  gelangt.  Den  Ausgangspunkt  bildet  die  Theorie  der 
Thetafunctionen  zweier  Veränderlicher,  spedell  die  Relationen 
zwischen  den  Quadraten  von  je  vier  Thetafunctionen  und  zwischen 
drei  Producten  von  je  zwei  verschiedenen  Thetafunctionen.    Alle 

41» 
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diese  FormelD  werden^  des  besseren  Verständnisses  wegen,  voll- 
ständig abgeleitet  Eine  aufmerksame  Betrachtung  der  genannten 
algebraischen  Relationen  lässt  nun  leicht  erkennen,  dass  man 
unter  den  Quotienten  zweier  Thetafunctionen  auf  mehrfache  Art 
neun  solche  auswählen  kann,  welche  den  Bedingungen  ttii  die 
TransformationscoefGcienten  zweier  rechtwinkliger  Coordinaten- 
Systeme  identisch  genügen.  FQr  die  Theorie  der  Thetafunctionen 
selbst  gewährt  diese  Darstellung  den  V  ortheil,  dass  ein  grosser 
Theil  der  ftlr  diese  Functionen  bestehenden  Relationen  auf  die  be- 
kannten und  geläufigen  Formeln  der  rechtwinkligen  Coordinaten- 
transformation  zurttckgeftahrt  wird.  Ist  nun  $,  17,  ^  ein  im  Räume 
festes,  x^  y,  a  ein  veränderliches  Coordinatensystem,  ist  also 

so  drücke  man  die  neun  Coefficienten  a^  a,  . . .  )^,  durch  die 
Quotienten  passend  gewählter  Thetafunctionen  der  Variablen 
f)p  v^  aus  und  setze  f&r  diese  Variablen  lineare  Functionen 
der  Zeit,  während  a,  ß^  y  noch  unbestimmte  Functionen  der 
Zeit  sind.  Für  das  veränderliche  Coordinatensystem  lassen  sich 
dann  die  Componenten  p,  9,  r  der  augenblicklichen  Rotations- 
geschwindigkeit ebenfalls  durch  Thetafunctionen  ausdrucken. 
Von  den  so  erhaltenen  Ausdrücken  wird  nun  gezeigt,  daBS 
sie  den  sieben  Integralgleichungen  genügen,  die  Eirchhoff 
ftlr  die  Bewegung  eines  festen  Körpers,  auf  den  keine  Kräfte 
wirken,  in  einer  incompressiblen  Flüssigkeit  aufgestellt  hat  (siehe 
Kirchhoff  Mechanik,  Vorlesung  1 9,  §  2),  falls  man  noch  eine  der 
Constanten  der  Kirchhoff'schen  Gleichungen  verschwinden  lässt, 
was  ja  nur  eine  specielle  Voraussetzung  über  den  Anfangszustand 
involvirt  Für  die  drei  Thetamoduln  ergiebt  sich,  damit  sämmt- 
liche  Gleichungen  befriedigt  werden,  nur  eine  Relation,  so  dass 
noch  zwei  von  den  ^-Moduln,  sowie  die  zwei  additiven  Con- 
stanten in  den  linearen  Functionen  der  Zeit  zur  Berücksichtigung 
des  Anfangszustandes  verfügbar  bleiben. 

Weiter  wird  nun  der  entgegengesetzte  Weg  zur  Lösung  des- 
^n  Problems  eingeschlagen,  indem  die  Integration  der  Diffe- 
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rendalgleicboDgen  direct  durch  hyperelliptische  Integrale  bewerk- 
stelligt wird.  Es  werden  zu  dem  Zwecke  a,,  a„  a,  zunächst 
durch  zwei  neue  Variable  x„  x^  ersetzt,  so  dass  die  Bedingung 

«J  +  oJ  +  a;  =  l 
identisch  erftlllt  wird. 

^19  ^31  ^8  ^'^^  °<><^b  ^^  bestimmende  Constanten.  Dann  lassen 
sich  p,  g,  r  ebenfalls  durch  Xp  o;,  ausdrucken,  und  zwar  alge- 
braisch. Diese  sechs  Functionen  p,  g,  r,  a^^a^^a^  lassen  sich 
aber  von  den  übrigen  noch  zu  bestimmenden  Functionen  ganz 
trennen,  und  aus  den  für  sie  gültigen  Gleichungen  folgt: 


T p/_  \  -  =  1:^ »s 


wobei 

Ä(x)  =  y~((J,~x)  {d,^x)  ((J,-x)  ((J,-a?)  (cJ.-or) 

ist,  während  k^  X,  fi,  d^,  d^  Constante  sind.  Weiter  lassen  sich 
auch  /?,,  ß^^  /?3,  ^,,  y^y  /^,  /?  und  y  algebraisch  durch  x^  und  x,  aus- 
drücken, während  sich  für  a  die  Summe  zweier  hyperelliptischer 
Integrale  der  zweiten  Gattung  ergiebt 

Die  Discussion  der  verschiedenen  hinsichtlich  der  Constanten 
möglichen  Fälle  ergiebt,  dass  der  oben  (mit  Hülfe  der  Theta- 
functionen)  behandelte  Fall  nur  einer  von  vier  ähnlichen  gleich 
möglichen  ist,  die  sich  durch  die  Beschaffenheit  des  Anfangs- 
znstandes von  einander  unterscheiden.  Jener  Fall  ist  allerdings 
insofern  der  interessanteste  von  den  vieren,  als  darin  derjenige 
enthalten  ist,  in  dem  gar  keine  anfängliche  Rotation  vorhanden 
ist.  Um  nun  in  allen  vier  Fällen  die  sämmtlichen  unbekannten 
Functionen  vermittelst  der  Thetafunctionen  durch  die  Zeit  dar- 
zustellen, werden  zum  Schluss  die  obigen  hyperelliptischen  In- 
tegrale umgekehrt  und  die  umgekehrten  Functionen,  sowie  auch 
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die  bei  a  .YorkommeDden  Integrmle  der  zweiten  Crattong  dnreb 
Tbetafimctioneii  ansgedrfiekt  Auf  die  Eimelnlieiten  dieses  Theib 
hier  eiozagehen,  wflrde  m  weit  fllhren.  Wir  yerweiBen  in  diesCT 
Hinsidit  auf  die  Arbeit  sdbst  Wn. 


R  Bbltrahi.     Intomo  ad  an  caso  di  moto  a  dae  coor- 

dinate.    Bend.  ist  Lomb.  (2)  XL  199-210. 

Im  Anschlags  an  die  Dirichlef  sehe  Arbdt  ttber  die  Bewegung 
einer  festen  Kngel  in  einer  anbegrenzten  FlQssigkeit  hat  der 
Verfasser  in  den  §§  24-30  seiner:  „Ricerche  suUa  einematica  dei 
flaidi*"  (Hem.  di  Bologna  (3)  L,  IL,  m.,  V.)  ähnliehe  Probleme 
bebandelt  Im  §  31  derselben  Arbeit  bat  er  dann  anch  ein  Bei- 
spiel der  Bewegung  eines  festen  Körpers  in  einer  FlQssigkeit 
mit  2  C!oordinaten  behandelt,  nämlich  die  Bewegung  einer  kreis- 
förmigen oder  elliptischen  Scheibe  in  einer  ebenen  FlQssigkeits- 
schiebt  Ein  anderes  Beispiel  einer  solchen  Bewegung  in  2  Coor- 
dinaten  findet  sich  in  dem  vorliegenden  Au6atze  bearbeitet, 
nämlich  die  Bewegung  einer  festen  und  sphärischen  Kalotte  auf 
ihrer  mit  einer  Flüssigkeitsschicht  bedeckten  Kugel  0. 


W.  M.  HiCKS.      Od   the   motiou   of   two  cyliuders  iu  a 

fluid.    Bep.  Brii.  Ass.  1878. 

Es  wird  die  Bewegung  zweier  unendlicher  paralleler  Cylin- 
der  in  einer  unbegrenzten  Flüssigkeit  untersucht,  sowie  die  Be- 
wegung eines  Cyliuders  innerhalb  eines  andern,  der  mit  Flüssig- 
keit gefüllt  ist.  Im  zweiten  Falle  wird  gezeigt,  dass,  wenn  der 
innere  Cylinder  (mit  dem  Radius  6)  um  die  Axe  des  äusseren 
Pendelschwingungen  vollführt,  die  Schwingungsdauer  in  folgen- 
dem Verhältniss  verkürzt  wird: 

Darin  sind  M  und  M'  die  Massen  der  Längeneinheit  des  Cyliuders 
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und  der  Flüssigkeit,  x  =      ^,    ,  während  L  von  dem  Abstand 

der  Axen  abhängt 

In  dem  besondern  Falle,  wo  der  innere  Cylinder  den  äusse- 
ren bei  der  Bewegung  fortdauernd  berührt,  ist 

L=  l+2aj'-^{log/Xl+^)}. 

Csy.  (Wn.) 

L.  Geopproy.  Memoire  sur  las  r^sistances  qu^^prouve 
UDe  surface  mobile  de  la  part  d'un  milieu  fluide  dans 
lequel  eile  se  meut.   Ann.  de  r£c.  N.  (2)  vii.  215-226. 

Der  Verfasser  nimmt  für  den  Widerstand  F,  den  eine  bewegte 
Fläche  in  einer  ruhenden  Flüssigkeit  erfährt^  das  Newton'sche 
Gesetz  als  gültig  an.  Er  denkt  sich  dann,  was  ja  immer  mög- 
lich, die  Bewegung  des  Körpers  während  eines  Zeitelements  dt 
durch  eine  Rotation  um  eine  gewisse  Axe  ersetzt,  verbunden  mit 
einer  Translation  parallel  dieser  Axe;  er  nimmt  diese  augen- 
blickliche Rotationsaxe  zur  JS-Axe,  und  gewinnt  dadurch  folgen- 
den Ausdruck  des  Newton'sohen  Gesetzes 

(1)       ^-* p'+g'+l ^«^.• 

Darin  ist  du)^  das  Oberflächenelement,  auf  welches  jener  Wider- 

stand    wirkt,   a;,  y,  z  die  Coordinaten  des  Elements,   p  =  -^— , 

dt 
q  =  -^ ,   während   v    die  Translationsgeschwindigkeit,   iv   die 

Rotationsgeschwindigkeit  um  die  momentane  Rotationsaxe  be- 
zeichnet Aus  dem  obigen  Ausdruck  werden  nun  mehrere  Fol- 
gerungen abgeleitet.  Zunächst  folgt,  dass  der  Widerstand  in 
jedem  Punkte  der  Fläche  gleich  Null  ist,  sobald 

(2)        py-qx  =  ^  =  n. 

Das  Integral  dieser  Differentialgleichung, 

9  =  9<a?*+y')  +  n .  arctg  (— )  +  C, 
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stellt  also  die  Flächen  dar,  auf  welche  bei  der  hier  beb'achteten 
Bewegung  kein  Widerstand  ansgettbt  vrird.  Diese  Flächen  ent- 
stehen durch  eine  Schraubenbewegung  der  Curve  s  =  ff(x)  um 
die  s-Axe.  Das  Resultat  gilt  nicht  blos  ftr  einen  Moment,  son- 
dern ftr  jeden,  sobald  die  oben  fttr  ein  Zeitelement  angenommene 
Bewegung  des  Körpers  eine  dauernde  ist  Uebrigens  würde  auch 
ein  Gesetz,  bei  dem  der  Widerstand  einer  anderen  Potenz  der 
Cresch windigkeit  proportional  gesetzt  wfirde,  zu  demselben  Be- 
sultate  führen. 

Die  Gleichung  (2)  gestattet  femer,  auf  jeder  bewegten  Ober- 
fläche die  Curven  zu  bestimmen,  für  deren  Punkte  der  Wider- 
stand gleich  0  ist  Ebenso  ergiebt  sich  leicht  eine  Differential- 
gleichung für  diejenigen  Curven  einer  bewegten  Oberfläche, 
welche  einen  constanten  Widerstand  erleiden,  sowie  eine  Bestim- 
mung der  Punkte,  für  welche  der  Widerstand  ein  Maximum  ist. 

Den  über  den  Widerstand  gewonnenen  Resultaten  werden 
analoge  Resultate  für  die  Reibung  an  die  Seite  gestellt,  indem 
die  Reibung  in  jedem  Punkte  dem  Quadrat  der  auf  die  Tangen- 
tialebene projicirten  Geschwindigkeit  proportional  gesetzt  vrird. 

Zum  Schluss  wird  aus  Gleichung  (1)  der  Gesammtwiderstand 
berechnet,  den  eine  Schiffsschraube  parallel  der  ;^Axe  erleidet, 
falls  die  Gleichung  der  Oberfläche 

»==&  arctg(-^)  +  C 
ist  Wn. 

PaGK.      Resistance   de   Tair.    Rev.  d'urt.  XI.  345-350>  457-462. 


ViLLifi.    Sur  r^quilibre  relatif  d'uiie  masse  fluide  souinise 
k  laction  de  corps  quelconques.    Liouvüie  J.  (3)  IV.  257-20. 

Das  behandelte  Problem  ist  das  folgende:  Ein  fester  Körper, 
der  sich  bewegt,  ist  ganz  oder  theil weise  mit  einer  Flüssigkeit 
bedeckt  Auf  ein  Flttssigkeitstheilchen  wirken  1)  die  Anziehung 
der  übrigen  Flüssigkeitstheilcben,  2)  die  Anziehung  des  festen 
''Körpers,   .H)  die  Anziehung  irgend  welcher  ausserhalb  liegender 
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Massen,  alle  nach  dem  Newton'schen  Gesetz.  Unter  welcher 
Bedingung  ist  die  Flüssigkeit  in  Bezog  auf  den  Körper  in  rela- 
tivem Gleichgewicht?  Der  Verfasser  setzt  zuerst,  indem  er  Alles 
auf  ein  im  Räume  festes  Coordinatensystem  bezieht,  die  Glei- 
chungen ftar  die  Beschleunigung  eines  Flttssigkeitstheilchens  an, 
transformirt  diese  Gleichungen  dann  auf  ein  anderes,  im  Körper 
festes  System,  eliminirt  endlich  die  anziehenden  Kräfte  mittelst 
der  Bedingung 

Jv  =  0,  resp.  Jff  =  —  4fr^, 

wo  V  das  Potential  der  äusseren  anziehenden  Kräfte,  o'  das  der 
Anziehung  der  Flttssigkeitstheilchen  ist.  So  ergiebt  sich  eine 
Gleichung,  die  nur  den  Flttssigkeitsdruck,  die  Dichtigkeit,  die 
Constante  der  Anziehung  und  die  Winkelgeschwindigkeit  des 
Körpers  um  seine  augenblickliche  Drehungsaxe  enthält.  Letztere 
Grösse  muss,  falls  relatives  Gleichgewicht  stattfinden  soll,  von 
der  Zeit  unabhängig  sein,  da  die  tlbrigen  in  der  Gleichung  vor- 
kommenden Grössen  es  sein  sollen.  „Relative  Ruhe  der  Flüssig- 
keit in  Bezug  auf  den  Körper  kann  daher  nur  stattfinden,  wenn 
die  Rotationsgeschwindigkeit  des  Körpers  constant  ist.*^  Nimmt 
man  zwischen  der  Dichtigkeit  q  und  dem  Drucke  P  noch  die 
Gleichung  q  =  q>{P)  an,  ist  also  die  Dichtigkeit  auch  unabhängig 
von  der  Temperatur,  so  muss  nicht  nur  die  ganze  Rotations- 
geschwindigkeit constant  sein,  sondern  auch  ihre  Componenten, 
also  die  Rotationsaxe  ungeändert  bleiben.  Die  oben  genannte 
Hauptgleichung  wird  besonders  einfach,  wenn  q  mit  P  propor- 
tional ist  Wn. 


K.  ZöPPBiTZ.    Hydrodynamische  Probleme  in  Beziehung 
zur   Theorie    der   Meeresströmungen.     Pogg.  Add.  (2)  lii. 

582-608;   Phil.  Mag.  (3)  VI.  192  211. 

Der  Verfasser  geht  aus  von  den  hydrodynamischen  Glei- 
chungen mit  Einschluss  der  Glieder,  welche  die  Reibung  dar- 
stellen, und  wendet  diese  Gleichungen,  sowie  die  bekannten 
Oberflächenbedingungen  auf  eine  Flüssigkeit  an,  die  durch  zwei 
horizontale   Ebenen   begrenzt  ist,    und   auf   die  von    äusseren 
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Kräften  nur  die  Schwere  wirkt.  Er  nimmt  an,  dass  nur  in  einer 
bestimmten y  den  Grenzflächen  parallelen  Richtung  Bewegung 
stattfindet,  dass  diese  Bewegung  für  alle  Punkte  derselben 
Horizontalschicht  dieselbe  ist,  und  dass  an  der  untern  Grenz- 
fläche die  Bewegung  yerschwindet,  während  an  der  oberen  Grenz- 
fläche ein  constanter  Druck  herrscht  Unter  diesen  Annahmen 
vereinfachen  sich  die  Gleichungen  so ,  dass  nur  eine  Function  w 
aus  der  Gleichung  zu  bestimmen  bleibt 

d(o  8*0} 


=  a 


dt  dx* 

mit  den  Nebenbedingungen: 

^  +  pw  =  PV{t),    für  X  =  0; 

(o  =  Oy     für  a?  =  Ä; 
0}  =  f{x\    fttr  /  =  0. 

Darin  ist  x  die  verticale  Goordinate,  to  die  Geschwindigkeit  der 
Bewegung,  p  und  a  Constante,  f  und  tp  gegebene  Functionen. 
Dies  Problem  stimmt  nun  mit  einem  bekannten  Problem  aus  der 
Theorie  der  Wärmeleitung  völlig  ttberein.  Der  Verfasser  wendet 
daher  die  für  jenes  Wärmeproblem  bekannte  Lösung  an  und 
findet  durch  Discussion  derselben  folgende  Resultate:  1)  Die  von 
einer  unveränderlichen  Oberflächengeschwindigkeit  herrührende 
stationäre  Bewegung  im  Innern  einer  unbegrenzten  Wasserschioht 
macht  sich  mit  linear  abnehmender  Geschwindigkeit  bis  auf  den 
Grund  hinab  bemerklich.  2)  Alle  zeitlich  veränderlichen,  perio- 
dischen oder  unperiodischen  Veränderungen  der  auf  die  Ober- 
fläche wirkenden  Kräfte  pflanzen  sich  ausserordentlich  langsam, 
die  periodischen  mit  sehr  rasch  abnehmender  Amplitude  in  die 
Tiefe  hinein  fort  3)  Der  Einfluss  des  Anfangszustandes  ist  in 
gewissen  Schichten  noch  sehr  lange  Zeit  merkbar. 

Zum  Schiuss  wird  das  obige  Problem  dahin  erweitert,  dass 
Cd  von  zwei  Coordinaten  x,  y  abhängt;  fttr  diesen  Fall  wird  aber 
nur  die  stationäre  Bewegung  untersucht  Von  Resultaten  ist  hier 
nur  bemerkenswerth  der  Nachweis  der  Möglichkeit,  dass  zwei 
parallel  derselben  Geraden,  aber  in  entgegengesetzten  Richtungen 
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fliessende  Ströme,   ohne  sich  zu   stören,  an  einander  grenzen 
können.  Wn. 


E.  Witte,     üeber  Meeresströmungen.    Pogg.  Ann.  (2)  iv. 

311-319. 

Auf  einen  von  Nord  nach  Sttd  (oder  umgekehrt)  fliessenden 
Wasserstrom  wirkt  die  Erdrotation  so,  ala  würde  ihm  eine  Ge- 
schwindigkeit in  der  Richtung  West-Ost  ertheilt.  Diese  die  Erd- 
rotation ersetzende  Kraft  soll  nach  des  Verfassers  Ansicht  eine 
Niveauänderung  der  Flüssigkeit  bewirken^  derart,  dass  die  Ober- 
fläche der  strömenden  Flüssigkeit,  auch  wenn  die  Flüssigkeit 
nicht  von  festen  Wänden  eingeschlossen  ist,  gegen  den  Horizont 
geneigt  ist  Diese  hypothetische  Neigung  wird  auf  elementare 
Weise  berechnet,  und  daran  knüpfen  sich  weitere  Folgerungen, 
die  dem  Referenten  ebenso  unberechtigt  erscheinen,  wie  die 
Grundvorstellungen  des  Verfassers.  Wn. 


Lord  Ratlbigh.     On  progressive  waves.  Proc.  L.  M.  s.  ix. 

21-26. 

Bei  der  Fortbewegung  einer  aus  vielen  Einzelwellen  zusam- 
mengesetzten Gruppe  von  Wellen  ist  die  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der  Gruppe  verschieden  von  der  einer  einzelnen  Welle; 
und  zwar  ist,  wenn  l  die  Wellenlänge  einer  Einzelwelle  mit  der 

Fortpflanzungsgeschwindigkeit  K,  wenn  ferner  k  =  -^^  wenn  end- 

lieh  U  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Gruppe  ist: 

rr_    dCkr:i 

^"^     dk    ' 

Der  Verfasser  beweist  dies  zuerst  durch  Zusammensetzung  zweier 
Wellen,  für  die  k  und  V  unendlich  wenig  verschieden  sind.  Er 
zeigt  sodann  an  dem  Beispiel  einer  rotationslosen  Wellen- 
bewegung in  Wasser  von  endlicher  Tiefe,  dass     ^ .,  ^   auch  das 

ak 

Verfaältniss  der  in  der  Zeiteinheit  fortgepflanzten  Energie  zu  der 
durchschnittlich   in   der  Längeneinheit  enthaltenen  Energie  dar- 
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stellt.  Die  Biebtigkeit  des  letzten  Resultats  wird  eodlich  ftor  be- 
liebige Arten  von  Weiten  dureb  Annabme  eines  Widerstandes 
(Reibung)  abgeleitet  Wn. 


F.  KoLACEK.  üeber  den  Einfluss  des  capillaren  Ober- 
fläcbendruckes  auf  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
von  Wasserwellen.    Pogg.  Ann.  (2)  v.  425-430. 

Die  Grenzbedingungen  für  eine  freie  Flüssigkeitsoberfl&che 
sind  bekanntlich,  wenn  g>  das  Geschwindigkeitspoteutial, 

f(x.  y,  Ä,  0  =  0 
die  Gleichung  der  Fläche  ist: 

^^  dx   dx  '^  dy    öy  "^  dz    dz  '^  dt    ^  ^' 

Der  Verfasser  nimmt  nun  an^  auf  die  freie  Flüssigkeitsoberfläehe 
wirke  ausser  dem  Atmospbärendruck  der  capillare  Druck  und 
zwar  nach  demselben  Gesetze,  als  wäre  die  Fltlssigkeit  in  Ruhe. 
Er  setzt  also  ftlr  den  Druck  auf  die  Oberfläche 


(2)       P  =  Po+Pt{y+y} 


Die  allgemeinen  hydrodynamischen  Gleichungen  ergeben  femer 
bei  Annahme  eines  Geschwindigkeitspotentials  und  bei  den  ge- 
wöhnlichen Vernachlässigungen,  falls  die  Flüssigkeit  ineompres- 
sibel  ist  und  auf  dieselbe  nur  die  Schwerkraft  wirkt, 

(3)        ^  +  jP+g^  =  Consi. 

Wendet  man  diese  Gleichung  auf  die  Oberfläche  an,  setzt  dem- 
gemäfls  für  p  den  Ausdruck  (2),  so  hat  man  damit  die  Gleichung 
der  freien  Oberfläche,  und  mit  Hülfe  von  (1)  ergiebt  sich  daraus 
die  definitive  Oberflächenbedingung.  Dieselbe  nimmt  bei  einer 
sehr  geringen  Krümmung  unter  gewissen  Vernachlässigungen  die 
Form  an: 

"^r  a  =  0.    Der  Verfasser  wendet  diese  Grenzbedingung  (4)  auf 
1  Fall  an,  dass  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  nur  von  einer 
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borizontalen  Coordinate  abhängt  Ein  particuläres  Integral  fUr 
das  Gescbwindigkeitspotential  q>  repräsentirt  dann  eine  Wellen- 
bewegung, deren  Fortpflanzungsgescbwindigkeit  dureb  einen  Aus- 
druck ganz  analog  dem  gewöbniicben  dargestellt  wird,  nur  dass 
an  Stelle  der  Constante  g  der  Schwerkraft  der  Ausdruck  tritt 

{X  die  Wellenlänge).  Der  Einfluss  der  Oberflächenspannung  ist 
somit  einer  Vermehrung  der  Scbwerebeschleunigung  gleichzu- 
stellen. Wn. 

C.  NiVBN.      On   a  case   of  Wave   motion.    Meseenger  (2)  VIII. 
75-80. 

Der  Verfasser  bemerkt ,  dass  Wellenbewegung  im  Wesent- 
lichen ein  Fall  von  continuirlicher  Transformation  von  kinetischer 
und  potentieller  Energie  sei,  indem  die  kinetische,  resp.  poten- 
tielle Energie,  welche  eine  Anzahl  von  Theilchen  erwirbt,  wenn 
die  Welle  über  sie  hingeht^  herrührt  von  den  Veränderungen 
in  {der  potentiellen,  resp.  kinetischen  Energie  anderer  oder 
von  beiden  Ursachen.  Diese  Betrachtungsart  der  Wellen- 
bewegung stimmt  im  Allgemeinen  mit  der  gewöhnlichen  Me- 
thode zur  Lösung  von  Fragen  dieser  Art  mit  Hülfe  von  Diffe- 
rentialgleichungen und  willkürlichen  Functionen  überein.  Es  ist 
daher  interessant,  einen  Fall  zu  finden,  in  welchem  man  von  dieser 
Methode  absehen  und  die  successiven  Transformationen,  welche 
eintreten,  verfolgen  kann.  Dies  kann  nun  in  dem  Problem  ge- 
schehen, welches  der  Verfasser  im  Detail  in  der  vorliegenden 
Arbeit  behandelt,  und  welches  lautet:  „Eine  elastische  Faser  ist 
an  einem  Ende  aufgehängt  und  in  irgend  einem  Punkte  zer- 
schnitten. Man  soll  die  aufeinanderfolgenden  Bewegungen  jedes 
Theilchens  bestimmen.'*  Glr.  (0.) 


J.  BoussiNfiSQ.  Complöment  k  une  ^tude  intitul^e: 
,,E8sai  sur  la  thdorie  des  eaux  courantes^^  (publiöe 
dans  las  tomes  XXIIL,  XXIV.  du   „Recueil  des  Sa- 
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vants  ^trangers),  et  k  un  m<^moire  „Sur  rinfluence 
des  frottements  dans  les  mouvements  r^guliers  des 
fluides"  (ins^r^  au  tome  XIII  du  Journal  de  Math^- 
matiques  pures  et  appliqu^es,  2*  s^rie,  1868). 

Lioaville  J.  (3)  IV.  335-377. 

J.  BoussiNBSQ.  Des  pertes  de  charge  qui  se  produisent 
dans  r^coulement  d'un  liquide,  quand  la  section  vive 
du  fluide  öprouve  un  aeoroissement  brusque. 

C.  R.  LXXXVII.  491-494. 

Die  erstgenannte  Arbeit  zerfällt  in  vier  Abschnitte,  die  von 
einander  unabhängige  Gregenstände  bebandeln.  Der  erste  Ab- 
schnitt beschäftigt  sich  mit  der  regelmässigen  Bewegung  einer 
incompressiblen  Flüssigkeit  unter  folgender  Voraussetsung:  Es 
seien  u,  e,  w  die  Geschwindigkeitscomponenten,  so  wird  ange- 
nommen,  dass  V  und  w  und  in  Folge  dessen  (wegen  der  Con- 

|inuitätsgleichung)  auch  -^ —  sehr  klein  seien.    Dann  sind  auch 
und  —j--   unmerklich;    der  Druck   zu   irgend   einer  Zeit 


di     —     dt 

variirt  femer  in  einem  Querschnitt  senkrecht  zu  x  ganz  wie  der 
hydrostatische  Druck,  und  es  bleibt  nur  eine  partielle  Differential- 
gleichung zwischen  u  und  p  übrig ,  aus  der  verschiedene  Folge- 
rungen gezogen  werden. 

Der  zweite  Abschnitt  handelt  von  dem  Einfluss  der  äusseren 
Reibung  auf  den  Extinctionscoefficienten  von  periodischen  oder 
nicht  periodischen  Wellen,  falls  die  Wellenbewegung  völlig  con- 
tinuirlich  vor  sich  geht.  Es  wird  gezeigt,  dass  an  der  äusseren 
Wand  zwar  die  Bewegung  verschwindet,  abo  keine  Arbeit  ge- 
leistet wird,  dass  aber  die  äussere  Reibung  eine  innere  Reibung 
zur  Folge  hat,  welche  ihrerseits  eine  gewisse  Totalarbeit  zerstört 

Der  dritte  Abschnitt  ist  identisch  mit  der  zweiten  der  oben 
genannten  Arbeiten;  sein  Inhalt  ist  aus  dem  Titel  jener  Arbeit 
zu  erkennen. 

Der  letzte  Abschnitt  endlich  bespricht  den  Znsammenhang 
der  normalen  und  tangentialen  Druckcomponenten  N  und  T  mit 
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den  OesohwindigkeitBOomponenten  u,  r,  u>  und  berichtigt  eine  dar- 
auf bezügliche  Stelle  einer  früheren  Arbeit  des  Verfassers. 

Die  Besultate  im  Einzelnen,  sowie  die  Methode  ihrer  Ablei- 
tung lassen  sich  nicht  in  Kürze  wiedergeben.  In  dieser  Hinsicht 
muss  Referent  auf  die  Arbeit  selbst  verweisen,  deren  Studium 
allerdings  durch  fortwährendes  Zurückgreifen  auf  frühere  Ar- 
beiten des  Verfassers  sehr  erschwert  wird.  Wn. 


V.  V.  Lang.     Experimente  über  die  Reibung  zwischen 

Wasser   und   Luft.     Pogg.  Ann   (2)  lU.  219-237. 

In  der  rein  experimentellen  Arbeit  wird  eine  angenäherte 
Theorie  der  Bewegung  der  von  einem  Wasserstrahl  in  einer 
Saugröhre  mitgeftthrten  Luft  aufgestellt,  indem  die  hydrodynami- 
schen Gleichungen  unter  folgenden  speciellen  Voraussetzungen 
integrirt  werden:  die  Bewegung  der  Luft  ist  1)  stationär ,  2)  nur 

abhängig  von  r  =  j^y'+ss';    3)  für  r  =  r^  und  r  =  r^  hat  die 
Geschwindigkeit  gegebene  Werthe.  Wn. 


P.  BoiLBAU.      Theorie   des  formules   concernant  Taction 
retardatrice  des  parois  des  courants  liquides. 

0.  R.  LXXXVII.  48-52,  134-138. 

Die  beim  Fortströmen  des  Wassers  in  einem  FIuss  oder 
einem  Kanal  verlorene  Arbeit  wird  theils  zur  Ueberwindung  des 
Widerstandes  der  festen  Wände  (äussere  Reibung),  theils  zur 
Hervorbringung  intramolecularer  Bewegung  verwandt  (innere  Rei- 
bung). Durch  specielle  Annahmen  über  die  Art  und  Weise,  wie 
der  Widerstand  wirkt,  sowie  über  den  auf  die  intramoleculare 
Bewegung  verwandten  Arbeitsbetrag  wird  die  Formel  aufgestellt: 

Darin  ist  t  das  Gefälle,  R^  das  Verhältniss  des  Querschnitts 
zum  benetzten  Umfang,  to  die  Geschwindigkeit  an  der  Wand, 
d  die  Dichtigkeit  des  Wassers,  a  und  ß  Constante,  die  irgendwie 
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von  der  Beschaffenheit  der  Wand  abhängen.  Ans  obiger  Formel 
wird  eine  andere  abgeleitet,  indem  to  durch  die  mittlere  Ge- 
schwindigkeit ausgedrückt  wird.  Die  so  gewonnenen  Formeln 
werden  zum  Schluss  mit  der  Erfahrung  verglichen.  Nach  des 
Referenten  Ansicht  beweist  aber  die  Uebereinstimmung  noch  nichts 
fUr  die  Grundlagen  der  Theorie,  vielmehr  haben  die  aufgestellten 
Formeln  wesentlich  den  Charakter  empirischer  Formeln. 

Wn. 


St.  Venant.  Rapport  sur  un  memoire  de  M.  Popoff, 
intituld:  „Nouvelles  recherches  relatives  k  l'expression 
des    conditions    du    mouvement    des    eaux    dans    les 

(5g0UtS.*^    0.  R.  LXXXVII.  719-725. 

Die  Arbeit  von  Popoff,  von  der  Herr  St.  Venant  hier  eine 
Inhaltsübersicht  giebt,  weist  nach,  dass  die  für  den  Ausfluss  des 
Wassers  durch  Ausflussröhren  gebräuchlichen  Formeln  mit  der 
Erfahrung  nicht  genügend  übereinstimmen.  Der  Verfasser  macht 
auf  verschiedene  Punkte  aufmerksam,  die  einer  Aenderung  be- 
dürfen, ohne  jedoch  neue  definitive  Formeln  aufzustellen. 

Wn. 


Oscar  Smreker.     Entwickeln ng  eines  Gesetzes  für  den 
Widerstand  bei  der  Bewegung  des  Grundwassers. 

Z.  dUch.  iDg.  XXI. 

Als  Grundlage  dienen  die  von  A.  Thiem  an  einem  Brunnen 
in  Strassburg  gemachten  Beobachtungen.  Durch  gleichmässige 
Wasserentnahme  wurde  der  Spiegel  im  Brunnen  auf  einer  ge- 
wissen Tiefe  unter  dem  Grundwasserspiegel  erhalten  und  in  einer 
Anzahl  Norton'scher  Röhren,  die  in  zwei  senkrechten  durch  den 
Brunnen  gehenden  Axen  symmetrisch  vertheilt  waren,  die  erzeugten 
Depressionen  gemessen.    Verfasser   stellt  zunächst  die  Relation 

auf: 

h         .  ©• 


wobei  h  die  zur  Ueberwindung  der  Widerstände  auf  der  Strecke  / 
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verbrauchte  Druckböhe  bedeutet;  $  ist  ein  Coefficient,  dessen  Ab- 
hängigkeit von  V  bestimmt  werden  soll.  Nachdem  gezeigt  ist, 
dass  die  auf  die  Beschleunigung  verwandte  Druckhöbe  vernach- 
lässigt werden  kann,  entwickelt  der  Verfasser  fbr  |  die  Nähernngs- 
forme! : 

und  zeigt,  dass  die  so  gefundenen  Resultate  hinreichend  mit  den 
Beobachtungen  stimmen.  Die  bedeutenden  Fehlerquellen  der 
letzteren  gewähren  freilich  einen  ziemlichen  Spielraum.     Bn. 


Th.  Mbykr.  üeber  den  Ausfluss  des  Wassers  aus  einem 
Gefässe  unter  Beachtung  des  Arbeits  Verlustes  durch 
den  freien  Fall  des  Wassers,    z.  dtach.  ing.  xxir.  145-152, 

241-270,  289.29a 

Bbchtolshbim.      Ueber    Wasserläufe,     z.  dtsch.  log.  xxii. 

477-478. 

Erstere  Abhandlung  enthält  die  Betrachtung  einer  grossen 
Anzahl  von  Fällen  des  Wasserausflnsses,  bei  welchem  das  Wasser 
Röhren  von  wechselnder  Weite  passirt  Als  Grundlage  dient  eine 
in  Schlömilch's  Zeitschr.  Bd.  I.  gegebene  Theorie.  Gegen  diese 
wendet  sich  die  in  der  zweiten  Abhandlung  enthaltene  Kritik, 
welche  nachweist,  dass  man  die  in  einem  fliessendem  Strom  ent- 
haltene lebendige  Kraft  nicht  nach  der  mittleren  Geschwindigkeit 
bemessen  darf.  Bn. 


P.  BicuELMY.  Alcune  osservazioni  intorno  alla  teoria 
data  da  Poncelet  per  ispegare  i  feuomeni  conosciuti 
col  nome  di  jesistenza  dei  fluid!  e  saggio  di  un  cal- 

Colo   numerico.     Atti  di  Torioo  XIII.  730-748. 

Die  Arbeit  ist  ihrem  Inhalte  nach  wesentlich  physikalisch 
interessant.  Eine  mathematisch -theoretische  Herleitung  der  auf- 
gestellten Formeln  giebt  sie  nicht.  0. 


PortMhr.  d.  Math.   X.  :).  42 
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A.  Fliegner.  Nachtrag  zu  meiner  letzten  VeröflFent- 
lichung:  ^Versuche  über  das  Ausströmen  der  atmo- 
sphärischen Luft  durch  gut  abgerundete  Mündungen." 

Civiling.  XXIV.  39-48. 

Ei  Herrmann.  Bemerkungen  zu  A.  Fliegner's  neueren 
Versuchen  und  Ansichten  über  den  Ausfluss  der  Luft. 

Civiling.  XXIV.  47-56. 

A.  Fliegner.  Entgegnung  auf  E.  Herrmann's  Bemer- 
kungen zu  meinen  Luftausfluss- Versuchen. 

Civiling.  XXIV.  251-256. 

A.  Fliegner.  Versuche  über  das  Ausströmen  der  at- 
mosphärischen   Luft    durch    Mündungen    in    dünner 

Wand,     Civiling.  XXIV.  401-432. 

Fortsetzung  der  Discussion,  die  in  Bd.  IX.  p.  681  erwähnt 
wurde.  Theoretisch  wesentlich  nene  Gesichtspunkte  werden  dabei 
nicht  zu  Tage  gefördert  0. 


Capitel  5. 
Potentialtheorie. 

C.  Neümann.     Untersuchungen  über  das  logarithmisch« 

und   Newton'sche   Potential.    Leipzig.   Teubner. 

Ausführliches  Referat  des  Verfassers  in  ClebschAnn.  XIIL  255. 

Das  erste  Capitel  dieser  Schrift  enthält  einige  Vervollstän- 
digungen und  Vereinfachungen  der  allgemeinen  Green- Ganss'schen 
Theorie,  sowie  auch  die  Uebertragung  derselben  auf  den  Fall 
der  Ebene,  d.  i.  auf  den  Fall  des  logarithmischen  Potentials. 
Auch  werden  die  von  Gauss  und  Green  gegebenen  Beweise  bin 
und  wieder  durch  andere  ersetzt,  die  von  grösserer  Strenge  sind. 

Das  zweite  und  dritte  Capitel  enthalten  einige  Anwendangen 
der  Theorie,  so  z.  B.  folgende  elektrostatische  Sätze: 
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1.  Die  elektrische  Dichtigkeit  auf  einem  gegebenen  Con- 
ductor  ist  (falk  keine  äusseren  Kräfte  influiren)  stets  monogen, 
d.  h.  an  allen  Stellen  der  Oberfläche  von  einerlei  Vorzeichen. 

2.  Sind  zwei  Conductoren  beliebig  geladen,  so  wird  (falls 
keine  äusseren  Kräfte  influiren)  immer  wenigstens  auf  einem  der- 
selben eine  monogene  Vertheilung  anzutrefien  sein.  Sind  insbe- 
sondere die  beiden  Conductoren  mit  gleich  grossen  und  (dem 
Vorzeichen  nach)  entgegengesetzten  Ladungen  versehen,  so  finden 
auf  beiden  monogene  Vertheilnngen  statt. 

3.  Sind  beliebig  viele  Conductoren  mit  beliebigen  Ladungen 
gegeben,  so  wird  (falls  keine  äusseren  Kräfte  influiren)  immer 
wenigstens  auf  einem  derselben  eine  monogene  Vertheilung  statt- 
finden, u.  s.  w. 

Im  vierten  Capitel  findet  man  die  Theorie  der  Doppelbe- 
legungen, namentlich  die  Discontinuitäts-Untersuchungen  des  von 
einer  solchen  Doppelbelegung  ausgeübten  Potentials.  Dass  diese 
(bisher  vollständig  vernachlässigte)  Theorie  der  Doppelbelegungen 
derjenigen  der  einfachen  Belegungen  gleichberechtigt  zur  Seite 
steht,  erkennt  man  am  einfachsten  durch  einen  Blick  auf  die 
Oreen'schen  Sätze.  Bezeichnet  z.  B.  a  eine  geschlossene  Fläche, 
da  ein  Element  derselben,  ferner  v  die  auf  da  errichtete  innere 
Normale,  und  bezeichnet  endlich  V  das  Potential  irgend  welcher 
ausserhalb  a  gelegener  Massen,  so  gilt  nach  einem  Green'schen 
Satz  fbr  jedweden  Innern  Punkt  t  die  Formel : 

wo  T  die  reciprojLC  Entfernung  des  Punktes  t  vom  Elemente  da 
vorstellt.  Die  Formel  aber  sagt  aus,  dass  F.  angesehen  werden 
kann  als  die  Summe  zweier  Potentiale,  von  denen  das  eine, 

herrührt  von  einer  gewissen  auf  der  Fläche  a  ausgebreiteten 
einfachen  Belegung,  während  das  andere 

herriihrt  Ton  einer  gewissen  ebenfalls  auf  der  Fläche  a  ausge- 
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breiteten  Doppelbelegung.  Auch  ist  die  Theorie  der  Doppel- 
belegungen  von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  im  ftlnften  Ca- 
pitel  entwickelte  Methode  des  arithmetischen  Mittels.  Diese 
bereits  im  Jahre  1870  in  ihren  Hauptumrissen  vom  Verfasser  ange- 
gebene Methode  (vgl.  dieses  Jahrb.  Bd.  HL  p.  493)  wird  hier  zum 
ersten  Mal  in  ausführlicher  Weise  exponirt.  Ohne  auf  diese  Me- 
thode hier  genau  eingehen  zu  wollen,  mag  nur  bemerkt  sein, 
dass  man  mittelst  derselben  denjenigen  ExistenzbeweiSv  der  ge- 
wöhnlich durch  das  Dirichlefsche  Princip  absolvirt  zu  werden 
pflegt,  fdr  eine  grosse  Anzahl  von  Flächen  und  Curven  mit  wirk- 
licher Strenge  zu  liefern  im  Stande  ist. 

Das  sechste^  siebente  und  achte  Capitel  enthalten  einige 
sich  anschliessende  Untersuchungen.  So  z.  B.  wird  im  achten 
Capitel  die  Methode  des  arithmetischen  Mittels  für  den  Fall 
explicirt,  dass  die  auf  der  Oberfläche,  resp.  auf  der  Curve  vor- 
geschriebenen Werthe  mit  irgend  welchen  Unstetigkeiten  be- 
haftet sind. 

Endlich  findet  man  im  neunten  Capitel  gewisse  Methoden, 
die  (wenigstens  ihrer  Tendenz  nach)  verwandt  sind  mit  den 
schon  von  Murphy  angegebenen  combinatorischen  Methoden. 

Nn. 


C    Neümann.     Neue  Methode  zur   Reduction    gewisser 
Potentialaufgaben.    Leipz.  Ber.  1878. 1-9. 

C.  Neümann.     Ueber  zwei  von  Green  gegebene  Formeln. 

Leipa.  Ber.  1878.  10-12.  jj 

Despeyraüx.     Thöorfemes  g^n^raux  du  potentiel. 

M6m.  de  Toul.  (7)  VIII.  221-242. 


J.  Delsaux.     Sur  la  d^monstration  de  T^uation 

JV  =  —  47rj. 
Soc.  Bcieni  Braz.  II.  B.  99-102. 

P.  Mansion.     Rapport  sur  ce  memoire.  Soc.  scient.  Brax.  II. 

A.  67. 
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Man  kann  den  Beweis  auf  den  Fall  reduciren,  dass  der 
Körper  eine  beliebig  kleine  Kugel  ist ,  deren  Dichtigkeit  im  Cen- 
trum gleich  Null  ist,  falls  der  Körper  heterogen.    Dann  hat  man 

wo  Y  das  Potential,  v  das  Volumen,  a  die  Oberfläche,  n  die 
Normale  der  kleinen  Kugel  ist  Aber  die  Theorie  der  Anziehung 
ergiebt 

wo  Q  die  Dichtigkeit  ist.  Daraus  folgt  JV  =•  —  47r^,  wenigstens 
wenn  JV  nicht  in  jedem  Punkte  der  Kugel  sein  Zeichen  wechselt. 

Mn.  (Wn.) 

A.  Wassmüth.     Zur  Theorie  des  Frächenpotentials. 

Carl  Rep.  XIV.  428430. 

Zum  Beweise  des  Satzes  über  die  Diseontinuität,  welche  die 
normale  Anziehungscomponente  einer  mit  Masse  belegten  Fläche 
beim  Durchgang  des  angezogenen  Punktes  durch  die  Fläche  er- 
fahrt, ersetzt  der  Verfasser  das  den  Fusspunkt  der  betrachteten 
Normale  umgebende  kleine  Flächensttlck  durch  die  Scheitelgegend 
desjenigen  elliptischen  (resp.  hyperbolischen)  Paraboloids,  das  der 
gegebenen  Fläche  möglichst  nahe  kommt.  Für  das  Paraboloid 
ergiebt  sich  der  Satz  leicht.  Wn. 

E.  Mathieü.     R^flexions  au   sujet  d'un  th^orfeme  d'un 
memoire  de  Gauss  sur  le  potentiel.  Borchardt  J.  Lxxxv. 

264-269. 

Die  „R^flexions^  beziehen  sich  auf  den  von  Gauss  gegebenen 
Beweis  für  den  Satz,  dass  man  einer  geschlossenen  Fläche  stets 
eine  Massenbelegung  ertheilen  könne,  deren  Potential  V  auf  der 
Fläche  vorgeschriebene  Werthe  V  besitzt.  Der  Beweis  stfltzt  sich 
bekanntlich  auf  die  Existenz  eines  Minimums  von 


Sl  =  f{y-2V)md9, 
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WO  die  iDtegration  tlber  alle  Masaeoeleinente  mdt  der  Flächen- 
belegQDg  zu  erstrecken  ist.  Aue  dem  vorliegenden  Aufeatse  nna 
ist  hier  herrorzuheben  erstens  der  Satz,  dass  das  Poteotial  eiuer 
solcbeo  Belegung  auf  sich  selbst  immer  positiv  ist,  so  lange  m 
endlich,  auch  wenn  m  positive  und  negative  Werthe  besitzt, 
zweitens  der  Nachweis,  dass  die  Bedingung  K— (/ =  0  bei  be- 
liebiger, V—ü  :=  coDst.  bei  gegebener  Gesammtmasse  immer  zu 
einem  wirklichen  Minimum  von  S2  fUbrL  B. 


.  E.  Beltrami.     Iiitortio  ad  alcune  proposizioni  di  Clau- 

sius   nella  teoria  del  potenziale.    Read.  lit.  Lomb.  (2)  xi' 

13-27,  N.  Cim.  (3)  IV.  35-53. 

Die  Abhandlung  beschäftigt  sich  mit  dem  gegenseitigen  Zn- 

sammenhange  zwischen  gewissen  Formeln  für  die  TransformattoD 

dreifacher  Integrale  in  zweifache  und  umgekehrt,  Formeln,  auf 

"  "  "    pttbeoremen  der  Polentialtbeorie  in  den 

uslus   und  Riemann  beruht.     Da  eine 

der   gegebenen  Entwickelnngen  nicht 

nur  erw&hnl,   dass  als  Quelle  dieser 

htionen 

=  -/' 

Function  der  reohtwinkligeo  Coordinaten 
rdinaten  r,  &,  qp;  u  eine  der  Coordi- 
t  des  Raumes  t;  da  Element  der  Be- 
ment  der  Normale  In  dw,  nach  aossen 
1  Nullpunkte  (r  =  0);  a  die  scheinbare 
n  Nullpunkte  aus.  Ausserdem  werden 
alogen  Beziehungen  zwischen  Ebenen- 
idelt.  B. 


3— 
'~J—  düi-aF. 
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E.  Beltrami.     Sülle  funzioni  potenziali  di  sistemi  sim- 

metrici   intorno   ad  un  asse.    Rend.  Ist  Lomb.  (2)  XL  668-680. 

Gegeben  ein  Rotationspotential  V(x,  y^  is),  d.  b.  ein  Potential, 

das  sieb  als  Function  von  js  und  u  =  ix*-\-y^  allein  darstellen 
lässt,  dann  soll  Tf(s,  u)  zu  V  assoeiirt  heissen,  wenn 

dW  dV  dW  dV 


=   U—i^ ,  —?: =    —  tl 


du  da    '  d«  du 

W  =  constans  ist  die  Gleicbung  der  Kraftlinien  zu  V.  Es  gelten 
folgende  Relationen: 

ferner  kann  man  ansetzen 

wo  K,  und  TT,  zwei  Functionen  derselben  Art,  wie  V  und  W 
bedeuten  und  W^  zu  F,  assoeiirt  ist.  Nach  Erläuterung  dieser 
Relationen  an  zwei  einfachen  Beispielen  wird  allgemein  die 
Function  V  aufgesucht ,  durch  deren  partielle  Ableitungen  sich 
F  und  W  linear  ausdrücken  lassen.    Es  ergiebt  sich 

dV  =  Vdfo  +  Wdv, 

wo  V  und  fo  zwei  Functionen  derselben  Art,  wie  F  und  W  sind. 
Die  weiteren  Abschnitte  enthalten  Consequenzen  aus  diesen  Be- 
ziehungen, sowie  die  Aufstellung  analoger  Relationen  bei  Ein- 
ftlbrung  von  Polarcoordinaten,  nebst  Beispiel.  B. 


E.  Beltrahi.     Alcuni  punti  della  teoria  del  potenziale. 

Bend.  di  Hol.  1877-1878.  162-168. 


A.  Wangerin.     üeber  die  Reduction  der  Gleichung 


d'V   ,    d^V    ,    Ö'F 


dx^  ^  dy'  ^   dz* 
auf  gewöhnliche  Differentialgleichungen.  Borl.  Monatsber. 

1878.  152-166. 
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Es  ist  ein  Körper  und  eine  dreifach  orthogonale  Flächen- 
schaar  mit  den  Parametern  9,  ^,,9,  gegeben,  der  die  Begrenzung 
des  Körpers  angehört,  dann  lassen  sieh  in  gewissen  Fällen  Par- 
tieularlösungen  von  z/F  =  0  in  der  Form  XRR^R^  aufstellen,  wo 
A,  A,,  A,  Functionen  von  den  ^,^1,^,  allein  mit  zwei  willkfir- 
lichen  Constanten  sind,  während  X  eine  allen  Particularlösungen 
gemeinsame  Function  aller  drei  Parameter  ohne  willkürliche  Con- 
staute  bedeutet.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  wird  nun  die 
Frage  nach  der  Gestalt  der  Körper,  welche  solche  Particular- 
lösungen zulassen,  allgemein  für  den  Fall  beantwortet,  dass  die 
Körperbegrenzung  und  die  beiden  Schaaren  g  und  ^,  Rotations- 
flächen mit  gemeinsamer  Axe  sind.  Als  Resultat  ergiebt  sich 
zunächst  folgendes:  Die  rechtwinkligen  Goordinaten  x^  r  eines 
Punktes  der  Meridiancurve  müssen  mit  den  Parametern  I,  u  der 
orthogonalen  Meridiancurvenschaaren  durch  eine  Gleichung  von 
der  Form  x  -^  ir  =^  F(t  +  iu)  zusammenhängen,  ferner  muss  JP 
so  beschaflen  sein,  dass  der  Ausdruck 

TT  t(^)' + (^)'l  =  ^  in. + <.)  +  n.  -  m 

die  Form  q>(()  -f  ip{u)  annimmt  Diese  Bedingungen  waren  schon 
von  Hm.  C.  Neumann  als  hinreichend  erkannt  worden,  wesent- 
lich ist  jedoch,  dass  sie  hier  auch  als  nothwendig  nachgewiesen 
werden.  Die  weitere  Verfolgung  dieser  Bedingungen  führt  dann 
nach  Elimination  des  Arguments  t  —  tu  zu  dem  eleganten  Re- 
sultat ,  dass  F  eine  elliptische  Function  von  t  4-  tu  sein  muss. 
Hieraus  folgt  dann  weiter,  dass  die  allgemeinste  Form  der  ge- 
suchten Curven  durch  die  Gleichung 

(aj«  +  ry  +  Ax(x^  +  r*)  ±  BW  ±  Cr^  +  E'x  =  ±  D* 
gegeben  ist,  welche  durch  die  Substitution 


aj  4-  IT  =  —       V^^—i — - — h4 


) 
aus  der  Form 

(i^]+r]y  +  Ax]+Br]^±D 
hervorgeht.  B. 
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A.    Wassmüth.       Note    über    den    Ausdruck     für    das 
innere  Potential  eines  homogenen  EUipsoids.  Gruoert  Arch. 

LXII.  448. 

Der  für  das  genannte  Potential  hergeleitete  Ausdrucklautet: 


dP. dP.     .    .  .       .   dP. 


2ni^y  j(x'-a)^  +  (»'-/») -^  +  {^'-y) 


0 


Uj  ßy  y  sind  die  Quadrate  der  Halbaxen  und  P^  der  Wertb  des 
Potentials  im  Mittelpunkte  des  EUipsoids.  B. 


Laguerre.    Sur  l'attraction  qu'exerce  un  ellipsoide  homo- 
gene sur  un  point  ext^rieur.    C.  R.  LXXXVI.  1257-1259. 

Durch  Anwendung  der  bekannten  Formel 

wird  das  dreifache  Integral  für  das  Potential  V  des  homogenen 
EUipsoids 


in  einem  äusseren  Punkte  (x^  y,  %)  zunächst  in  ein  vierfaches 
verwandelt,  bei  dem  sich  jedoch  durch  eine  einfache  geometrische 
Betrachtung  sofort  zwei  Integrationen  ausfuhren  lassen,  so  dass 
man,  abgesehen  von  einem  constanten  Factor,  für  F  den  Aus- 
druck 

/•+*  pl (l-Qd/dy 

Z.X     ;/   a:  -j-  ty  cos  9)  +  ta  sin  y  —  <  ^(a'  —  6')  +  (fe*— c*)  sin*  tp 

erhält,  dessen  Integration  nach  /  sich  ohne  Schwierigkeiten  aus- 
führen lässi  Zur  völligen  Strenge  dieses  an  sich  einfachen  Ver« 
fahrens  würde  es  allerdings  wegen  der  auftretenden  complexen 
Grössen  erforderlich  sein,  die  etwas  weitläufige  Unterscheidung 
der  verschiedenen  in  Bezug  auf  Vorzeichen  etc.  möglichen  Fälle 
darcbzuiUhren.  B. 
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lur  l'attraction.  Tanl.  en  Hedsd«al. 
KI.  191-212. 

bachnitte.  Im  erstea  wird  aatge- 
Lusdrückea  fttr  die  Anziebung  eines 
oides  auf  einen  Puokt  seiner  Ober- 
e  abgeleitet,  welche  erzeugt  wird 
!,  die  orthogonal  zur  Resultante  der 
zeigt,  dasa  diese  Curre  eine  Ellipse 
e  des  Meridians  des  Ellipsoida  zu- 

idet  man  einige  Betrachtungen  Ober 
uf  einen  Punkt  seiner  ReTolutiooB- 
elliptische  Integrale  zurückgefQbrt 
G. 


ion    des  sph^roides  eltiptiqnes 

I.  (7)  VII.  325-331. 


Elfter  Abschnitt 

Mathematische  Physik. 

Capitel  L 
Molecularphysik,  Elasticität  und  Capillarität. 

N.  OuMOFF.     üeber  fictive  Wechselwirkungen  zwischen 
Körpern,  die  sich    in   einem   Medium  von  constanter 

Elasticität  befinden.    Mosk.  Math.  Samml.  IX.  (Rassisch). 

p. 


J.  Jbwnbwitzsch.  üeber  das  Princip  der  kleinsten 
Arbeit  der  inneren  Kräfte  und  dessen  Anwendung 
zur  Bestimmung  der  inneren  Spannungen  in  elasti- 

sehen   Systemen.    Ber.  d.  TechD.  inst,  zu  st.  Petersb.  1877. 

P. 

6.  Helm.    Zu  Biemann's  Gravitationstheorie.  Schiomüch  z. 

XXin.  261-263. 

In  Biemann's  „Neue  mathematische  Principien  der  Natur- 
philosophie^ (Riemann's  Werke  p.  502)  findet  sich  der  Satz: 
„Nimmt  man  an,  dass  der  raamerfbllende  Stoff  eine  incompres- 
sible  homogene  Flflssigkeit  ohne  Trägheit  sei,  und  dass  in  jedes 
ponderable  Atom  in  gleichen  Zeiten  stets  gleiche,  seiner  Hasse 
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proportioDale  Mengen  einströmen,  so  wird  offenbar  der  Druck, 
den  das  ponderable  Atom  erfährt,  der  Geschwindigkeit  der  Stoff- 
bewegung  an  dem  Orte  des  Atoms  proportional  sein.^  Der  Ver- 
fasser der  vorliegenden  Notiz  zeigt  nun  durch  Anwendung  be- 
kannter Sätze  der  Potentialtheorie,  dass  die  im  obigen  Citat 
schräg  gedruckten  Worte  heissen  mUssen:  „dem  Newton'schen 
Potentiale  in  dem  Orte  des  Atoms  proportional  sein.^ 

Wn. 


H.  F.  Weber.      Untersuchungen    über  das    Elementar- 
gesetz der  HydrodiflFusion.    Wolf  z.  xxiil.  325-366. 

Nach  einer  von  Fick  aufgestellten  Hypothese  (Pogg.  Ann. 
XGIV.)  ist  das  von  der  Hydrodiffusion  befolgte  Elementargesetz 
von  derselben  Form,  wie  das  von  Fourier  für  die  Wärmeleitung 
in  festen  Körperu  aufgestellte.  In  Folge  dessen  muss  die  Con- 
centration  &j  falls  sie  nur  von  einer  Dimension  abhängig  ist,  der 
partiellen  Differentialgleichung  genügen 

^^^  dt    ""'^öx*' 

wobei  k  die  Diffusionsconstante  ist.  Um  nun  die  Richtigkeit 
des  Elementargesetzes  zu  prüfen,  was  bisher  nicht  in  genügender 
Weise  geschehen,  wird  in  der  vorliegenden  Arbeit  die  Gleichung 
(1)  für  zwei  verschiedene  Arten  von  Anfangs-  und  Grenzbedin- 
gungen integrirt;  sodann  wird  aus  der  so  ermittelten  Concen- 
tration  die  elektromotorische  Kraft  berechnet,  die  zwischen  zwei 
an  den  Enden  des  Diffusionsgefässes  angebrachten  Zinkplatten 
in  Folge  des  Goncentrationsunterschierfes  beider  Enden  entsteht; 
diese  berechnete  elektromotorische  Kraft  wird  endlich  mit  der 
beobachteten  verglichen.  So  grosses  Interesse  diese  Methode  von 
physikalischem  Gesichtspunkte  aus  hat,  enthält  sie  doch  mathe- 
matisch nichts  Neues,  da  die  angewandten  Integrationsmethoden 
aus  der  Theorie  der  Wärmeleitung  bekannt  sind. 

Wn. 
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8.  Canevazzi.     Studi  geometrici  sulF  equilibrio  moleco- 

lare.      Reod.   di  Bologna  1877.   138-139;    Mem.   di   Bologna  (3^   VII. 
194-233. 

Nach  einer  Recapitulation  der  Reciprocitätsbeziehungen  zwi- 
schen Seil-  und  Kräitepolygon,  wendet  der  Verfasser  dieselben  au 
auf  ein  ebenes  System  von  materiellen  Punkten,  die  auf  einander 
mechanische  Einwirkungen  ausüben.  Die  Intensitäten  und  Rich- 
tungen der  Kräfte,  welche  auf  ein  Flächenelement  wirken,  wer- 
den dargestellt  durch  die  conjugirten  Halbmesser  von  Kegel- 
schnitten. Sind  alle  Kräfte  einer  Art  (nur  Druck  oder  nur  Zug), 
so  ist  die  Curve  eine  Ellipse,  im  anderen  Falle  besteht  sie  aus 
2  conjugirten  Hyperbeln,  von  denen  die  eine  Druck-,  die  andere 
Zugspannungen  angiebt;  die  Asymptoten  sind  die  Richtungen, 
in  denen  nur  Tangentialkräfte  (Abscheerungen)  wirken.  Auf 
Orund  der  projektivischen  Eigenschaften  lassen  sich  die  erforder- 
lichen Constructionen  alle  mit  Hilfe  eines  Kreises  ausführen. 
Die  gefundenen  Gesetze  werden  auf  den  Raum  ausgedehnt,  und 
es  wird  gezeigt,  wie  die  Bedingungen  des  molecularen  Gleich- 
gewichtes elastischer  Körper,  der  Erdmassen,  der  FlQssigkeiten 
daraus  abgeleitet  werden  können.  Bn. 


O.  E.  Meter.     Ueber  die  elastische  Nachwirkung. 

Pogg.  Ann.  (2)  IV.  249-268. 

Der  Verfasser  bespricht  die  verschiedenen  zur  Erklärung 
der  elastischen  Nachwirkung  aufgestellten  Theorien.  Die  vom 
Verfasser  selbst  früher  aufgestellte  Theorie  (Annahme  einer  in- 
neren Reibung)  giebt  Folgerungen,  die  jedenfalls  mit  der  von 
W.  Weber  entdeckten  Erscheinung  der  elastischen  Nachwirkung 
nicht  identisch  sind  [cf.  F.  d.  H.  VI.  647].  Boltzmann's  Theorie 
(cf.  F.  d.  M.  VI.  648,  VIII.  639)  besitzt  einen  hohen  Grad  von  All- 
gemeinheit, aber  auch  von  Unbestimmtheit.  Nach  Heyer's  Ansicht 
soll  diese  Theorie  ausserdem  den  atomistischen  Hypothesen  wider- 
sprechen. Neesen's  Theorie  (s.  F.  d.  M.  VIII.  p.  639)  sei  ferner  als  eine 
blosse  Beschreibung,   nicht  als  eine  Erklärung   der  Thatsachen 
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anzusehen.  Zum  Schluss  wird  eine  Ansicht  von  Kohlrausch  er- 
örtert, wonach  zur  Erklärung  der  in  Frage  stehenden  Erschei- 
nungen die  Bewegungen  herangezogen  werden,  die  nach  der 
kinetischen  Wärmetheorie  jedes  Theilchen  um  seine  Gleichge- 
wichtslage macht.  Diese  Ansicht  versucht  Herr  Meyer  nun  ma- 
thematisch zu  formuliren  und  gelangt  durch  mehrere,  dem  Re- 
ferenten zum  Theil  ziemlich  willkürlich  erscheinende  Annahmen 
dazu,  statt  der  einfachen  Elasticitätsgleichung  für  die  Schwingung 
eines  Theilchens 

die  folgende  zu  setzen: 

du     d*u    __        du     d'u  du       d*u        i     y    ^^     ^*** 


dx    dt^     '^  ^  dx    dx'    ^    '  dx     dx'dt     ^  ^     dt    dxdi' 

du 
Dabei  ist  u  der  Abstand  von  derjenigen  Lage,  für  die  -^  =  0 

ist.    Die  letzte  Gleichung  wird  integrirt  unter  der  Annahme,  dass 
u  eine  lineare  Function  von  x  ist.  Wn. 


L.  BoLTZMANN.      Zui'  Theorie   der  elastischen  Nachwir- 
kung.   Pogg.  Ano.  (2)  V.  430-432. 

Herr  0.  E.  Heyer  hatte  gegen  Boltzmann's  Theorie  der 
elastischen  Nachwirkung  den  Einwand  erhoben,  dieselbe  st&nde 
in  Widerspruch  mit  den  bisher  allgemein  verbreiteten  Anschau- 
ungen der  Atomtheorie  (cf.  das  vorhergehende  Referat).  Dies 
wird  von  Herrn  Boltzmann  bestritten,  indem  er  erörtert,  dass  die 
Gruppirung  der  fortwährend  in  Bewegung  befindlichen  MoIeclUe 
nicht  blos  von  den  momentanen,  sondern  auch  von  den  vorher- 
gegangenen Zuständen  des  Körpers  abhängen  könne;  und  die 
verschiedene  Gruppirung  modificire  auch  die  elastischen  Kräfte. 
Allerdings  scheine  seine  (Boltzmann's)  Annahme  über  den  Ein- 
fluss  der  Gruppirungsänderung  auf  die  elastischen  Kräfte  nicht 
überall  zutreffend  zu  sein.  Wn. 
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E.  Warbürg,  lieber  das  Gleichgewicht  eines  Systems 
ausgedehnter  Molecüle  und  die  Theorie  der  elastischen 
Nachwirkung.    Pogg.  Add.  (2)  IV.  232-249. 

Der  vorliegende  Aufsatz  ist  ein  Auszug  aus  einer  Arbeit, 
die  der  Verfasser  in  den  Berichten  der  naturforscbenden  Gesell- 
schaft zu  Freiburg  veröffentlicbt  bat.  Letztere  bat  den  Zweck, 
die  von  Wilb.  Weber  zur  Erklärung  der  elastischen  Nachwirkung 
aufgestellte  Hypothese  mathematisch  zu  formuluren.  Nach  Weber 
rtthrt  die  elastische  Nachwirkung  von  einer  Drehung  der  klein- 
sten Theile  um  ihre  Schwerpunkte  her.  Es  wird  deshalb  hier 
folgende  Aufgabe  gestellt:  Gegeben  ist  ein  System  beliebig  ge- 
stalteter, gleicher,  starrer  Molecttle,  deren  Schwerpunkte  im  natür- 
lichen Zustande  gleichförmig  angeordnet  sind;  femer  sind  ge- 
geben die  Verschiebungen  der  Schwerpunkte  für  einen  Zustand, 
der  von  dem  natürlichen  unendlich  wenig  verschieden  ist  Es 
sollen  erstens  die  zum  Schwerpunkt  relativen  stabilen  Gleichge- 
wichtslagen der  Molecüle  für  diesen  Zustand  gefunden  werden. 
Zweitens  sollen  die  Spannungen  fllr  den  Fall,  dass  die  Molecüle 
in  ihren  stabilen  Gleichgewichtslagen  ruhen,  berechnet  und  ver- 
glichen werden  mit  den  Spannungen  für  den  Fall,  dass  bezüglich 
der  Einstellung  der  Molecüle  an  jeder  Stelle  keine  Richtung  des 
Baumes  bevorzugt  ist  Diese  Aufgabe  wird  gelöst  durch  Ent- 
wickelung  des  Potentials  des  Systems  in  Bezug  auf  ein  belie- 
biges seiner  Molecüle,  wobei  vorausgesetzt  wird,  dass  die  linearen 
Dimensionen  der  Molecüle  unendlich  klein  sind  gegen  den  Ab- 
stand ihrer  Schwerpunkte.  In  dem  vorliegenden  Auszuge  sind 
nur  die  Resultate,  nicht  die  Entwickelungen  selbst,  kurz  mitge- 
tbeilt.  Diese  Resultate  werden  dann  angewandt  auf  die  Berech- 
nung der  stabilen  Gleichgewichtslagen  bei  der  Torsion  und  Deh- 
nung eines  Drahtes  von  kreisförmigem  Querschnitt.  Die  Einzeln- 
heiten dieser  Anwendung  übergehen  wir  hier  und  bemerken  nur 
noch,  dass  nach  des  Verfassers  eignen  Worten  die  von  ihm  ver- 
folgte Hypothese  noch  nicht  soweit  entwickelt  ist,  dass  quanti- 
tative Bestimmungen  aus  derselben  abzuleiten  wären. 

Zum  Schluss  giebt  der  Verfasser  an,  wie  er  sich  den  Vor- 
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gang  der  elastiBchen  NachwirkuDg  auf  Grand  der  mechanischen 
Wännetheorie  vorstellt  Wn. 


F.  Grashof.     Theorie  der  Elasticität  und  Festigkeit  mit 
Bezug  auf  ihre  Anwendungen  in  der  Technik.    Berlio. 

R.  Gärtner. 

Zweite  Auflage  der  1 866  erschienenen  Festigkeitslehre.  Durch 
wesentliche  Umarbeitung  ist  dieselbe  nunmehr  auch  fbr  das 
Selbststudium  geeignet  gemacht  worden.  Sie  zerftUt  in  f&nf 
Abschnitte,  von  denen  der  erste  die  allgemeine  Theorie  der  Ela- 
sticität enthält;  derselbe  entwickelt  die  Begriffe  des  Spannungs- 
und Deformationsellipsoides  und  die  allgemeinen  Beziehungen 
zwischen  Spannung  und  Deformation  bei  dreiaxigen,  einaxigen 
und  isotropen  Körpern.  Der  zweite,  weitaus  grösste  Abschnitt 
behandelt  die  für  die  Praxis  wichtigen  geraden  stabförmigen 
Körper  unter  Heranziehung  zahlreicher  Beispiele.  Die  folgenden 
Abschnitte  handeln  dann  noch  von  den  krummen  Stäben,  den 
Platten  und  von  der  Deformationsarbeii  Bn. 


W.  E.  Story.     On  the  elastic  potential  of  crystals. 

Amer.  J.  I.  177-184. 

Die  Componenten  der  elastischen  Druckkräfte  kann  man  be- 
kanntlich als  partielle  Derivirte  einer  ganzen  homogenen  Function 
zweiten  Grades  der  6  Grössen 

—   ^^  __    ^^  __  öir  _   du  dv 

^*  —  "51" »    t/p  —  "^ir  '    *'  —  "37" )   y»  —  "517  + 


örr  '  ^^  dy  '  ^'  dz  '  ^'^  dy  ^  dx  '  * 
darstellen.  Diese  Function,  die  hier  elastisches  Potential  ge- 
nannt wird,  enthält,  wenn  man  von  jeder  Voraussetzung  über  die 
Constitution  des  Körpers  abstrahirt,  21  Constante,  die  sich  f&r 
isotrope  Körper  auf  zwei  reduciren.  In  dem  vorliegenden  Auf- 
satz wird  nun  untersucht,  welches  die  Zahl  der  Gonstanten  f&r 
die  einzelnen  Krystallsystemc  ist.  Die  Resultate  dieser  Unter- 
suchung sind  zum  Theil  bekannt,  die  Methode  ist  die  gewöhn- 
liche,  zu  untersuchen,  welche  Aenderung  die  oben  genannte 
Function  durch  Coordinatentransformation  erleidet  Wn. 
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De  Saint-Venant.     Des  param^tres  d'^lasticit^  des  so- 
lides, et  de  leur  d^termination  exp^rimentale. 

C.  R.  LXXXVI.  781-786. 

Der  Verfasser  stellt  einige  bekannte  Resultate  der  Elasti- 
citätstbeorie  zusammen.  Dieselben  bezieben  sieb  1)  auf  die 
Zabl  der  in  den  elastischen  Druckkräften  entbaltenen  Gonstanten 
f&r  Körper  von  verschiedener  Structur  und  die  Relationen  zwi- 
schen diesen  Gonstanten  (für  isotrope  Körper  nimmt  der  Ver- 
fasser nur  eine  Gonstante  an);  2)  auf  den  Zusammenhang  jener 
Constanten  mit  dem  Elasticitätsmodul;  3)  auf  die  Quercontraction 
eines  Prismas  bei  Längendilatation  desselben ;  4)  auf  die  Torsion 
eines  kreisförmigen  Cylinders.  Er  zeigt  dann,  wie  man  diese 
Resultate  zur  numerischen  Bestimmung  der  Elasticitätsconstanten 
yerwerthen  kann.  Wn. 


De  Saint-Venant.  Sur  la  torsion  des  prismes  k  base 
mixtiligne  et  sur  une  singularit^  que  peuvent  oflfrir 
certains  emplois  de  la  coordonn^e  logarithmique 
du  Systeme  cyliiidrique  isotherme  de  Lam^. 

C.  B.  LXXXVII.  849. 

De  Saint-Venant.  Exemples  du  calcul  de  la  torsion 
des  prismes  k  base  mixtiligne.    0.  R.  LXXXVll.  893. 

Verfasser  recapitulirt  die  in  den  C.  R.  1847  und  H^m.  d.  Say. 
ötrangers  1853  entwickelten  Formeln  für  die  durch  die  Torsion 
hervorgerufenen  longitudinalen  Verschiebungen  u  der  Punkte 
eines  ursprünglich  ebenen  Schnittes  und  die  allgemeine  Lösung 
der  Aufgabe  durch  Polarcoordinaten. 

Alsdann  specialisirt  er  die  Lösung  ftlr  den  Fall,  dass  der 
Querschnitt  ein  gemischtliniges  Rechteck  sei,  d.  h.  ein  Sector 
eines  concentrischen  Kreisringes;  es  findet  sich  u  als  Summe 
von  unendlich  vielen  Gliedern,  enthaltend  Potenzen  des  Radius 

vector,  multiplicirt  mit  Binmß  Im  =  n,  y  der  Gentriwinkel 

\  y 

des  SectorsJ. 

FortMbr.  d.  Math.  X.  3.  43 
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ich  2  LOsnngen  derselben  Aufgabe,  indeni 
)Be  V  einfahrt  und  die  Polarcoordinaten 
echtwinkligen  Isothermen-Goordinaten  er- 
iat  sowohl  anf  dem  von  Lgmä  (Legons) 
Thomson  und  Tait  (Treatige  of  natural 
en  Wege  entwickelt  Beide  Fonnela 
9  der  innere  Radius  =  0,  also  ein  voller 
initt  da  ist,  auf  den  begrenzenden  Radien 
i  V.  Der  Widerspruch  ist  in  einer  An- 
Abhandlung  gelöst,  da  das  Resultat  die 
^  sich  dadDrcbf  dass  diese  Formeln  für 
Itate  ihren  Dienst  rersagen. 
bhandlung  giebt  nnn  der  Verfasser  die 
lent  Mx  der  durch  die  Verschiebung  der 
elastischen  Widerstände  und  zeigt  dann 
lumerischeD  Resultaten,  welche  verhSng- 
iben  können,  wenn  man  den  Toraons- 
Ischen  Voraussetzung  berechnet,  dass  die 
jenkrecht  zur  Prismenkante  bleiben.  Be- 
Moment des  Torsions  Widerstandes  unter 
ing,  so  findet  sich  beispielsweise: 

0,3776  für  Sectoren  von  bez.  45",  60',  180*. 
las  Verhältnis« =  0,5589  sein  kann, 

da  ja  in  diesem  Falle  die  Voraossetznng, 
)en  bleiben,  zntrifil.    Sollte  ein  constanter 

der  Verfasser  auch  fQr  Sektoren  von  60° 
m  Punkte  des  Querschnittes  an,  d.  h.  die 
tscherungswiderBtandes.  Sie  finden  sich 
I  Abständen  von  0,56r,  bez.  0,367r  Tom 
Bn. 


lilibre    d'^lasticit^  d'un  sol  isotrope 
pportant  diff^rents  poids. 
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Unter  der  Voraussetzung,  dass  auf  der  ebenen  unbegrenzten 
Oberfläche  des  Körpers  eine  begrenzte  Schicht  ruht,  deren  Ge- 
wicht in  den  einzelnen  Punkten  durch  f(^^Tf)d^dri  gegeben  ist, 
werden  die  dadurch  hervorgerufenen  elastischen  Verschiebungen 
ti,  Vj  v>  durch  eine  Function  <2>  dargestellt,  welche  die  erste  Ablei- 
tung des  Potentials  der  lastenden  Schicht  ist  Danach  ergeben 
sich  Formeln  für  die  drei  Spannungen  iV„  T,^  T,,  welche  auf  ein 
horizontales  Flächenelement  wirken;  für  ein  Element  der  Ober- 
fläche werden  die  Werthe  der  Spannungen  durch  Integrale  dar- 
gestellt. Bn. 


J.  BoussiJNBSQ.  Sur  la  d^pression  que  produit,  k  la 
snrface  d'un  sol  horizontal,  ^lastique  et  isotrope,  un 
poids  qu'on  y  d^pose  et  sur  la  r^partition  de  ce  poids 
entre  ses  divers  points  d'appui.    CR.  LXXXVII.  402. 

Die  Aufgabe  wird  behandelt  flir  den  Fall,  dass  der  schwere 
Körper  ein  Rotationskörper  sei  mit  senkrechter  Aze  und  ebener 
Basis.  Die  Senkung  to  wird  durch  ein  Doppelintegral  dargestellt 
und  einige  specielle  Fälle  (gleichmässige  Vertbeilung)  ausgeführt. 
Die  umgekehrte  Aufgabe,  aus  der  Einsenkung  die  Druckverthei- 
Inng  zu  flnden,  wird  ebenfalls  berührt.  Bn. 


J.  BoussiNKSQ.  Calcul  des  dilatations  ^prouvöes  par 
les  ^l^ments  mat^riels  rectilignes  appartenant  k  UDe 
petite  portion  d'une  membrane  ^lastique  courbe  que 
Pon  deforme,    c.  R.  Lxxxvi.  8i7. 

E^  wird  eine  Formel  entwickelt  für  die  Arealveränderung 
eines  unendlich  kleinen  Flächenstttckes,  und  indem  diese  Aende- 
rung  gleich  Null  gesetzt  wird,  der  Gauss'sche  Satz  von  den  ela- 
stischen Flächen  bewiesen,  dass  bei  einer  Umformung  ohne 
Flächenvergrösserung  die  Gesammtkrttmmung  unverändert  bleibt. 

Bn. 


43* 
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H.  T.  Eddy.     The  elastic  arch.    Am.  J.  i  241-245. 

Der  Verfasser  beweist  durch  einfache  Betrachtangen  folgende 
Sätze: 

Die  neutrale  Axe  des  elastischen  Bogens  ist  die  Cnrye  der 
Biegungsmomente,  welche  durch  den  an  den  Stutzpunkten  wir- 
kenden Schub  erzeugt  wird. 

Wenn  an  den  Stützpunkten  Momente  wirken,  so  ist  die 
Schublinie  entsprechend  zu  verlegen. 

Wenn  die  durch  die  Belastung  erzeugte  Momentencurve  mit 
Zugrundelegung  des  faktisch  vorhandenen  Schubes  so  constroirt 
wird,  dass  ihre  Schlusslinie  mit  der  Schublinie  des  Bogens  zu- 
sammenfällt, dann  ist  das  Biegungsmoment  an  jedem  Punkt  gleich 
dem  Produkt  des  Schubes  mit  der  zwischen  der  neutralen  Axe 
und  der  Momentencurve  enthaltenen  Verticalen.  Bn. 


J.  BoussiNESQ.  Sur  la  question  des  conditions  speciales 
au  contour  des  plaques  ^lastiques.  CR.  LXXXVI.  los-iio. 

M.  Levy.  Quelques  observations  sur  upe  Douvelle  note 
de  M.  Boussinesq  relative  ä  la  th^orie  des  plaques 
^astiques.   c.  R.  Lxxxvi.  304-307. 

J.  Boussinesq.  Sur  les  conditions  speciales  au  contour 
des  plaques.  C.  R.  LXXXVI.  461-463. 
Fortsetzung  der  schon  im  vorigen  Jahre  (cfr.  F.  d.  M.  IX. 
698 — 699)  begonnenen  Discussion  über  die  Frage,  ob  das  Pro- 
blem der  elastischen  Platte  drei  Randbedingungen  erfordere, 
wie  Poisson  und  mit  ihm  L6vy  annimmt,  oder  nur  zwei,  wie 
Kircbhoff  will.  Die  beiderseits  angeführten  Gründe  scheinen  dem 
Beferenten  weniger  geeignet,  eine  definitive  Entscheidung  herbei- 
zuführen, als  das,  was  Kirchhoff  in  seiner  Erwiderung  auf  die 
erste  Arbelt  von  Lävy  hervorgehoben  hat  (cfr.  F.  d.  M.  IX.  628). 

Wn. 

A.   Barth£lemy.      Sur    les  plaques    et  membraues    de 

formes   elliptiques.    M^m.  de  Tool.  (7)  IX.  175-240. 
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6.   VAN  DBB  Mbnsbrugghb.      ^^tudes   sur  les   variations 
d'^nergie  potentielle   des  surfaces  liquides.      Premier 

memoire.    M^m.  de  l'Acad.  de  Brnz.  XLIIl. 

J.  Platbaü.    Rapport  sur  ce  memoire.  Bull,  de  Beig.  (2)  XLV. 

574-577. 

G.  VAN  DEB  Mensbbugghb.      Sur  une  nouvelle  applica- 
tion  de  F^nergie  potentielle  des  surfaces  liquides. 

Ball,  de  Belg.  (2)  XLVI.  625-693. 

In  der  ersten  Arbeit  wird  die  potentielle  Energie  einer  Flüssig- 
keit definirt,  die  entweder  frei  oder  in  Berührung  mit  einem 
festen  Körper  oder  einer  andern  Flüssigkeit  ist.  Dabei  wird 
das  folgende  allgemeine  Princip  aufgestellt:  Wenn  die  Ober- 
flächenschicht einer  Flüssigkeit  sich  vergrössert  oder  wenn  die- 
selbe der  Sitz  einer  potentiellen  Energie  wird,  die  sie  vorher 
nicht  besass,  so  findet  Abkühlung  statt,  und  die  Spannung  ist 
grösser,  als  yorher.  Das  Umgekehrte  findet  statt  im  umgekehr- 
ten Falle  (vergl.  F.  d.  M.  VIII.  p.  706).  Verschiedene  experi- 
mentelle Bestätigungen  werden  dafür  angeführt. 

In  der  zweiten  Arbeit  wird  das  obige  Princip  angewandt 
zur  Erklärung  der  Savart'schen  Beobachtungen  über  Flüssigkeits- 
lamellen (Ann.  de  Ghim.  UV.  55,  1833). 

Mn.  (Wn.) 

P.  M.  Hbbinga.      Beschouwingen    over   de  theorie   der 
capillaire  verschijnselen.    Nieuw  Arch.  iv.  i-30. 

P.  M.  Hbbinga.     Consid^rations  sur  la  theorie  des  ph^- 
nom^nes  capillaires.    Arcb.  N^erl.  Xlii.  1-34. 

Die  Theorie  der  Capillarität,  wie  sie  in  den  Arbeiten  yon 
Laplace,  Gauss  und  Poisson  gegeben  wird,  ist  der  Gegenstand 
des  ersten  Abschnittes  dieser  Abhandlung.  Der  Verfasser  kann 
sich  nämlich  mit  dieser  Theorie  nicht  befreunden  und  macht  auf 
einige  Schwierigkeiten  aufmerksam,  die  sich  bei  der  Erklärung 
einer  Beobachtung  von  Plateau  gezeigt  haben. 

Er  beginnt  mit  einer  Uebersicht  der  Theorie  aus  Jamin's 
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Coors  de  Pbysiqae  aod  bemerkt,  daas  sieh  hier  ein  Spraog 
findet,  iDdeoi  erat  die  Molecalarkräfle  verglichen  werden  mit  der 
Schwerkraft,  woraus  folgen  wfirde,  daas  der  Druck,  der  in  Folge 
der  Molecularkräfte  entsteht,  sich  ebenso  wie  der  Druck  in  Folge 
der  Schwerkraft  durch  die  ganze  Fifissigkeit  fortpflanzen  mQsste, 
was  jedoch  nach  dem  Verfasser  nicht  der  Fall  ist. 

Weiter  wird  f&r  die  Geschichte  der  capillaren  Theorien 
hingewiesen  auf  die  Abhandlung  von  BMe:  „Becherches  sur  la 
capiliarit^^  in  den  Hömoires  couronnös  et  des  sayants  ^trangers 
publik  par  l'Acadömie  Royale  de  Belgique,  (1861,  1863,  1865 
und  1867);  dann  geht  der  Verfasser  dazu  über,  die  principiellen 
Fehler  in  den  drei  vornehmsten  Theorien  zu  zeigen. 

Zuerst  bespricht  er  die  Theorie  von  Laplace,  wie  sie  sieh 
im  vierten  Theile  der  „M^canique  c^leste'^  findet,  und  entwickelt 
seine  Bedenken  gegen  die  aufgestellten  Hypothesen,  sowie 
gegen  die  Entwickelung,  so  dass  das  absprechende  Urtbeil  von 
Gauss  Aber  diese  Theorie  bestätigt  wird.  Die  Theorie  von  Gauss 
wird  nur  kurz  behandelt  Der  Verfasser  hat  hier  keine  Ein- 
wendungen gegen  die  Entwickelung,  sondern  nur  gegen  die 
Grundgleichung,  welche  ihr  zu  Grunde  liegt  Er  behauptet 
nämlich,  dass  Gauss  versäumt  habe,  den  Gegendruck  der  Wände 
zu  berQcksichtigen,  doch  giebt  er  die  Modificationen  nicht  an, 
welche  in  die  Theorie  gebracht  werden  müssten,  um  diese  in 
Bechnung  zu  ziehen  Auch  die  Theorie  von  Poisson  wird  unrich- 
tig befunden.  Poison  sagt  nämlich  zuerst,  es  wirkten  zwei  Kräfte, 
eine  abstossende  und  eine  anziehende,  später  bringt  er  jedoch 
nur  einen  Theil  der  Kraft  in  Bechnung ;  er  thut  es  zu  dem  Zwecke, 
etwas  zu  erläutern,  was  anders  nicht  zu  erklären  ist. 

Im  zweiten  Theile  seiner  Abhandlung  theilt  der  Verfasser  seine 
eignen  Vorstellungen  von  der  Natur  der  Flüssigkeit  und  der  Ur- 
sache der  capillaren  Erscheinungen  mit  Er  denkt  sich  die  Flüssig- 
keit in  einem  Fasse  wie  eine  Masse  kleiner  Kugehi,  die  voll- 
kommen rund  und  nicht  zusammendrückbar  sind,  ftlr  welche  weiter 
die  Gleichgewichtsbedingungen  bestimmt  werden.  Hieraus  leitet 
er  die  folgenden  Besultate  ab:  1)  In  der  Masse  entsteht  durch 
die  gegenseitige  Anziehung  ein  constanter  Druck ;   2)  in  der  Ober- 
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fläche  nimmt  der  Druck  ab;  3)  iu  der  Nähe  der  Wände  nimmt 
der  Druck  zu  oder  ab;  4)  es  ist  kein  Grund  anzunehmen ,  dass 
der  Druck,  entstanden  durch  die  gegenseitige  Anziehung  in  der 
Oberfläche,  sich  in  die  tiefer  liegenden  Theile  fortpflanzen  werde ; 
o)  die  Krümmung  der  Oberfläche  von  constantem  Drucke  dehnt 
sich  nicht  weiter  aus,  als  der  Einfluss  der  Wände;  6)  die  senk- 
rechte Wand  allein  ist  nicht  im  Stande,  die  Kugelmasse  aufzu- 
halten. Weiter  behandelt  er  den  speciellen  Fall,  dass  eine  Kugel 
ganz  in  eine  Flüssigkeit  getaucht  wird,  und  geht  dann  zu  den 
Experimenten  über,  welche  von  Wilhelmy  (Pogg.  Ann.)  mit  zum 
Theile  untergetauchten  Körpern  angestellt  wordeu,  sind.  Zum 
Schlüsse  bespricht  er  die  Experimente  von  Plateau  mit  Flttssigkeits- 
membranen  und  glaubt  hierin  eine  Bestätigung  seiner  Theorie 
zu  finden.  Er  schliesst  jedoch  mit  dem  Bekenntniss,  dass  er  noch 
keine  genügenden  mathematischen  Resultate  erhalten  habe. 

G. 


J.  MouTiER.     Sur  las  th^ories  capillaires.   Soc.  phil.  Paris  (7) 

IL  45-47. 

Der  Verfasser  zeigt,  wie  aus  der  Gauss'schen  Theorie  der 
Capillarität  die  Grundformeln  der  Laplace'schen  Theorie  für 
eine  einzige  Flüssigkeit  folgen.  Er  betrachtet  dabei  aber  nur  die 
Vergrösserung^  welche  ein  Fläcbeneleroent  erfährt^  wenn  alle 
Punkte  unendlich  kleine  Verrückungen  nach  aussen  erfahren, 
und  benutzt  zur  Berechnung  dieser  Vergrösserung  einen  von 
Bertrand  herrührenden  Satz  der  Flächentheorie.  Er  nimmt  aber 
nicht  darauf  Rücksicht,  dass  die  Punkte  der  Fläche  auch  eine 
Verschiebung  in  dieser  selbst  erleiden  können,  wie  es  z.  B. 
Kirchhofi*  in  seiner  Mechanik  (Vorl.  XIII.)  thut.  Referent  hält 
aus  diesem  Grunde  die  hier  vorliegende  Ableitung  für  unvoll- 
ständig. Wn. 

J.  MOÜTIER.    Sur  Tendosmose.    Soc.  phil  Paris  (7)  II.  120-122. 

In  einer  Gapillarröhre  mögen  sich  zwei  Flüssigkeiten  befinden. 
Erfährt  die  eine  derselben  eine  verticale  Verrückung  derart,  dass 
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ihre  Bertthrunggfläche  mit  der  festen  Wand  vergrösaert  wird,  ao 
entstehen  neue  Molecularkräfte,  deren  Potential  sich  unmittelbar 
aus  der  Gauss'schen  Theorie  ergiebt  Diese  Kräfte  fasst  der 
Verfasser  als  solche  auf,  welche  die  eine  Flüssigkeit  nach  der 
andern  hintreiben,  und  in  ihnen  sieht  er  die  Ursache  der  Endos- 
mose. Wn. 


A.  Terquem.     Sur  la  production  des  syst^mes  laminaires 
de  Plateau,   c.  R.  LXxxvn.  1057.1059. 

Ein  verticales  Gestell,  das  ans  zwei  parallelen  horizontalen 
festen  Stäben  und  aus  zwei  verticalen  biegsamen  Fäden  besteht, 
wird  in  eine  Seifenlösung  getaucht  Durch  die  Oberflächen- 
Spannung  nehmen  die  Fäden  die  Form  von  Kreisbogen  an.  Be- 
stimmt wird  der  Zusammenhang  zwischen  der  Oberflächenspan- 
nung und  der  Krümmung  der  Fäden.  Wu. 


Capitel  2« 
Akustik  und  Optik. 

Crüm  Brown   and  P.  G.  Tait.      Ou  certain   effects   of 
periodic  Variation  of  intensity  of  a  musical  note. 

Proc.  of  Edinb.  IX.  736-737. 

Cly. 

K.  L.  Bauer.     Die  Summationstöne  als  Differenz-  und 
als  Stosstöne  aus  den  Obertönen  der  Primärtöne. 

Pogg.  Ann.  (2)  IV.  516-525. 

Der  Verfasser   verwirft   die  Helmholtz'sche  Erklärung   der 
Summationstöne,  hält  diese  Töne  vielmehr  entweder  für  Diffe- 
renztöne der  mit  den  Grundtönen  mitklingenden  Obertöne  oder 
fQr  Stosstöne  der  letzteren.    Sind  a  und  6  die  relativen  Schwin- 
ungszahleo  der  Grundtöne,  x  und  y  ganze  Zahlen,  so  ist  der 
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Suainiationstoii  ein  Differenzton  der  übertöne,  wenn 

ax—by  =  ±(a  +  ft); 

ähnliche  Gleichungen  finden  auch  statt,  wenn  der  Summationston 
ein  Stosston  der  Obertöne  sein  soll.  Für  einzelne  gegebene 
Intervalle  werden  die  möglichen  Lösungen  dieser  Gleichungen 
ausftihrlich  disoutirt  Wn. 


G.  Ferraris.    Ein  Beweis  für  das  Helmholtz*sche  Princip 

über   Klangfarben.  Carl  Rep.  XIV.  497-506;   Atti  di  ToriDO  XIV. 
287-299. 

Ein  Ton  sei  aus  einem  Grundton  und  einer  Reihe  harmoni- 
seher  Obertöne  zusammengesetzt.  Wird  durch  diesen  Ton  ein 
Telephon  erregt,  so  ist  die  Intensität  t  des  entstehenden  Stromes 
proportional  dem  Schwingungsausschlag.  Ferner  werde  durch  den 
eben  genannten  Strom  in  einer  andern  in  der  Nähe  befindlichen 
Leitung  ein  Strom  inducirt.    Die  Intensität  desselben  ist  dann  pro- 

portional  — -^ ,  und  das  Gleiche  gilt  von  dem  Schwingungsaus- 
schlag eines  in  dem  zweiten  Stromkreise  enthaltenen  Telephons. 
Man  erhält  somit  die  Schwingung  des  zweiten  Telephons,  indem 
man  die  des  ersten  nach  t  differentiirt.  Daraus  folgt,  dass  die 
Amplituden  der  einzelnen  Elementarwellen  sowohl,  als  ihre  Phasen 
im  zweiten  Telephon  andere  sind,  als  im  ersten.  (Siehe  auch 
Abschn.  XI.  Cap.  3.)  Wn. 


H.  Hblmholtz.   Telephon  und  Klangfarbe.  Beri.  Monatsber. 

1878.  488-500;   Pogg.  Ann.  (2)  V.  44ö-,460. 

H.  F.  Weber.     Die  Inductionsvorgänge  im  Telephon. 

Wolf  Z.  XXIIL  265-272. 

Siehe  Abschn.  XI.  Cap.  3. 


D.  J.  K  ORTE  WEG.    Over  voortplantings-snelheid  van  gol- 
ven  in  elastische  buizen.    Dies.  Leiden. 


682  XI-  AbBchDitt.    Mathematische  Physik. 

Die  Veranlassung  zu  der  Untersuchung,  deren  Resultate  in  dieser 
Dissertation  niedergelegt  sind,  ist*  das  in  letzter  Zeit  Ober  die 
Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Pulses  Geschriebene.  Die  ex- 
perimentellen und  theoretischen  Betrachtungen  darflber  mflssen^ 
wie  der  Verfasser  meint,  auf  rein  mathematischem  Wege  gefunden 
werden  können  und  dann  ohne  einen  empirischen  Coefficienten. 
Dazu  betrachtet  er  eine  lange  cylindrische  Röhre  mit  Wänden 
von  bekannter  Elasticität  und  gefällt  mit  einer  FlQssigkeit,  deren 
Elasticitätscoefficient  ebenfalls  bekannt  ist,  um  daftr  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit einer  Gleichgewichtsstörung  zu  be- 
rechnen. Nimmt  man  in  der  so  gefundenen  Formel  den  Eiasti- 
citätscoefßcienten  der  Wände  unendlich  gross  an,  so  hat  man  es 
zu  thun  mit  der  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  des  Schalles  in 
der  FlQssigkeit,  mit  der  die  Röhre  gefüllt  ist;  nimmt  man  da- 
gegen den  Elasticitätscoefßcienten  der  Flüssigkeit  unendlich  gross, 
so  bekommt  man  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  Puls- 
welle, wie  diese  in  der  Röhre  entstehen  würde,  wenn  sie  mit 
einer  zusammendrückbaren  Flüssigkeit  gefallt  wäre.  Giebt  man 
endlich  beiden  Elasticitätscoefßcienten,  der  Flüssigkeit  und  der 
Wände,  endliche  Werthe,  so  bekommt  man  die  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit von  dem,  was  der  Verfasser  gemischte  Wellen 
nennt  Der  erste  Fall  ist  der  am  meisten  bekannte,  daher  be- 
schäftigt sich  der  Verfasser  vorzugsweise  mit  den  beiden  anderen. 
Nach  einer  ausftihrlichen  Einleitung  über  die  mit  dem  Gegen- 
stande verwandten  Untersuchungen  von  Risal,  Werthdm,  Kundt, 
Andri  u.  a.  kommt  der  Verfasser  zur  mathematischen  Behandlang. 

Im  ersten  Capitel  behandelt  er  die  Theorie  der  Wellen, 
welche  durch  die  allgemeine  partielle  Differentialgleichung  ohne 
zweites  Glied  dargestellt  werden,  im  zweiten  die  der  obenge- 
nannten Pulswellen  und  im  dritten  die  der  gemischten  Wellen, 
wobei  sich  ergiebt,  dass  die  Formel  von  Rteal  für  die  Geschwin- 
digkeit der  Welle  annähernd  richtig  ist 

Im  vierten  Capitel  sieht  der  Verfasser  von  der  bis  dahin  be- 
nutzten Hypothese  ab,  dass  ein  Theilchen  der  Flüssigkeit,  welches 
im  Gleichgewichtszustande  von  Ebenen  begrenzt  wird,  auch  im  Be- 
wegnngszustande  dieselbe  Gestalt  behalte,  und    nimmt  nur  an^ 
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dass  der  BewegungszusUnd  und  der  Druck  an  allen  Seiten  um  die 
Axe  gleich  sind.  Dabei  kommt  er  zu  dem  merkwürdigen  Resultate, 
dass  man  doch  einfache  Wellen  erhalten  werde,  welche  sich  mit 
unveränderlicher  Intensität  und  Form  fortbewegen,  so  dass  man 
sich  jede  Welle  als  hieraus  zusammengesetzt  denken  darf,  wenn 
nur  die  Vibrationsquelle  constant  bleibt. 

Im  fünften  und  letzten  Capitel  wird  noch  der  Binfluss  der 
Reibung  auf  Pulawellen  und  gemischte  Wellen  untersucht,  wo 
der  Verfasser  sehr  viele  Berechnungen  giebt  und  mit  der  Be- 
merkung schliesst,  dass  es  sehr  erwünscht  sein  würde,  die  Resultate 
dieser  Berechnung  durch  viele  Experimente  mit  der  Beobachtung 
vergleichen  zu  können.   (S.  auch  das  folgende  Referat).  6. 


D.  J.  KoRTKWKG.    lieber  die  Fortpflanzungsgeschwindig- 
keit des  Schalls  in  elastischen  Röhren.  Pogg.  Add.  (2)  v. 

525-542. 

Der  Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  die  Aenderung  zu 
ermitteln,  welche  die  bekannte  Formel  für  die  Fortpflanzungs- 
geschwindigkeit des  Schalls  in  einer  elastischen  Flüssigkeit  er- 
leidet, wenn  diese  Flüssigkeit  in  einer  Röhre  mit  elastischen, 
statt  in  einer  mit  festen  Wänden  enthalten  ist.  Er  legt  dabei 
die  vereinfachenden  Voraussetzungen  zu  Grunde,  1)  dass  ein 
Flflssigkeitstheilchen,  das  ursprünglich  von  zwei  Ebenen  senkrecht 
zur  Röhrenaxe  begrenzt  ist,  zwar  breiter  und  schmaler  wird, 
aber  immer  durch  Ebenen  begrenzt  bleibt;  2)  dass  die  Wellen- 
läoge  gross  genug  ist,  um  bei  den  in  der  Röhrenwand  entstehen- 
den Spannungen  nur  auf  die  Ausdehnung  oder  EiudrQokung  des 
ringförmigen  Durchschnitts  senkrecht  zur  Axe  achten  zu  müssen. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  leitet  er  folgende  drei  Grund- 
gleichungen ab: 


(2) 


(dB_) 

dt'  ~  Q 
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£,  o,  r, 


P- 


Darin  ist  2;  die  Coordinate  parallel  der  Röbrenaxe,  ti,  die  Ver- 
schiebung eines  Fltlssigkeitsquersebnitts  aas  seiner  Gleichgewichts- 
Iftgc^  p,  die  Aenderung,  welche  der  Druck  der  Flüssigkeit  an 
der  Stelle  x  bei  der  Bewegung  erleidet,  R^  der  Radius  der  Röhre, 
r,  die  Aenderung  des  Radius,  q  und  E  Dichtigkeit  und  Ellastici- 
tfttscoefficient  der  Flüssigkeit,  während  Q^  und  £,  dieselbe  Bedeu- 
tung für  die  Wand  haben;  a^  ist  die  Dicke  der  Wand,  9,  endlich 
der  elastische  Druck  in  einem  Element  der  Röhrenwand.  Die 
erste  der  obigen  Gleichungen  stellt  die  Aenderung  des  Drucks 
in  Folge  der  Aenderung  des  Volumens  eines  Flttssigkeitatheil- 
chens  dar;  die  zweite  drückt  die  Beschleunigung  des  Theii- 
chens  vermöge  des  Druckunterschiedes  auf  Vorder-  und  Hinter- 
fläche aus,  die  dritte  die  Beschleunigung  eines  Elements  der 
Wand^  auf  welches  der  Flüssigkeitsdruck  einerseits,  der  ela- 
stische Druck  andererseits  wirken.  Vernachlässigt  man  die  Träg- 
heit der  Röhrenwand,  so  wird  p^=^  q^.  Dann  tritt  an  Stelle  der 
Gleichung  (3a)  die  folgende: 

(3b)       p,  =      ''  '   • 

Aus  den  Gleichungen  (1),  (2),  (8b)  folgt  nun  als  Gleichung 
für  die  Wellenbewegung  der  Flüssigkeit: 

^^^  dx'       V  £  +   E,  a,  J  dt'    ~  "• 

Ist  die  Röhren  wand  fest,  statt  elastisch,  so  ist  £j  =  oc ,  und 
die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der  durch  Gleichung  (A)  dar- 
gestellten Welle  ist  die  bekannte 

,/£" 
o  =  V-—. 

^   Q 
Ist  die  Wand  elastisch,  die  Flüssigkeit  incoropressibel ,  so  dass 

£  =  00  ist,  so  wird  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 

'    2qR,    ' 
was  mit  einem   von  Rösal  abgeleiteten  Resultate  übereinstimmt 
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(cfr.  F.  d.  M.  VIII.  p.  614).  Im  allgemeinen  Falle  ist  die  ge- 
suchte Fortpflanzungsgeschwindigkeit  Op,  durch  die  beiden  obigen 
Grössen  a  und  ß  ausgedrückt: 


Nachdem  der  Verfasser  diese  Formel  für  die  praktische  An- 
wendung umgeformt,  zeigt  er,  dass,  wenn  man  an  Stelle  von  (3b) 
die  Gleichung  (3a)  zu  Grunde  legt,  wenn  man  also  die  lebendige 
Kraft  der  transversalen  Bewegung  der  Röhrenwand  nicht  ver- 
nachlässigt, an  die  Stelle  der  Differentialgleichung  (A)  eine  Dif- 
ferentialgleichung vierter  Ordnung  tritt,  aus  der  sich  fttr  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit a'  die  Gleichung  ergiebt: 

Darin  haben  a,  Vp,  A,  die  frühere  Bedeutung,  X  ist  die  Wellen- 
länge, y  =  y — !_.    Von  den  beiden  Wurzeln  dieser  quadratischen 

Gleichung  ist  diejenige  zu  nehmen,  die  fttr  il  =  oc  in  Vp  Übergeht 
Zum  Schluss  zeigt  der  Verfasser  noch,  welche  Modificationen 
eintreten,  wenn  die  Bewegung  der  Flüssigkeit  nicht  mehr  für 
alle  Punkte  einer  zur  Axe  senkrechten  Ebene  dieselbe  ist,  son- 
dern auch  von  der  Entfernung  R  abhängt,  die  ein  Punkt  von  der 
Röhrenaxe  hat.  Ist  r  die  Aenderung,  welche  R  bei  der  Be- 
wegung erleidet,  so  tritt  an  Stelle  der  Gleichung  (1)  nur  die 
Gleichung 

E  "*"  Ä  ^  ÖÄ    *    dx  '~^' 

wo  if  an  Stelle  des  früheren  u^,  p  an  Stelle  von  p^  steht.  Zu 
Gleichung  (2)  kommt  noch  die  Gleichung  hinzu: 

d*r    _        1     dp 
di*    "        Q    SR  ' 

während  die  frühere  Gleichung  (2),  ebenso  wie  (3)  ungeändert 
bleibt.  Für  diese  Gleichungen  werden  particuläre  Integrale  von 
der  Form  aufgestellt: 


itt.    H*tbematisclie  pbriik. 
»s|-f  C*— ''■O  +  J'j, 
sillj^(«-J.<)  +  )'j, 

.«(^^.-..0  +  4 

nen  von  A  Bind,  die  durch  Cinsetzea 
die  jetzt  gtlUigen  DiffereütialgleichangeD 
lie  PortpSanznngageschwindigkett  3  er- 
th: 

~v     a*J       jr~  Jl*  /***" 

n  TOrkommenden   Buchstaben  ist   obeo 
Wn. 


ie  Resonanz  in  Hohlräumen. 

19. 

iicirt  zunächst  in  etwas  anderer  Dar- 
1  Sätze  und  Resultate,  welche  Helmholtz 
latze  „Theorie  der  Luflscbwingungen  io 
i"  aufgestellt  hat.  Der  Verfasser  knOpft 
ee,  deren  banpts&chtichste  sind: 
geblasen  den  gleichen  Ton  geben,  lassen 
lier  Stärke  wiederklingen,  wenn  er  von 

ler  offenen  nnd  einer  gleich  langen  ge- 
liger  als  eine  Octave  auseinander, 
ächwingnngszahl  einer  cabischen  Pfeife 

nnd  einer  solchen  mit  zwei  LSchem. 
leitungen  des  Herrn  Verfassers,  die  sich 

eng  an  Helmboltz  anschliesseD ,  nicht 
Dg;  z.  B.  hat  er  Bedenken  gegen  die 
eise  beim  Beweise  des  oben  nster  1} 
rheil  sind  aber  anoh  die  rem  Verfaeaer 
lultate  bekannt,  z.  B.  die  Schwingunga- 
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£abl  einer  cabischen  Pfeife  mit  cylindrischem  Ansatz  ist,  wenn 
auch  auf  ganz  anderem  Wege,  von  Bourget  abgeleitet  (cfr.  F.  d.  M. 
VU.  p.  632).  Wn. 


R.  H.  M.  BosANGUBT.      On    the    relation    between    the 
notes  of  open  and  stopped  pipes.  Phil.  Mag.  (5)  vi.  63-93. 

Nach  Bernoulli's  Theorie  mtlsste  der  Orundton  einer  an 
einem  Ende  geschlossenen  Pfeife  genau  die  tiefere  Octave  des 
Orundtons  der  gleichlangen  offenen  Pfeife  sein.  Bekanntlich  ist 
das  aber  nicht  der  Fall,  sondern  der  Grundton  der  geschlossenen 
Pfeife  ist  etwas  höher.  Diese  Erscheinung  wird  in  der  vorlie- 
genden Arbeit  zu  erklären  gesucht.  Csy.  (Wn.) 


Lord  Rayleigh.     Note  on  acoustic  repulsion.    Phil.  Mag. 

1878. 

Die  Arbeit  bezieht  sich  auf  die  von  Dvofdk  und  Mayer  be- 
obachtete Erscheinung,  dass  ein  Resonator,  der  durch  eine  Scliall- 
quelle  in  Schwingung  versetzt  ist,  die  mit  ihm  selbst  nahezu 
unisono  schwingt,  abgestossen  wird.  Lord  Rayleigh  zeigt  hier, 
dass  diese  Erscheinung  eine  nothwendige  Folgerung  der  hydro- 
dynamischen Gleichung 

ist.  Csy.  (Wn.) 

H.  A.  LoRBNTZ.  Over  hat  verband  tusschen  de  voort- 
plantingssnelheid  van  het  licht  en  de  dichtheid  en 
Samenstelling    der  middenstoffen.    Verh.  Amsterdam.  1878. 

1-112. 

Der  Verfasser  will  in  dieser  umfangreichen  Abhandlung  die 
Folgen  der  elektromagnetischen  Lichttheorie  von  Maxwell,  welche 
bisher  nur  theilweise  mit  der  Erfahrung  verglichen  sind,  näher 
untersuchen,  damit  dadurch  der  Werth  dieser  Theorie  besser  be- 
ortheilt  werden  könne. 
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Im  ersten  Capitel  giebt  er  eine  Uebersicbt  der  elektromag- 
netischen TbeArie  und  befolgt  dabei  eine  Methode,  welche  grössten- 
tbeils  mit  jener  von  Helmholtz  übereinstimmt.  Er  discutirt  die 
bekannten  Resultate,  dass  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  der 
elektrischen  Bewegung  der  Geschwindigkeit  des  Lichtes  gleich 
ist,  und  dass  der  Brechungsexponent  durch  die  Quadratwurzel 
der  specifischen  Inductionsconstanten  dargestellt  werden  kauD. 

Im  zweiten  Capitel  wird  die  Lichtbewegung  in  einem  iso- 
tropen Medium  mit  molekularer  Struktur  behandelt  Hier  findet 
der  Autor  eine  sehr  interessante  Relation  zwischen  der  Dichtig- 
keit des  Mediums  und  dem  Brechungsexponenten.  Auch  unter- 
sucht er  diesen  Exponenten  für  eine  Mischung  zweier  Substanzen 
und  giebt  hierftlr  eine  allgemeine  Formel.  Er  glaubt,  dass  der 
hier  eingeschlagene  Weg  zu  einer  Theorie  des  Einflusses  führen 
kann,  welchen  die  Bewegung  der  Medien  auf  die  elektrischen 
Bewegungen  ausübt. 

Im  dritten  Capitel  wird  die  Dispersion  des  Lichtes  behandelt 
Der  Verfasser  setzt  voraus,  dass  die  Tbeilchen  des  Mediums  eine 
regelmässige  cubische  Anordnung  besitzen,  und  kommt  zu  dem 
Schlüsse,  dass  die  Discontinuität  der  Moleküle  die  Dispernon 
nicht  erklären  kann.  Bei  zwei  Hypothesen  über  die  Bewegung 
in  den  Molekülen  kommt  er  zu  speciellen  Dispersionsausdrttcken. 
Hierdurch  wird  nachgewiesen,  dass  man  bei  verschiedenen  Hy- 
pothesen über  die  Bewegung  der  Moleküle  zu  Formeln  kommen 
kann,  welche  die  Dispersion  in  bekannten  Fällen  erklären. 
Weiter  wird  gezeigt,  wie  man  die  Dispersion  einer  Mischung  ans 
jener  der  Substanzen  ableiten  kann.  Die  gefundenen  Formeln 
werden  mit  den  Beobachtungs- Resultaten  mehrerer  Physiker 
verglichen,  wobei  ziemlich  übereinstimmende  Werthe  gefanden 
werden. 

Im  vierten  Capitel  wird  die  Beziehung  zwischen  Brechungs- 
exponent,  Dichtigkeit  und  Mischung  der  Substanzen  näher  be- 
trachtet und  die  Formeln  der  theoretischen  Untersuchung  wieder 
mit  der  Erfahrung  verglichen.  Hierbei  benutzt. der  Verfasser  auch 
die  Resultate  der  Versuche,  welche  Wüllner  u.  a.  für  viele  Flüssig- 
keiten und  Mischungen  bekommen  haben.    Obgleich  einige  Zahlen 
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in  der  Tabelle  ziemlich  grosse  Abweichungen  zeigen,  ist  die  lieber- 
elnstimmung  im  Allgemeinen  doch  gross  genug,  um^  die  elektromag- 
netische Theorie  des  Lichtes  vorausgesetzt,  die  Formel  für 
Mischungen  bei  einer  ersten  Annäherung  auf  die  untersuchten 
Substanzen  anwenden  zu  können.  Am  Ende  bespricht  der  Ver- 
fasser die  Möglichkeit,  die  Brechungsexponenten  der  Elemente 
Kohlenstoff,  Wasserstoff  und  Sauerstoff  im  freien  Zustande  aus 
jenen  der  Verbindungen  abzuleiten,  und  giebt  hiervon  zahlreiche 
Beispiele.  Er  meint,  dass,  obgleich  unsere  Eenntniss  der  Rela- 
tion zwischen  Brechungsezponent  und  chemischer  Constitution 
noch  sehr  lückenhaft  sei,  die  gefundenen  Abweichungen  vermuthen 
lassen,  dass,  sobald  man  nur  die  Ursachen  dieser  Abweichungen 
bei  den  Dichtigkeitsveränderungen  einer  Substanz  und  den 
Mischungen  mehrerer  Substanzen  kenne,  auch  die  Brechungs- 
exponenten der  hier  untersuchten  Verbindungen  genauer  berechnet 
werden  können.  G. 


H.  A.  LoRENTZ.     üeber  die  Theorie  der  Reflexion  und 
Refraction  des  Lichtes.    Schiömich  z.  xxin.  197-210. 

Der  vorliegende  Aufsatz  ist  eine  Fortsetzung  der  Arbeit,  über 
die  im  vorigen  Jahre  (F.  d.  M.  IX.  p.  711— 715)  berichtet  ist. 
Darin  wird  die  dort  besprochene  elektromagnetische  Lichttheorie 
auf  Metalle  ausgedehnt.  Fttr  diese  müssen  sich,  da  sie  die  Elek- 
tricität  leiten,  während  die  durchsichtigen  Substanzen  als  Iso- 
latoren aufgefasst  waren ;  auch  eigenthümliche  optische  Eigen- 
schaften ergeben.  Zunächst  wird  in  den  Metallen  unter  dem 
Einfluss  der  elektromotorischen  Kraft  ein  Leitungsstrom  geweckt, 
dessen  Intensität  durch  das  Ohm'sche  Gesetz  bestimmt  wird. 
Neben  dieser  Wirkung  soll  nach  der  Annahme  des  Verfassers 
eine  Polarisation  der  Theilchen  hervorgerufen  werden,  die  den- 
selben Gesetzen  folgt,  wie  bei  dielektrischen  Körpern.  Durch 
das  Vorhandensein  des  Leitungsstroms  werden  die  Gomponenten 
des  Gesammtstroms  andere,  als  bei  den  Isolatoren,  und  daraus 
ergiebt  sich  für  Metalle  eine  Lichtbewegung,  deren  Amplitude  In 
der  Fortpflanzungsrichtung  immer  kleiner  wird,   also  eine  Ab- 
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Sorption  des  Lichtes,  deren  mathematischer  Ausdruck  von  der 
gewöhnlichen  Form  ist.  Es  wird  dann,  als  physikalisch  wichti- 
ger, die  Reflexion  des  Lichtes  an  Metallen  untersucht,  wobei  die 
Grenzbedingungen  mit  den  früheren  für  durchsichtige  Medien 
identisch  sind.  Auch  die  Resultate  haben,  in  symbolischer  Form 
(mit  Hülfe  des  Imaginären)  dargestellt,  genau  dieselbe  Form,  vrie 
ftir  das  an  isolirenden  Körpern  reflectirte  Licht.  Sobald  mas 
aber,  um  die  wirkliche  Bewegung  zu  erhalten,  nur  den  reellen 
Theil  aus  jenen  Resultaten  nimmt,  hört  die  Uebereinstimmnng 
auf.  Denn  gewisse  darin  vorkommende  Grössen,  die  bei  den 
Nichtleitern  reell  sind,  sind  bei  den  Metallen  imaginär.  Die 
reellen  Resultate  ergeben  nun,  dass  linear  polarisirtes  einfallendes 
Licht  nach  der  Reflexion  elliptisch  polarisirt  ist.  Aber  die  Ge- 
setze dieser  elliptischen  Polarisation  stimmen  mit  der  Erfahrung 
nicht  überein.  Eine  Uebereinstimmnng  sucht  der  Verfasser  non 
dadurch  zu  erhalten,  dass  er  für  den  Leitungsstrom  das  Ohm'> 
sehe  Gesetz  nicht  mehr  als  gültig  annimmt,  sondern  statt  dessen 
die  Annahme  zu  Grunde  legt,  es  befinde  sich  in  den  Metallen  ein 
Stoff  in  Strömung,  dessen  Bewegung  durch  einen  der  Reibung 
ähnlichen  Widerstand  gehemmt  wird.  Durch  eine  solche  Annahme 
lassen  sich  zwar  die  Formeln  mit  der  Erfahrung  in  Ueberein* 
Stimmung  bringen.  Aber  man  muss  dann  auch  sehr  starke  Ab* 
weichungen  vom  Ohm'schen  Gesetz  und  ausserdem  sehr  grosse 
Polarisationsfähigkeit  der  Metallmoleküle  annehmen.       Wn. 


V.  V.  Lang.     Theorie  der  Circularpolarisation,  Pogg.  Ann. 

Sappl.  VIII.  608-625. 

Um  die  Erscheinungen  circularpolarisirender  Medien  zu  er- 
klären, nimmt  der  Verfasser  an,  dass  die  KörpermolektUe  dem 
Elementarparallelepipedon  des  innerhalb  des  Körpers  vorhandenen 
Aethers  eine  Drehung  zu  ertheilen  suchen,  die  dem  Ausschlage 
des  betreffenden  Aethertheilchens  proportional  ist.  Von  den  sechs 
tangentialen  Spannungscomponenten  des  deformirten  Elementar- 
parallelepipedons  sind  in  Folge  dessen  nicht  mehr  je  zwei  ein- 
ander gleich,  wie  ohne  jene  Dreh  Wirkung,    sondern   zwei,  die 
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sonst  gleich  wären,  sind  jetzt  z.  B. 

ähnlich  verhalten  sich  je  zwei  der  vier  übrigen  tangentialen 
Componenten,  während  die  normalen  Spaunungscoraponenten  die 
flblichen  Werthe  behalten.  Setzt  man  diese  Ausdrücke  der  elasti- 
schen Kräfte  in  die  allgemeinen  Elasticitätsgleichungen  ein,  so 
erhält  man  die  Differentialgleichungen  für  isotrope  circular  po- 
larisirende  Medien.  Um  dieselben  Gleichungen  für  circular  po- 
larisirende  Erystalle  zu  erhalten,  muss  man  dasselbe  Verfahren 
anwenden,  auf  welches  der  Verfasser  die  Theorie  der  Doppel- 
brechung basirt  hat  (cf.  F.  d.  M.  VIII.  p.  651).  Man  muss  in  den 
obigen  Gleichungen  statt  §,  ij,  f  setzen  f— §',  f]—f]\  C— C»  wo 
^,  7]'j  ^  die  Ausschläge  der  Körpertheilchen  sind.  Man  muss 
dann  annehmen,   dass  für  ein  bestimmtes  System  rechtwinkliger 

^     v'      V 
Axen  4:-,  -^,  -V   constante  Werthe  haben.     Von  den  so  er- 

S      V       ^ 
haltenen  Gleichungen  hat  die  erste  die  Form 

öp"-^  W+öp-+ ö^>'+ 3F^^  ö^+^  'öir+'  'dTJ 


die  andern  entstehen  aus  dieser  durch  Vertauschung  von  ^,  x^  a* 
mit  17,  y,  b',  resp.  f,  ä,  c*. 

Diese  Gleichungen  werden  nun  in  bekannter  Art  weiter  be- 
handelt. Es  wird  untersucht,  unter  welchen  Bedingungen  eine 
elliptisch  polarisirte,  transversale  Welle  jenen  Gleichungen  ge- 
nügt Es  ergeben  sich  dabei  analoge  Resultate,  wie  in  der  ge- 
wöhnlichen Theorie  der  Doppelbrechung;  nur  hat  man  es  hier 
mit  elliptisch  polarisirten  Wellen  zu  thun  statt  mit  geradlinig 
polarisirten.  An  Stelle  der  optischen  Axen  der  gewöhnlichen 
Doppelbrechung  treten  hier  zwei  Richtungen,  ftlr  welche  die  Po- 
larisation eine  circulare  ist.  Ein  besonderes  Interesse  hat  der 
Fall  der  einaxigen  Erjstalle,  bei  denen  a  =  b  ist,  wodurch  die 
beiden  eben  definirten  optischen  Axen  in  eine  zusammenfallen. 
Die   für    diesen  Fall  abgeleiteten  Formeln  stimmen   im  Granzen 

44* 
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mit  den  BeobachtuDgen  am  Quarz  überein.  Doch  sind  die  grund- 
legenden Annahmen  über  die  Einwirkung  der  Eörpermolekflle 
auf  die  Aetbertheilehen  immerhin  zu  willkttrlich,  um  die  vor- 
liegende Theorie  als  eine  definitive  betrachten  zu  können.  Die 
Zulässigkeit  der  Annahme,  dass  T^  und  T;  ungleich,  erscheint 
dem  Referenten  nicht  zweifellos.  Wn. 


E.  LoMMBL.     Theorie  der  Absorption  und  Fluorescenz. 

Pogg.  Ann.  (2)  in.  251-284. 

E.  LoMMEL.     Theorie  der  normalen  und  anomalen  Dis- 
persion.   Pogg.  Ann.  (2)  lU.  339-356;   Erl.  Ber.  1877.   63-80. 

E.  LoMMKL.     Theorie  der  Doppelbrechung.    Pogg.  Ann.  (2) 

IV.  55-67;  Erl.  Ber.  1877.  98-109. 

In  der  ersten  der  in  der  Ueberscbrift  genannten  Abhand- 
lungen wird  eine  Theorie  der  Absorption  und  Fluorescenz  ent- 
wickelt, die  sich  auf  den  einfachen  Grundgedanken  grQndet^  dass 
die  Körpertheilchen  durch  einen  periodischen  Impuls,  welchen 
sie  von  der  in  dem  umgebenden  Mittel  fortgepflanzten  Welle  em- 
pfangen, in  Bewegung  gesetzt  werden.  Durch  weitere  Ausfahrung 
dieses  Gedankens  und  unter  Annahme  einer  Reibung  zwischen 
Aether-  und  Körpertheilchen  werden  dann  in  der  zweiten  Arbeit 
die  Modificationen  bestimmt,  welche  die  Aetherwelle  durch  Rück- 
wirkung der  Körpertheilchen  erfährt,  und  damit  werden  normale 
und  anomale  Dispersion,  sowie  Oberflächenfarben,  Absorption  und 
Fluorescenz  durch  eine  einheitliche  Theorie  umfasst  Endlich 
gelingt  es  dem  Verfasser  in  der  dritten  Arbeit,  aus  denselben 
Prämissen  auch  die  Doppelbrechung  zu  erklären. 

Was  den  Gedankengang  im  Einzelnen  betrifil,  so  wird  zur 
Erklärung  der  Absorption  und  Fluorescenz  angenommen,  die  Be- 
wegung eines  Eörperatoms  werde  bestimmt  durch  die  Gleichung 

(1)        -|f  +^*'^  +p'x+bex'+ce'x'+.^.+fsm(iqO  =  0. 

Es  soll  also  das  Theilchen  in  seine  Gleichgewichtslage  zurttck- 
gezogen  werden  durch  eine  Kraft,  die  nicht  blos  der  ersten  Po- 
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tenz  der  EntfeniUDg  x  von  dieser  Gleichgewichtslage  proportional 
ist,  sondern  =  p*a;-|-6«a;*4-'V*    ^s  wirkt  femer  auf  das  Tbeilchen 

ein  Widerstand  proportional  der  Geschwindigkeit  -^;  endlich 

wird  anf  dasselbe  ein  periodischer  Impuls  ausgeübt.  Gleichung 
(1)  ist  eine  Erweiterung  derjenigen  Gleichung,  aus  der  der  Ver- 
fasser schon  irfiher  die  Fluorescenz  abgeleitet  hatte  (cf.  F.  d. 
M.  III.  p.  514).  Um  diese  Gleichung  zu  integriren,  denkt  der 
Verfasser  o;  nach  Potenzen  der  kleinen  Grösse  e  entwickelt  und 
schon  e*  yemachlässigt;  er  setzt  also 

X    =    X^-^-B.X^ 

in  (1)  ein  und  setzt  die  Potenzen  von  e®  und  e^  ftir  sich  gleich 
Null.  Dann  entstehen  für  x^  und  x^  lineare  Differentialglei- 
chungen mit  Constanten  CoefBcienten  und  mit  zweiten  Gliedern, 
welche    sich   nach  bekannter  Methode  integriren  lassen.     Für 

specielle  Fälle,  namentlich  für  g  =  2  ip^—k\  fttr  ik  =  0,  für  fc  =  0 
und  9  =  p,  q  =  2p,  9  =  iP  nehmen  die  Auflösungen  specielle 
Formen  an,  die  nicht  unmittelbar  aus  der  allgemeinen  Form 
folgen.  Diese  einzelnen  Formen  der  Lösung  werden  nun  dis- 
cutirt  und  daraus  Schlüsse  gezogen,  die  wir  an  einem  Beispiel 
erläutern  wollen.     Für  k  =  0  und  q  =  p  enthält  x^  das  Glied 

-^•/•cosCpO?  ^^s  di^  Z^i^  ^  Als  Factor  enthält.    Die  Amplitude 

der  schwingenden  Bewegung  nimmt  also  der  Zeit  proportional 
zu,  und  die  lebendige  Kraft  wächst  fortwährend.  Was  aber  das 
Eörperatom  an  lebendiger  Kraft  gewinnt,  muss  die  an  ihm  vor- 
übergehende Wellenbewegung,  von  welcher  es  den  periodischen 
Impuls  /  sin  (qt)  empfängt ,  an  Energie  verlieren.  Die  Lichtwelle 
wird  also  absorbirt.  In  analoger  Weise  wird  für  alle  einzelnen 
Fälle  geschlossen;  aus  dem  Zuwachs  des  Atoms  an  lebendiger 
Kraft  wird  die  Absorption  berechnet.  Die  durch  die  absorbirte 
Welle  entstehende  Eigenschwingung  des  Körperatoms  erklärt  dann 
die  Fluorescenz.  Dass  durch  Fluorescenz  nicht  homogenes  Licht 
zu  entstehen  braucht,  wird  so  erklärt:  Die  Eigenschwingung  des 
Atoms  hat  den  Factor  e"^;  sie  kann  kein  homogenes  Licht  her- 
vorbringen, da  dieses  nur  aus  einfachen  pendelartigen  Schwin- 
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gungen  besteht  Man  entwickle  daher  e^^'  zwischen  t  =  0  and 
f  =  a  in  eine  trigonometrische  Reihe  und  lasse  a  immer  grösser 
werden  (oder  man  stelle  e~^  mit  Hülfe  des  Fourier*schen  Satzes 
dar),  dann  ist  die  Eigenschwingung  des  Atoms  durch  eine  un- 
endliche Reihe  von  einfachen  pendelartigen  Schwingungen  dar- 
gestellt, und  zwar  für  a  =  oc  in  stetiger  Aufeinanderfolge  der 
Schwingungszahlen.  Das  schwingende  Körperatom  giebt  also  ein 
continuirliches  Spectrum.  Durch  Discussion  der  Formeln,  deren 
Ableitung  hier  angegeben,  werden  nun  die  Gesetze  der  verschie- 
denen möglichen  Arten  von  Absorption  und  Fluorescenz  abgeleitet 
•und  mit  der  Erfahrung  in  Uebereinstimmung  gefunden. 

Um  die  Theorie  der  Dispersion  mit  der  der  Absorption  in 
Zusammenhang  zu  bringen,  geht  der  Verfasser  von  folgenden 
Gleichungen  aus: 


m 


(la) 


(2) 


dt* 


Die  Gleichung  (la)  gilt  für  die  Bewegung  eines  Körpertheilchens 
von  der  Masse  m;  sie  ist  identisch  mit  der  obigen  Gleichung 
(1),  nur  dass  hier  x—x^  an  Stelle  von  x  steht,  und  dass  die  mit 
Potenzen  von  e  multiplicirten  Glieder  fortgeblieben  sind;  x^  be- 
stimmt dabei  die  gemeinsame  feste  Gleichgewichtslage,  nach 
der  Körper-  und  Aethertheilchen  hingezogen  werden.  Gleichung 
(2),  durch  welche  die  Verschiebung  (Xq—^  eines  Aethertheil- 
chens  von  der  Masse  ^  aus  der  Gleichgewichtslage  bestimmt 
wird,  ist  die  gewöhnliche  Elasticitätsgleichung  ftir  ebene  trans- 
versale Wellen  von  der  Fortpflanzungsrichtung  y,  nur  mit  Hinzu- 
fQgung  des  zweiten  Gliedes  rechts.  Diese  HinzufQgung  wird  da- 
durch motivirt,  dass,  da  das  bewegte  Mittel  dem  Körpertheilchen 
den  periodischen  Impuls  — m/*sin(9<— 9)  ertheile  (^  ist  die  noch 
von  y  abhängige  Phase),  nach  dem  Principe  der  Gleichheit  von 
Action  und  Reaction  auf  die  Aethermasse  ju  die  gleiche  Kraft  in 
entgegengesetzter  Richtung  einwirken  müsse.     Die  Wechselwir- 
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knug  zwischen  Körper-  und  Aethertheilcbeiiy  durch  welche  jener 
periodische  Impuls  entsteht,  wird  als  eine  Art  Reibungswirkung 
angenommen,  so  dass 

(3)        2mr(.|i.-^)  =  mf.Bin(qt^g>) 

ist.  Diese  Gleichungen  werden  so  behandelt,  dass  durch  Inte- 
gration von  (3)  f— a?,  dann  aus  (la)  x—x^  bestimmt  wird.  Diese 
Ausdrücke  genügen  auch  der  Gleichung  (2),  falls 

c 

gesetzt  wird,  und  falls  der  Absorptionscoefficient  K  und  die  Fort- 
pflanzungsgeschwindigkeit c  des  periodischen  Impulses  gewissen 
zwei  Gleichungen  genügen.  Durch  Discussion  der  Abhängigkeit 
der  Grössen  c  und  K  von  den  Coefficienten  der  Differentialglei- 
chungen ergeben  sich  die  Gesetze  der  normalen  und  anomalen 
Dispersion. 

Referent  bemerkt  zu  dieser  Darstellung  Folgendes:  In  ganz 
ähnlicher  Art,  wie  hier,  ist  die  anomale  Dispersion  schon  von 
Helmholtz    erklärt.      Denkt   man    in   (3)   ^—x   an   Stelle   von 

-7^ ^,  und  wird  dann  der  Ausdruck  (3)  in  (la)  und  (2) 

eingesetzt,  so  erhält  man  genau  die  Gleichungen,  die  Helmholtz 
seiner  Theorie  der  anomalen  Dispersion  zu  Grunde  gelegt  hat 
(cf.  F.  d.  M.  VI.  p.  654).  Den  periodischen  Impuls  aber  a  priori 
einzuführen,  scheint  dem  Referenten  nicht  hinreichend  mechanisch 
motivirt  zu  sein;  ein  solcher  Impuls  müsste  sich  vielmehr  erst  als 
Folgerung  aus  den  Gleichungen  ergeben.  Man  kann  also  nur 
sagen:  Den  Gleichungen  der  Elasticitätstheorie  sind  hier  empi- 
risch solche  Glieder  hinzugefügt,  dass  die  Gleichungen  die  Erschei- 
nung wiedergeben. 

Im  dritten  Theile  wird  die  Untersuchung  auf  Krjstalle  aus- 
gedehnt. Die  zu  Grunde  gelegten  Gleichungen  sind  analog  ge- 
bildet, wie  die  Gleichungen  (la)  und  (2),  nur  dass  fllr  den  perio- 
dischen Impuls  der  Ausdruck  (3)  eingesetzt  ist.  Die  Glei- 
chungen sind: 
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WOZU  Boch  vier  andere  GleichuDgen  kommen,  die  dadurch  ent- 
stehen, dass  man  an  Stelle  von  Xj  a:',  ^  setzt  y,  y',  17',  resp. 
i5,  ;s',  ^  und  zugleich  p^,  resp.  p,  an  Stelle  von  p^  während  die 
übrigen  Constanten  sich  nicht  ändern.  Es  liegt  darin  die  An- 
nahme, dass  nur  die  ponderablen  Körpertheilchen  von  krystalli- 
nischer  Structur  sind,  während  d6r  Aether  auch  innerhalb  des 
Körpers  isotrop  und  incompressibel  ist;  ferner  die  Annahme,  dass 
der  Schwerpunkt  x,  y,  z  der  Körpermasse  m  und  der  Aethermasse 
fi  während  der  Bewegung  unverrUckt  derselbe  bleibt.  Zu  Coor- 
dinatenaxen  sind  die  Hauptelasticitätsaxen  des  Körpers  genommen. 
Es  wird  nun  in  der  gewöhnlichen  Weise  untersucht,  ob  sich  in 
diesem  Aether  einfache  pendelartige  transversale  Schwingungen 
in  ebenen  Wellen  fortpflanzen  können.  Das  Resultat  stimmt  mit 
dem  gewöhnlichen  insofern  überein ,  als  sich  in  jeder  Richtung 
zwei  transversale  Wellen  mit  verschiedener  Geschwindigkeit  fort- 
pflanzen können,  deren  Schwingungen  auf  einander  senkrecht 
sind.  Beide  haben  zugleich  verschiedene  Absorptionscoefficienten. 
An  die  Stelle  des  Ellipsoids 

X*        «•        ä' 

li^  +  'n^  +  'h ^=Ö 

«,  «,  «, 

der  Fresnerscben  Theorie  tritt  hier  die  Fläche 

so  dass  die  Wellenfläche  viel  complicirter  wird,  als  in  der  ge- 
wöhnlichen Theorie.  Wn. 
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B.  Glazbbrook.  An  experimental  investigation  into 
the  velocities  of  normal  propagation  of  plane  waves 
in  a  biaxal  crystal,  with  a  comparison  of  the  resolts 

with   theory   (AbstraCt).     Proc.  of  London  XXVII.  496-503. 

Die  Beobachtungen  wurden  an  zwei  Arragonit- Ery  stallen 
angestellt.  Aus  den  beobachteten  Brechungswinkeln  hat  der 
Verfasser  das  Verbältniss  der  Lichtgeschwindigkeiten  in  verschie- 
denen Richtungen  berechnet  Die  Vergleichung  der  Resultate 
mit  der  Fresnerschen  Theorie  ergab,  dass  diese  Theorie  als  eine 
der  Wirklichkeit  sehr  nahe  kommende  anzusehen  ist. 

Cly.  (Wn.) 


E.  Ebtteler.     Zum  Zusammenhang  zwischen  Absorp- 
tion  und   Dispersion.     Carl  Rep.  XIV.  336-355. 

E.  Kbtteler.     Zur  Theorie  der  Dispersion  und  Absorp- 
tion in  doppeltbrechenden  Medien.  Carl  Rep.  xiv.  390-417. 

E.   Ketteler.      Beiträge    zu    einer    endgültigen    Fest- 
stellung der  Schwingungsebene  des  polarisirten  Lichtes. 

Carl  Rep.  XIV.  606-642. 

Alle  drei  Aufsätze  sind  Abdrücke  von  Arbeiten,  über  die 
schon  im  vorigen  Jahre  referiri;  ist  (cf.  F.  d.  M.  IX.  p.  717,  718, 
715).  Wn. 

E.  Ketteler.     Zur  Theorie  der  longitudinal-elliptischen 
Schwingungen  im  incompressiblen  Aether.     Pogg.  Ann. 

(2)  III.  83-113,  2a4-314. 

Die  Arbeiten  des  Herrn  Verfassers,  von  denen  schon  mehrere 
Yorbergehende  demselben  Gegenstande  gewidmet  waren,  lesen 
sich  nicht  leicht,  weil  in  jeder  folgenden  auf  die  früheren  re- 
corrirt  wird  und  dabei  einige  der  Voraussetzungen  und  Resultate 
jener  früheren  Arbeiten  beibehalten,  andere  ganz  umgestossen 
werden.  Dadurch  ist  eine  vollständige  Uebersicht  des  Ganzen 
ungemein  erschwert.    Auch  kann  man  nicht  sicher  sein,  ob  der 
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Verfasser  die  nun  abgeleiteten  Resultate  wirklich  als  definitive 
betrachtet  oder  dieselben  in  einer  folgenden  Arbeit  wieder  um- 
ändern wird.  Aus  diesen  Gründen  glaubt  Referent  sich  auf  die 
Darlegung  des  Hauptgesichtspunktes  der  vorliegenden  Arbeit 
beschränken  zu  sollen,  ohne  auf  die  Einzelheiten  einzugeben. 
Wesentlich  handelt  es  sich  hier  um  eine  neue  Formulirung  der 
Grenzbedingungen,  die  für  den  Uebergang  des  Lichtes  von  einem 
Medium  in  ein  anderes  gelten,  und  es  soll  die  neue  Formulirung 
für  alle  möglichen  Fälle  der  Reflexion  und  Brechung  gültig  sein. 
Unter  Verwerfung  der  früher  von  ihm  aufgestellten  Bedingungen 
(cf.  F.  d.M.  VI.  p.  652,  IX.  p.  715),  namentlich  des  Continui- 
tätsprincips,  macht  der  Verfasser  fllr  die  Grenzfläche  folgende 
Annahmen: 

1)  Die  drei  elastischen  Drehungscomponenten  (Deformationen) 
sind  an  der  Grenzfläche  für  beide  Medien  gleich; 

2)  die  lineare  Dilatation  parallel  der  Trennungsfläche  ist  Ar 
beide  Medien  gleich; 

3)  der  Aether  ist  iucompressibel,  die  räumliche  Dilatation 
desselben  also  Null. 

Die  beiden  ersten  Bedingungen  geben  die  nöthige  Zahl  von 
Gleichungen,  und  es  bedarf  nicht  der  Anwendung  des  Satses 
von  der  lebendigen  Kraft.  Ist  xz  die  Einfallsebene,  «  die  Nor- 
male der  brechenden  Fläche,  sind  ferner  f,  17,  ^  die  Verrückungen 
eines  Punktes  parallel  den  Axen  und  beziehen  sich  die  Indices 
1,  2  auf  die  beiden  in  der  brechenden  Fläche  zusammen- 
stossenden  Medien,  so  sind  diese  Bedingungen: 

wozu  noch  zwei  analoge  Bedingungen  für  die  beiden  anderen 
Deformationscomponenten  kommen: 

(3)  findet  itlr  beide  Medieu  statt;  dazu  kommen  zur  Bestimmung 
der  f,  97,  ^  noch  die  allgemeinen  Difierentialgleichungen,  die  der 
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Verfasser  io  früheren  Arbeiten  unter  Berttcksichtigung  des  Mit- 
sebwingens  der  ponderablen  Moleküle  aufgestellt  bat  (cf.  F.  d.  M. 
Vni.  652,  IX.  718).  Von  diesen  Grenzbedingungen  und  Haupt- 
gleiebungen  ausgebend  leitet  der  Verfasser  die  Amplituden  des 
refleetirten  und  gebrocbenen  Strahls  ab  für  die  Totalreflexion 
innerhalb  eines  ponderablen  Mediums,  für  die  Metallreflexion,  für 
die  Reflexion  an  absorbirenden  Krystallfläeben,  für  die  innere 
Spiegelung  und  Brechung  beim  Uebergang  von  einem  absor- 
birenden Medium  in  ein  anderes,  für  die  Reflexion  an  der  Grenze 
eines  bewegten  absorbirenden  Mittels. 

Aus  den  obigen  Gleichungen  ergiebt  sich  noch  das  merk- 
würdige Resultat,  dass  ein  ursprünglich  in  der  Einfallsebene  po- 
larisirter  Lichtstrahl  nach  der  Brechung  eine  longitudinal-ellipti- 
sche  Schwingung  vollführt,  also  eine  Ellipse  beschreibt,  deren 
Axen  nach  der  obigen  Bezeichnung,  parallel  x  und  s  sind.  Die 
hierbei  auftretende  longitudinale  Bewegung,  die  mit  der  Incom- 
pressibilität  des  Aethers  wohl  vereinbar  ist,  ist  eine  Folge  der 
Gleichung,  die  der  Verfasser  für  die  Einwirkung  der  ponderablen 
Tbeilchen  auf  die  Aetherschwingungen  aufgestellt  hat. 

Zum  Schluss  erörtert  der  Verfasser  seine  Ansicht  über  die 
Constitution  der  Grenzschicht  zweier  Medien,  wobei  er  die  Ansicht 
ausspricht,  dass  Glasreflexion  und  Metallreflexion  qualitativ  ver- 
schieden seien,  nicht  blos  durch  die  Grösse  des  Extinctionscoef- 
fieienten.  Wn. 


F.  Klaes.     Ueber   die  Veränderlichkeit   der   Lage  der 
Absorptionsstreifen.   Pogg.  Ann.  (2)  iii.  389-414. 

Die  wesentlich  experimentelle  Arbeit  untersucht  die  Ver- 
schiebung, die  ein  Absorptionsstreifen  einer  absorbirenden  Sub- 
stanz dadurch  erleidet,  dass  jener  Substanz  eine  andere,  nicht 
absorbirende  beigemischt  wird.  Theoretischen  Inhalts  ist  nur  ein 
kurzer  Abschnitt,  in  dem  eine  von  Eetteler  aufgestellte  Disper- 
sionsformel (cfr.  F.  d.  M.  VIII.  p.  652)  unter  speciellen  An- 
nahmen umgeformt  wird.  Zum  Schluss  stellt  der  Verfasser  seine 
Beobachtungen  durch  eine  empirische  Formel  dar.  Wn, 
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H.  Pbllat.  De  rimpossibilit^  de  la  propagation  d'ondes 
longitudinales  persistantes  dans  l'^ther  libre  ou  en- 
gag^  dans  un  corps  transparent.  C.  B.  LXXXVL  1126-1129. 

Der  Verfasser  schliesst  aus  den  Caachy'schen  Formeln  und 
aus  dem  Satze  von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft,  dass  fttr 
jedes   Medium    das  Verhältniss   der  Fortpflanzungsgesebwindig- 

keiten  der  longitudinalen'  und  transversalen  Wellen  =  |/|  sein 
mtisste.  Dies  widerspreche  völlig  der  Erfabrung.  Desbalb  sei 
die  Annahme  longitudinaler  Wellen  unzulässig.  Dies  der  Ge- 
dankengang des  Aufsatzes;  die  Einzelbeiten  der  Beweisftlbning 
sind  aus  dem  vorliegenden  Auszuge  nicht  zu  entnehmen. 

Wn. 


H.  Pellat.  8ur  la  transformation  qua  subissent  les 
formales  de  Cauchy  relatives  k  la  r^flexion  de  la 
lumifere  h  la  surface  d'un  corps  transparent,  quand 
on  suppose  une  ^paisseur  sensible  k  la  couche  de 
transition.    c.  R.  Lxxxvi.  1325-1328. 

Der  Verfasser  glaubt,  dass  beim  Uebergang  von  einem 
Medium  in  ein  anderes  der  Aether  seine  Eigenschaft  nicht  plötzlich 
ändert,  sondern  dass  innerhalb  einer  dttnnen  Uebergangsschicht 
eine  allmähliche  Aenderung  erfolgt.  Für  die  Fortpflanzungsge- 
schwindigkeit in  dieser  Schicht  nimmt  er  den  Ausdruck  an 

m 

wo  fi^  und  /u,  die  constanten  Fortpflanzungsgeschwindigkeiten  in 
beiden  Medien  sind,  e  die  Dicke  der  Schicht,  x  die  Entfernung 
eines  Punktes  der  Schicht  von  ihrer  oberen  Grenze.  Durch  Be- 
nutzung der  Cauchy'schen  Continuitätsbedingungen  leitet  er  dann 
ftlr  den  Fall,  dass  die  Schwingungen  senkrecht  zur  Einfallsebene 
sind,  die  Amplituden  des  gebrochenen  und  reflectirten  Strahles 
ab.  Die  so  erhaltenen  Ausdrücke  unterscheiden  sich  von  den 
Fresnel-Gaucby'schen  durch  Hinzufbgung  eines  Correctionsgliedes, 


Gapitel  2.    Akostik  and  Optik.  701 

das  mit  (y-}   proportional  ist,  wo  X^  die  Wellenlänge  des  ein- 
fallenden Strahls  bedeutet.     Danach  würde  weisses  Licht  auch 

bei  der  Reflexion  farbig  werden,  wenn  nicht  -y-  verschwindend 
klein  wäre.  Wn. 


A.  CoRNü.      Sur  la  polarisation  elliptique  par  r^flexion 
k  la  surface  des  corps  transparents.  C.  R.  Lxxxvi.  649-652. 

Das  Cauchy'sche  Gesetz  ttber  die  Phasendififerenz  des  pa- 
rallel und  senkrecht  zur  Einfallsebene  polarisirten  Strahles  bei 
der  Reflexion  an  einer  durchsichtigen  Substanz  kann  man  ange- 
nähert durch  eine  einfache  geometrische  Construction  darstellen. 
Man  beschreibe  um  den  Punkt,  in  dem  der  einfallende  Strahl  die 
reflectirende  Fläche  trifil,  eine  Kugel,  construire  auf  der  Ober- 
fläche derselben  ein  sphärisches  Dreieck,  dessen  eine  Ecke  der 
Punkt  ist,  in  dem  der  reflectirte  Strahl  die  Kugel  trifft,  während 
die  gegenüberliegende  Seite  der  Lage  und  Grösse  nach  constant, 
d.  h.  nur  von  der  Natur  der  reflectirenden  Substanz  abliängig  ist. 
Die  Phasendifferenz  wird  dann  durch  den  Aussenwinkel  des 
sphärischen  Dreiecks  an  der  oben  genannten  Ecke  repräsentirt. 
Diese  Construction  hat  der  Verfasser  allein  aus  Beobachtungen 
abgeleitet,  ihre  Resultate  stimmen  aber  mit  den  Cauchy'schen 
Formeln  gut  ttberein.  Wn. 


Groloüs.    Nouvelle  interpr^tation  de  la  loi  de  Brewster. 

Soc.  phil.    Parii  (7)  L  146-148. 

Auf  die  Grenze  zweier  durchsichtigen  Medien  falle  ein  seit- 
lieh begrenztes  Bündel  paralleler  Strahlen  unter  dem  Polari- 
sationswinkel. Trägt  man  auf  demjenigen  einfallenden  Strahle, 
der  durch  den  Schwerpunkt  der  Schnittfläche  des  BUndels  mit 
der  reflectirenden  Ebene  geht,  die  Geschwindigkeit  V,  auf  dem 
zagehörigen  gebrochenen  Strahle  die  Geschwindigkeit  V  ab,  legt 
dann  durch  die  Endpunkte  senkrechte  Ebenen,  so  ist  der  Cylinder- 
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Stumpf,  der  dadurch  auf  dem  einfallenden  Bttndel  abgeschnitten 
wird,  gleich  dem  auf  dem  gebrochenen  Bündel  abgeschnittenen 
Stumpfe.  Wn. 


J.  Plasil.  Physikalisehe  Deutung  der  imaginären  Grossen. 

Casopis  VII.  173-175.  (Böhmisch). 

Von  einer  Bemerkung  FresneVs  ausgehend  erklärt  der  Ver- 
fasser die  Bedeutung  einer  imaginären  Amplitude. 

Std. 

W.  Voigt.     Zur  Fresnerschen  Theorie  der  DifiPractions- 
Erscheinungen.    Fogg,  Ann.  (2)  lll.  532-568. 

Die  auf  Anwendung  des  Hnygens'schen  Princips  basirten 
Theorien  der  Diffraction  sind,  was  die  Lage  der  Interferenzstreifen 
betrifft,  in  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  der  Erfahrung. 
Das  Gleiche  ist  aber  nicht  mit  den  Intensitäten  der  Fall,  da  diese 
von  dem  noch  unbekannten  Gesetze  abhängen,  nach  welchem  die 
Strahlung  einer  leuchtenden  Fläche  in  verschiedenen  Richtungen 
geschieht.  Ausserdem  ergiebt  sich,  wenn  man  ohne  Zwischen- 
stellen eines  Schirmes  durch  eine  Lichtquelle  einen  beliebigen 
Punkt  bestrahlen  lässt  und  die  Schwingung  einmal  direct,  daa 
andere  Mal  unter  Anwendung  des  Huygens'schen  Princips  be- 
rechnet, die  Phase  beide  Male  um  -7-  verschieden  ist.  Der  Naoh- 

4 

weis  dieses  Widerspruchs  und  die  Auffindung  des  vorher  er- 
wähnten Gesetzes  bilden  den  ersten  Theil  der  Arbeit.  Zu  dem 
Zwecke  wird  eine  aus  einem  leuchtenden  Punkte  entstehende 
Kugelwelle  betrachtet  und  die  Bewegung  eines  Punktes  einmal 
nach  dem  Huygens'schen  Princip  berechnet,  indem  dies  Princip 
auf  eine  Wellenfläche  (Kugel)  angewandt  wird,  das  andere  Mal 
direct.  Legt  man  bei  Anwendung  des  Princips  auch  ein  belie- 
biges Ausstrahlungsgesetz  zu  Grunde,  siebt  aber  (was  zur  Ans- 
fitthrung  der  Integration  nöthig)  die  Wellenlänge  l  als  unendlich 
klein  an  gegen  die  Entfernung  des  betrachteten  Punktes  von 
irgend  einem  Element  der  Kugelfläche,   so   ergeben  beide  Be- 
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reehnungsarten  doch  stets  die  oben  genannte  Pbasendifferenz. 
Weiter  wird  eine  analoge  Betrachtung  fQr  den  Fall  durchgeführt, 
dass  man  das  Hnygens'sche  Princip  auf  eine  beliebig  gelegene 
Ebene  anwendet,  die  Wellen  immer  als  Eugelwellen  angenommen. 
Auch  hier  ergiebt  sich  in  Bezug  auf  die  Phase  dasselbe  Besultat; 
und  dies  Resultat  lässt  sich  unter  gewissen  Voraussetzungen  auch 
auf  den  Fall  ausdehnen,  dass  statt  der  Ebene  eine  beliebige 
Fläche  eintritt.  Dagegen  unterscheidet  sich  das  bei  der  Ebene 
gefundene  Resultat  in  einem  anderen  Punkte  von  dem  bei  der 
Kugel  gefundenen.  Während  nämlich  bei  der  Engel  die  An- 
wendung des  Huygens'schen  Princips  dieselbe  Amplitude  ergiebt, 
wie  die  directe  Bestrahlung,  ergeben  beide  Berechnungsarten  bei 
der  Ebene  verschiedene  Amplituden.  Beide  Amplituden  lassen 
sich  jedoch  zur  Uebereinstimmung  bringen,  wenn  man  für  das 
bis  dahin  beliebige  Gesetz  der  Ausstrahlung  eine  bestimmte  An- 
nahme macht.  Diese  ist,  dass  die  Ausstrahlung  proportional  ist 
dem  Cosinus  des  Winkels  zwischen  der  Normale  und  der  Aus- 
strahlungsrichtung. Dies  Gesetz  wird  nun  angewandt,  um  die 
Intensität  des  von  einer  Wellenfläche  unter  einem  gegebenen 
Winkel  ausgestrahlten  Lichtes  zu  berechnen  bei  geradliniger  und 
elliptischer  Polarisation,  sowie  für  natürliches  Licht. 

Die  obige  Phasendififerenz  von  — ,  die  bei  Berechnung  der 

Schwingung  eines  Punktes  nach  dem  Huygens'schen  Princip  stets 
auftritt,  ist  dem  Verfasser  ein  Beweis  gegen  die  Haltbarkeit  der 
Fresnerschen  Orundvorstellungen.  Er  hält  dieselben  mehr  für  eine 
künstlich  ersonnene  Regel  und  unternimmt  es  daher,  die  Diffrac- 
tionserscheinungen  aus  der  Elasticitätstheorie  abzuleiten.  Hier 
zeigt  sich  jene  Phasendifferenz  nicht,  während  im  Uebrigen  die 
Fresnersche  Annahme  hinsichtlich  der  Intensität  des  ausgestrahlten 
Lichtes  bestätigt  wird.  Zu  Grunde  gelegt  wird  eine  Formel,  die 
man  bei  der  Verbreitung  des  Schalls  in  der  Luft  anzuwenden  pflegt, 
und  die  von  Poisson  herrührt  (der  Verfasser  citirt  nur  Riemann). 
Es  ist  der  Ausdruck  des  Geschwindigkeitspotentials,  resp.  der  Ver- 
dichtung mit  Hülfe  zweier  Doppelintegrale.  Mit  Hülfe  dieser  Formel 
ergiebt  sich  zunächst  aus  den  Elasticitätsgleichungen,  dass  aus  rein 
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transversalen  Schwingungen  nie  longitudinale  entstehen  können; 
wenn  die  räumliche  Dilatation  gleich  Null  ist,  stimmen  die 
Gleichungen  für  die  elastischen  Verrttokungen  mit  der  Schall- 
gleichung ttberein,  so  dass  man  die  oben  genannten  Formeln 
jetzt  auch  auf  die  Berechnung  der  Lichtschwingungen  anwenden 
kann.  Es  wird  nun  eine  Oefifnung  in  einem  Schirm  betrachtet, 
der  der  Wellenebene  parallel  ist,  und  die  Verrttckung  des  Mediums 
in  dem  Moment,  wo  die  Welle  eben  den  Schirm  erreicht  hat, 
wird  als  Anfangszustand  angesehen.  Man  kann  dann,  am  die 
Schwingung  in  einem  beliebigen  Punkte  zu  berechnen,  die  oben 
genannte  Formel,  die  die  Fortpflanzung  einer  momentanen  Yer- 
rtickung  ergiebt,  nur  auf  ein  Zeitelement  anwenden  und  gelangt 
zu  periodischer  Schwingung  durch  Integration  nach  der  Zeit 
Dabei  ist  es  aber  nöthig,  der  während  des  betrachteten  Zeit- 
moments vorhandenen  Anfangserschütterung  eine  gewisse  Breite 
beizulegen.  Berechnet  man  so  die  Intensität  in  einem  ausserhalb 
des  Schirmes  liegenden  Punkte,   so  findet  sich  nichts  von  der 

X 

Fresnerschen  Phasenverzögerung  von  — ,  aber  auch  nichts  von 

der  Verschiedenheit  der  ausgestrahlten  Intensität  in  verschiedener 
Richtung.  Die  so  gefundenen  Resultate  lassen  sich  sofort  auf 
andere  Fälle  ausdehnen,  namentlich  auf  den  Fall,  dass  eine  be- 
liebige ebene  Oeffnung  durch  eine  im  Endlichen  befindliche  Licht- 
quelle in  Bewegung  gesetzt  wird. 

Endlich  wird  noch  die  von  der  Oeffnung  nach  rückwärts 
entsandte  Bewegung  behandelt.  Zu  dem  Zwecke  wird  die  obige 
Betrachtung  (für  eine  der  Wellenlänge  parallele  Oeffnung)  abge- 
ändert. Vorher  hatte  sich  ergeben,  dass  nicht  blos  die  Fläche 
der  Oeffnung,  sondern  eine  Schicht  von  gewisser  Dicke  aniUnglich 
constante  Verrückung  und  Geschwindigkeit  haben  müsste,  um  die  zu 
Grunde  gelegten  Formeln  anzuwenden.  Dann  müsste  sich  diese  Er- 
schütterung nach  beiden  Seiten,  nach  vorwärts  und  rückwärts,  mit 
gleicher  Intensität  fortpflanzen.  Deshalb  wird  die  eben  genannte 
Annahme  dahin  abgeändert,  dass  durch  jene  Schicht  eine  Bewegung 
in  Form  einer  Sinuscurve  sich  mit  gleichförmiger  Geschwindig- 
keit in  der  Strahlenrichtung  fortpflanzt.     Dann  ergiebt  sich  ftlr 
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vorwärts  gelegene  Punkte  dasselbe  Resultat  wie  früher,  für  rück- 
wärts gelegene  Punkte  aber  Ruhe.  Eine  Schwierigkeit  tritt  noch 
dadurch  ein,  dass  das  fortgepflanzte  System  von  Bewegungen 
mit  der  Incompressibilität  des  Aethers  nicht  vereinbar  ist.  Des- 
halb scheinen  dem  Referenten  durch  die  vorliegende  Arbeit  noch 
nicht  alle  Schwierigkeiten  beseitigt  zu  sein.  Wn. 


J.  Fröhlich.     Einführung   des  Princips   der  Erhaltung 
der  Energie  in  die  Theorie  der  Difiraction.    Pogg.  Add. 

(2)  UI.  376-389;  IV.  319-320. 

Der  Verfasser  macht  darauf  aufmerksam,  dass  bei  Anwendung 
des  Huygens'schen  Princips  die  relativen  Amplituden  zwar  richtig 
seien,  nicht  aber  die  absoluten.  Um  letztere  zu  bestimmen,  müsse 
man  noch  das  Princip  der  Erhaltung  der  Energie  hinzufllgen, 
und  zwar  in  folgender  Form:  Die  auf  den  Beobachtungsschirm 
fallende  gesammte  Bewegungsenergie  (Intensität)  der  Lichtbe- 
wegung ist  stets  gleich  oder  kleiner,  als  die  Bewegungsenergie 
der  gesammten,  durch  die  beugende  Oeffnung  dringenden  Licht- 
bewegung. Der  Verfasser  wendet  dies  Princip  auf  die  Beugung 
an  einer  rechteckigen  Oe£fnung  an,  auf  welche  paralleles  Licht 
senkrecht  zur  Oeffnung  fällt  Das  gebeugte  Licht  denkt  er  auf 
einem  kugelförmigen  Schirm  aufgefangen,  so  dass  der  Mittelpunkt 
der  Kugel  zugleich  der  Mittelpunkt  der  leuchtenden  Oeffnung  ist 
Die  Intensität,  welche  die  gewöhnliche  Theorie  in  einem  Punkte 
des  Schirmes  ergiebt,  multiplicirt  er  dann  mit  einem  unbestimmten 
Factor,  femer  mit  dem  Fiächenelement  und  integrirt  (unter  ge- 
wissen Vernachlässigungen)  über  die  Fläche  des  Schirmes.  Das 
so  erhaltene  Integral  ist  nach  dem  obigen  Princip  gleich  der  ge- 
sammten  auf  die  Oeffnung  fallenden  Energie.  Dadurch  bestimmt 
sich  der  vorher  unbestimmte  Factor.  Doch  ist  der  fllr  denselben 
abgeleitete  Werth  nicht  neu,  sondern,  wie  Herr  Voigt  (cf.  das 
vorstehende  Referat)  bemerkt,  ergiebt  sich  derselbe  schon  aus 
der  FresneFschen  Theorie.  Die  Rechnung  wird  dann  noch  auf 
n  gleiche,  parallele  Oeffhungen  und  auf  mehrere  Reihen  von 
solchen  Oeffnnngen  ausgedehnt.    In  einem  Zusatz  wird  noch  ge- 

Forttchr.  d.  Math.  X.  3.  45 
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zeigt,  wie  das  obige  Prineip  auf  beliebige  Oeffnongen  und  be- 
liebig gestaltete  Schirme  auszudehnen  ist.  Wn. 


J.  Fröhlich.    Experimental Untersuchungen  über  die  In- 
tensität des  gebeugten  Lichtes.    Pogg.  Ann.  (2)  iil.  568-582. 

Ausgehend  von  der  in  einer  früheren  Arbeit  (cf.  das  vorige 
Referat)  gefundenen  Gruodformel  berechnet  der  Verfasser  die 
Intensität  eines  Beugungsbildes,  das  dadurch  entsteht,  dass  das 
von  einer  parallelogrammförmigen  leuchtenden  Oe£fnung  aus- 
gehende Licht  durch  ein  Gitter  von  parallelen,  sehr  schmalen 
Spalten  gebeugt  wird.  Um  mit  der  Beobachtung  vergleichbare 
Resultate  zu  erhalten,  werden  dann  die  Mittelwerthe  der  Inten- 
sität für  gewisse  Flächen  angenähert  berechnet.  Wn. 


J.  Fröhlich.     Ein   neuer  Satz  in  der  Theorie  der  Dif- 
fraction  und  dessen  Anwendung.   Pogg.  Ann.  (2)  v.  134-142. 

Eine  beugende  Oeffnung,  deren  Dimensionen  sehr  gross  sind 
gegen  die  Wellenlänge  des  Lichts,  sei  von  einer  beliebigen  Carve 
begrenzt.  Auf  dieselbe  falle  Licht  von  einer  gleichmässigen 
leuchtenden  Kugelfläche  FFy  und  das  Licht  werde  nach  der  Beu- 
gung auf  einem  kugelförmigen  Schirme  ff  aufgefangen.  Die  Ra- 
dien der  Flächen  FF  und  ff  seien  sehr  gross  im  Verhältniss  zu 
den  Dimensionen  der  Oe£fnung;  der  gemeinsame  Mittelpunkt 
beider  liege  in  der  Oefifnung  oder  deren  uumittelbarer  Nähe. 
Dann  gilt  der  Satz:  „Die  kinetische  Energie  des  von  der  Fläche 
FF  ausgehenden,  auf  ein  Schirmelement  df  fallenden  gebeugten 
Lichtes  ist  gleich  der  kinetischen  Energie  des  vom  conjugirten 
leuchtenden  Element  dF  herrührenden,  auf  den  ganzen  kugelför- 
migen Schirm  ff  fallenden  gebeugten  Lichtes.^  Zwei  Elemente 
dF  und  df  werden  dabei  conjugirt  genannt,  wenn  deren  Kegel- 
ecken in  der  Oeffnung  gleich  sind. 

Aus  dem  obigen  Satze,  dessen  Beweis  auf  mehreren  ange- 
näherten Annahmen  beruht,  die  sich  ihrerseits  aus  den  Voraus- 
setzungen ergeben,  folgt  weiter:  „Die  Beleuchtung  des  mittleren 
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Theiles  des  Beugungsbildes  einer  sehr  grossen,  gleicbmässig 
leuchtenden  Kagelfläche  ist  dem  Flächeninhalt  der  Projection  der 
beugenden  Oeffhung  auf  die  einfallende  Wellenfläche  direct  pro- 
portionaly  hingegen  von  der  Gestalt  und  Lage  der  beugenden 
Oeflfhung  gänzlich  unabhängig.^  Wn. 


W.  Steadman  Aldis.     On  a  modification  of  Huyghens' 

principle.    Quart.  J.  XV.  326-335. 

Nach  dem  Huygens'schen  Princip  hat  man,  um  die  Schwin- 
gung eines  Punktes  zu  erhalten,  die  Summe  aller  Impulse  zu 
berechnen,  die  von  sämmtlichen  Punkten  der  Vorderfläche  einer 
Welle  auf  den  betreffenden  Punkt  ausgeübt  werden.  Da  nun  die 
Welle  stets  eine  gewisse  Breite  hat,  so  entsteht  die  Frage,  wes- 
halb nur  die  von  der  Vorderfläche  herrtthrenden  Impulse  berück- 
sichtigt werden,  nicht  auch  die  aus  dem  Innern  des  Erschtttterungs- 
gebiete  herrührenden.  Diese  Schwierigkeit  sucht  der  Verfasser  in 
einigen  speciellen  Fällen  zu  beseitigen,  indem  er  bei  der  An- 
wendung des  Princips  auch  die  aus  dem  Innern  des  momentanen 
Erschtttterungsgebietes  herrührenden  Impulse  in  Rechnung  zieht. 
Die  Fälle  sind:  1)  Fortpflanzung  einer  Welle  in  einer  Röhre  ge- 
mäss der  Differentialgleichung 

dt'    ^^  ~dx^' 

2)  Fortpflanzung  von  Eugelwellen,  die  der  Gleichung  genügen: 

dt'      ""  ^      ör'     ' 

3)  Fortpflanzung  einer  ebenen  Welle  in  einem  Medium,  dessen 
Theilchen  sich  gegenseitig  anziehen.  Nimmt  man  die  Erschütte- 
rung stets  als  eine  einfache  Welle  und  von  der  Breite  einer 
Wellenlänge  an,  so  ergiebt  im  ersten  Falle  das  erweiterte  Huygens'- 
sehe  Princip  genau  dasselbe  Resultat,  wie  die  Differentialglei- 
chung. Im  zweiten  und  dritten  Falle  ist  das  Gleiche  der  Fall, 
wenn  man  die  Annahme  hinzufügt,  dass  die  von  der  Welle  aus- 
gehenden Impulse  eine  Phasenverschiebung  von  |  Schwingungs- 
dauer  gegen    die   ursprüngliche  Welle  haben.     Wenn  aber  im 

45* 
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dritten  Falle  eine  Welle  durch  eine  OefFhong  geht  und  man  an- 
nimmt,  dass  auf  einen  hinter  der  Oeffnung  liegenden  Punkt  nur 
die  Theile  der  Welle  wirken,  die  aus  der  Welle  herausgeschnitten 
werden,  wenn  man  den  Punkt  mit  allen  Punkten  der  Oeffnung 
verbindet,  so  erhält  man,  wie  aus  dem  Beispiel  der  kreisförmigen 
Oeffnung  hervorgeht,  für  die  Intensität  andere  Resultate,  als  bis- 
her. Durch  die  vom  Verfasser  gegebenen  Entwickelungen 
scheint  dem  Referenten  wenig  gewonnen  zu  sein,  da  die  Breite 
der  ursprünglichen  Erschütterung  nicht  eine  beliebige  sein  darf. 

Wn. 


K.   ExNER.      üeber    die    Fraunhofer'schen    Ringe,    die 
Quetelet'schen  Streifen  uud  verwandte  Erscheinungen. 

Pogg.  ADD.  (2)  IV.  525-550. 

Neben  Beobachtungen  der  im  Titel  genannten  Erseheinungen 
finden  sich  in  der  vorliegenden  Arbeit  Bemerkungen  über  die 
theoretische  Erklärung  derselben  und  über  ihren  Zusammenhang. 
Die  hauptsächlichsten  Bemerkungen  beziehen  sich  auf  Verdet's 
Theorie  der  Fraunhofer'schen  Ringe  und  auf  LommeFs  Arbeit 
über  Interferenz  des  gebeugten  Lichtes.  Verdet's  Resultat  hält 
der  Verfasser  in  der  von  Verdet  ausgesprochenen  Form  nicht  für 
correct;  es  sei  aber  richtig,  wenn  man  unter  der  Intensität  in 
einem  Punkte  die  mittlere  Intensität  in  der  Nähe  desselben  ver- 
stehe. An  Lommel's  Arbeit  (cf.  F.  d.  M.  VIII.  p.  660—662)  ver- 
wirft Herr  Exner  das  letzte  Resultat  als  falsch,  dass  ein  Beugungs- 
bild auch  zu  Stande  komme,  wenn  die  getrübte  Fläche  der  spie- 
gelnden nicht  parallel  ist.  Ist  die  Anordnung  des  Versuchs  so,  dass 
alle  Staubpartikelchen  an  der  Entstehung  des  Phänomens  theil- 
nehmen,  so  entsteht  nach  Exner's  Ansicht  eine  deutliche  Er- 
scheinung nur,  wenn  die  elementaren  Ringsysteme  der  einzelnen 
Partikelchen  congruent  sind;  und  dies  ist  nur  der  Fall  bei  Pa- 
rallelismus der  genannten  Flächen.  Zutid  Schluss  wird  iHr  den 
Fall,  dass  jede  Stelle  des  Beugungsbildes  nur  durch  einige,  neben 
einander  liegende  Staubpartikelchen  erzeugt  wird,  gezeigt,  dass 
die  Lage  des  achromatischen  Ringes  (desjenigen,  für  welche  die 
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Wegdifferenz  der  iDterferirenden  Strahlen  KuU  ist)  von  der  Gestalt 
und  Lage  der  Bestäubungsfläche  unabhängig  ist  Wn. 


C.  Bartl.     Ueber  den  Weg,  den  ein  Punkt  aus  einem 
Medium    in   das   angrenzende  in   der   kürzesten   Zeit 

durchläuft.     Grnnert  Arch.  LXIl.  189-201. 

Der  Verfasser  stellt  sich  folgendes  Problem:  „Ein  beliebiger 
Punkt  des  Mediums  M  bewege  sich  mit  gleichförmiger  Geschwin- 
digkeit V  bis  zur  Grenzfläche  des  anliegenden  Mediums  J(f,  und 
von  da  mit  einer  andern  constanten  Geschwindigkeit  t/  zu  einem 
bestimmten  Punkte  dieses  Mediums.  Welcher  Art  ist  der  so  be- 
schriebene Weg,  wenn  der  Punkt  in  der  möglichst  kürzesten  Zeit 
von  seiner  Position  in  die  letzte  gelangen  soll."^  Der  Verfasser 
gelangt  zu  den  bekannten  Gesetzen  der  Optik.  0. 


Thollon.     Theorie  du   nouveau   spectroscope    k   vision 

directe.     C.  R.  LXXXVI.  595-598;   AlmeidaJ.  VIT.  141-148. 

In  der  vorliegenden  Notiz  werden  durch  elementare  Be* 
trachtungen  die  Eigenschaften  eines  Doppelprismas  (couple)  ab- 
geleitet, dessen  beide  Prismen  aus  derselben  Substanz  bestehen 
und  gleiche  brechende  Winkel  haben,  während  ihre  Kanten  pa« 
rallel  sind  und  die  an  einander  stossenden  Seitenflächen  einen 
gegebenen  Winkel  bilden.  Dabei  ist  die  Orientirung  eine  solche, 
dass  beide  einen  Lichtstrahl  in  gleichem  Sinne  ablenken.  Von 
den  Resultaten  erwähnen  wir  folgende  zwei:  1)  Eine  schmale 
Oeffnung,  durch  einen  Collimator  in  einfarbigem  Lichte  betrachtet, 
erscheint  gleich  breit,  mag  das  Doppelprisma  eingeschaltet  werden 
oder  nicht.  2)  Wenn  die  Lichtstrahlen  die  erste  Fläche  des 
Doppelprismas  senkrecht  treffen  und  ebenso  die  letzte  unter 
rechtem  Winkel  verlassen,  so  ist  die  Elementardispersion  (Ableitung 
des  Einfallswinkels  des  zweiten  Prismas  nach  dem  Brechungs- 
quotienten) durch  das  ganze  Spectrum  constant.  Wn. 
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M.  A.  Bertin.  Theorie  dlömentaire  des  lentilles  sph^riques 

minces  OU  dpaisses.    Add.  d.  Ohim.  et  Phys.  (5)  Xin.  476-508. 

Elementare  Darstellung  der  Linsentheorie.  Im  ersten  Theile 
wird  die  Theorie  mit  Vernachlässigung  der  Linsendicke  in  der 
gewöhnlichen  Art  gegeben.  Der  zweite  Theil  entwickelt  die 
Gauss'sche  Theorie  in  ähnlicher  Art,  wie  es  Herr  Neumann  (die 
Haupt-  und  Brennpunkte  eines  Linsensystems  ^  Leipzig  1866) 
schon  früher  gethan,  und  mit  Benutzung  des  Neumann'scben 
Buches.  Neue  Resultate  oder  eigenthttmliche  Methoden  enthält 
die  Arbeit  nicht.  Wn. 


E.  BoüTY.     Norabre  des  ^I^ments  n^cessaires  pour  d6- 
terminer  Teffet  extdrieur  d'un  systfeme  optique. 

Almeida  J.  VII.  331-340. 

Ein  optisches  System  ist  völlig  definirt  durch  die  Lage  der 
Hauptebenen  und  der  Focalebenen.  Es  wird  nun  an  einigen 
Beispielen  gezeigt,  wie  statt  dieser  Elemente  andere  gegeben 
sein  können,  z.  B.  Lage  der  Hauptebenen  und  zwei  andere  Be- 
dingungen, oder  Lage  von  drei  Paar  conjugirten  Ebenen  und 
eine  Vergrösserung  etc.  Wn. 


R.  Pendlebury.     On  equivalent  lenses.    Meaeenger  (2)  vii. 

129-131. 

Eine  Linse  ist  äquivalent  einem  System  von  n  Linsen  mit 
derselben  Axe,  wenn  dieselbe,  an  die  Stelle  der  ersten  Linse 
gestellt,  dieselbe  Richtungsänderung  eines  gegebenen  Strahles 
hervorbringt,  wie  das  System.  In  der  vorliegenden  Arbeit  wird 
nun  eine  allgemeine  Formel  aufgestellt  fllr  die  Brennweite  einer 
Linse^  die  n  Linsen  von  den  Brennweiten  f, ,  fn-  "fn  äquivalent 
ist,  während  a^,  a^.,,an-i  die  Abstände  zwischen  den  einzelnen 
Linsen  sind.  Der  Ausdruck  für  die  Brennweite  wird  sowohl  als 
Zähler  eines  Kettenbruchs,  wie  als  Determinante  dargestellt 

Glr.  (Wn.) 
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K.  W.  Zbnger.     lieber  Berechnang  aplanatischer  kata- 
dioptrischer  Objective.   Prag.  Ber.  1877.  52-65. 

Der  Verfasser  hatte  frtther  eine  Theorie  der  katadioptrischen 
AplaDaten  gegeben  (siehe  F.  d.  M.  VIII.  p.  671.)  In  der  vor- 
liegenden Arbeit  giebt  er  als  Anhang  zu  jener  Arbeit  eine  kurz- 
gefasste  Anleitung  zur  Berechnung  solcher  Aplanaten  und  die 
nöthigen  Httifstafeln.  0. 


J.  MouTiER.     Sur  la  th^orie  des  lentilles.    Soc.  phii.   Paris  ' 

(7)  II.  136-138. 

Gonstructive   und  rechnungsmässige  Bestimmung   der  Lage 
und  Grösse  des  Bildes  bei  einer  biconvexen  Linse.  0. 


J.  MoüTiER.     Sur  une  propriöt^  des  objectifs  achroma- 

tiques«    Soc.  phil.  Paris  (7)  I.  201-202. 

Herleitung  eines  Satzes  von  Listing  aus  Formeln,  die  Herr 
A.  Martin  neuerdings  in  den  Ann.  de  TEc.  N.  gegeben  hat  Der 
Satz  heisst:  „Im  Allgemeinen  hat  ein  achromatisches  Objectif, 
dessen  Innenflächen  in  genauer  oder  angenäherter  Bertlhrung 
sind,  auf  seiner  Axe  und  auf  derselben  Seite  zwei  Brennpunkte, 
von  wo  die  ausgesandten  ^Strahlen  ohne  Aberration  gebrochen 
werden  fUr  eine  massige  Oeffhung;  und  Air  den  Raum  zwischen 
diesen  Punkten  haben  die  Randstrahlen  ihren  Vereinigungspunkt 
weiter  von  der  Linse  als  die  centralen  Strahlen.^  0. 


J.  MouTiER.     Sur  la  th^orie  des  oculaires  compos^s. 

Soc.  phU.    Paris  (7)  I.  172-174. 

Für  ein  System  von  zwei  Linsen  bestimme  man  den  Abstand 
je  eines  Hauptbrennpunktes  des  Systems  von  dem  äusseren  Brenn- 
punkt je  einer  der  Linsen.  q>  sei  die  mittlere  Proportionale 
zwischen  den  genannten  Abständen,  y  der  Abstand  des  leuchten- 
den Objects  von  dem  ersten  Hauptbrennpunkt  des  Systems,  y'  der 
Abstand  des  Bildes  von  dem  zweiten  Hauptbrennpunkt,  so  ist 
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das  VerhältDiBS  der  Bildgrösse  zum  Object  gleich 

9         y 

Diese  Formel  wird  angewandt  zur  Berechnung  der  Vergrösserung 
der  zusammengesetzten  Oculare  astronomischer  Fernröhre. 

Wn. 


G.  G.  Stokes.  On  an  easy  and  at  the  same  time  accu- 
rate  method  of  determining  the  ratio  of  dispersion 
of  glasses  intended  for  objectives.   Proc.of London  xxxvii. 

485-494. 

Aus  den  beiden  Glassorteu,  die  zur  Verfertigung  eines  Ob- 
jectivs  verwandt  werden  sollen,  sind  zwei  Prismen  zu  verfertigen, 
die  einander  achromatisiren.  Dass  diese  Bedingung  erfüllt  ist, 
erkennt  man  leicht  aus  dem  secundären  Spectrum,  das  sich 
äusserst  schnell  verändert,  wenn  der  brechende  Winkel  des  einen 
Prismas  oder  die  Azimuthaistellung  eines  Prismas  eine  Aende- 
derung  erleidet.  Hinsichtlich  der  Details  muss  auf  die  Arbeit 
selbst  verwiesen  werden.  Cly.  (Wn.) 


F.    Kohlrausch,      üeber   die  Ermittelung    von    Licht- 
brechungsverhältnissen  durch  Totalreflexion.  Pogg.  Ann. 

(2)  IV.  107-149. 

In  der  rein  experimentellen  Arbeit  wird  ein  neues  Instrument, 
Totalreflectometer  genannt,  beschrieben,  und  für  dieses  wird  die 
Grenze  der  Genauigkeit  mathematisch  untersucht.  Wn. 


K.    W.    Zenger.       üeber    eine    neue    spektrometrische 

Methode.    Prag.  Ber.  1877.  20-40. 

Beschreibung  und  Begründung   einer  Methode  zur  Bestim- 
mung von  Brechungsexponenten.  O. 
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Capitel  3. 
Elektricität  und   Magnetismus. 

C.  Neumann,     üeber  die  gegen  das  Weber'sche  Gesetz 
erhobenen  Einwände,    ciebsch  Add.  xi.  318-340. 

Der  Verfasser  discutirt  die  von  Tait,  Thomson  und  Helm- 
holtz  gegen  das  Weber'sche  Gesetz  erhobenen  Einwände,  zeigt, 
dass  denselben  kein  besonderes  Gewicht  beizumessen  sei,  und 
fasst  schliesslich  das  Resultat  seiner  Untersuchungen  in  folgen- 
dem Satz  zusammen:  Will  man  für  die  elektrostatischen  und 
elektrodynamischen  Erscheinungen  eine  Theorie  haben,  welche 
in  air  ihren  Betrachtungen  von  einer  gemeinschaftlichen  Quelle 
ausgeht,  und  welche  gleichzeitig  in  den  experimentellen  That- 
sachen  kein  handgreifliches  Veto  findet,  so  scheint  bis  zum  heu- 
tigen Tage  die  Weber'sche  Theorie  die  einzige  zu  sein,  welche 
diesen  Anforderungen  entspricht.  Nu. 


C.  Neümann.     üeber  die  Zuverlässigkeit  des  Ampfere'- 
seben  Gesetzes,    ciebach  Add.  xi.  309-318. 

Das  Ampöre'sche  Gesetz  dürfte  in  den  Augen  der  meisten 
Physiker  und  Mathematiker  immer  noch  auf  der  bedenklichen 
Hypothese  beruhen,  dass  die  Wirkung  eines  geschlossenen 
Stromes  auf  ein  einzelnes  Stromelement  gegen  letzteres  senkrecht 
sei.  Der  Verfasser  zeigt,  dass  das  in  Rede  stehende  Gesetz  in 
Wirklichkeit  von  dieser  Hypothese  unabhängig  ist^  dass  näm- 
lich zur  Ableitung  des  Gesetzes  folgende  vier  Hypothesen  aus- 
reichend sind: 

1)  Die  Kraft  A,  welche  zwei  Stromelemente  JDs  und  J,I>«, 
auf  einander  austlben,  ist  proportional  mit 

JJ,  DsDs, 
und  schlägt  daher  in  ihr  Gegentheil  um,  sobald  in  einem  der 
beiden  Elemente  die  Stromrichtung  umgekehrt  wird. 

2)  Abgesehen  vom  Factor  JJ^DsDs^  ist  die  Kraft  A  nur 
noch  abhängig  von  der  relativen  Lage  der  beiden  Elemente. 
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3)  Die  Kraft  R  ist  ersetzbar  durch  diejenigen  Kräfte,  welche 
die  Componenten  von  JDs  und  die  Gomponenten  von  J^  Ds^  auf 
einander  ausüben. 

4)  Die  Kraft  R  fällt  ihrer  Richtung  nach  zusammen  mit  der 
Verbindungslinie  der  beiden  Elemente.  Nn. 


C.  Neumann.  Ueber  die  Zusammensetzung  der  nach 
dem  Weber'schen  Gesetz  sich  ergebenden  Beschleu- 
nigungen.   Leipz.  Ber.  1878.  12-13. 

Durch  äusserst  einfache  Betrachtungen  gelangt  der  Verfasser 
zu  folgendem  Resultat :  Hält  man  bei  Zugrundelegung  des  Weber'- 
schen Gesetzes  an  dem  Grundsatze  fest,  dass  die  auf  einen  be- 
weglichen Punkt  ausgeübten  Kräfte  nach  der  Regel  des  Parallelo- 
gramms sich  zusammensetzen,  so  wird  dieser  Grundsatz  nicht 
mehr  gelten  fbr  die  auf  den  Punkt  ausgeübten  Beschleunigungen, 

Nn. 


H.  Lorberg.  Ueber  Magnetinduction  und  über  einige 
Folgerungen  aus  dem  Clausius'schen  Grundgesetz  der 
Elektrodynamik.   Pogg.  Ann.  Suppl.  Vlil.  581-598. 

H.  Lorberg.  Ueber  das  Grundgesetz  der  Elektro- 
dynamik.   Pogg.  Ann.  Snppl.  VIII.  599-607. 

H.  Lorberg.    Ueber  das  elektrodynamische  Grundgesetz. 

Borchardt  J.  LXXXI7.  305-331. 

Nachdem  seit  einer  Reihe  von  Jahren  die  Gültigkeit  des 
Weber'schen  Gesetzes  von  verschiedenen  Seiten  bestritten  worden 
ist,  sind  neue  Grundgesetze  von  Helmholtz  und  dann  von  Claasius 
(F.  d.  M.  VIII.  681—685)  vorgeschlagen  worden.  Ersteres  hat 
aber  eine  nicht  minder  lebhafte  Opposition  erfahren,  und  auch 
ttber  letzteres  ist  die  Discussion  noch  nicht  als  abgeschlossen  zu 
betrachten.  Insbesondere  zieht  der  Verfasser  eine  Reihe  von 
Consequenzen  ans  dem  Clausius'schen  Gesetz,  welche  er  aU  min- 
destens nnwahraoheinlich  bezeichnet,  und  kommt  derselbe  soUieat* 
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lieh,  wie  wir  hier  Torgreifend  bemerken  wollen ,  auf  das 
Weber'sche  Gesetz  als  das  allein  zulässige  zurück,  mit  dem  Zu- 
satz, dass  sich  in  dem  elektrischen  Strome  die  beiden  Elektri- 
citäten  mit  entgegengesetzt  gleichen  Gesehmndigkeiten  bewegen 
mfissen.  Von  den  vorliegenden  Abhandlungen  enthält  die  letzte 
eine  weitere  mathematische  Ausführung  .der  in  der  ersten,  be- 
sonders aber  in  der  zweiten  kürzer  mitgetheilten  Resultate. 

Der  Verfasser  entwickelt  zunächst  die  in  einem  Stromelement 
inducirte  elektromotorische  Kraft,  wenn  ein  Ereisstrom  oder  ein 
Linearmagnet  um  seine  Axe  gedreht  wird,  und  wenn:  a)  das 
Stromelement  ruht,  b)  dasselbe  sich  um  die  gleiche  Axe  dreht 

Dieselbe  ist:  im  Falle  a) 


dx  ' 


nach  dem  Weber'schen  Gesetz: 

nach  dem  Clausius'schen  Gesetz:  0; 

im  Falle  b) 
nach  dem  Weber'schen  Gesetz:  0, 

nach  dem  Clausius'schen  Gesetz: 
Hier  ist: 


dF 
dx 


-/^.   ^-/^-    <^=/^- 

Die  Integrale  sind  über  den  geschlossenen  Ereisstrom  mit  der 

Intensität  J'  zu  nehmen.     Die  Zeichen  — r-,  — J^,  •••  bedeuten 

di  '    dt  ^ 

abgekürzt: 

ßi  —  yy,     yx  —  aa,     ay  -  ßx, 

wo  a,  ßj  y  constante  Winkelgeschwindigkeiten  um  die  drei  Axen 
sind.  Die  bis  jetzt  vorliegenden  Versuche  über  die  unipolare 
Induction  in  linearen  Leitern  gestatten  keine  EDtscheidung  zwi- 
schen den  Grundgesetzen.  Der  Verfasser  hat  daher  die  Rechnung 
auch  für  den  Fall  durchgeführt,  dass  ein  Linearmagnet  oder  Ereis- 
strom in  der  Nähe  eines  körperlichen  Leiters  rotirt.  Dieselbe 
läsat  sich  vollständig  ausführen,  wenn  der  Eörper  eine  leitende 
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Kugel  ist,  und  wenn  der  Linearmagnet  in  der  Verlängerang  eines 
Durchmessers  liegt.  Auch  in  diesem  Fall  führen  die  beiden 
Theorien  zu  entgegengesetzten  Resultaten.  Ruht  die  Kugel ,  so 
wird  sich  im  Innern  und  an  der  Oberfläche  freie  Elektridtftt 
finden,  wenn  man  das  Weber^sche  Gesetz  zu  Grunde  legt  Rotirt 
die  Kugel  gleichmässig.  mit  dem  Magnet,  so  würde  dasselbe  Re- 
sultat nach  dem  Glausius'schen  Gesetze  folgen.  Obgleich  auch 
hiernach  durch  Versuche  nur  schwer  zu  entscheiden  sein  wird, 
so  hält  doch  der  Verfasser  die  Folgerungen  des  Glausius'schen 
Gesetzes  für  wenig  wahrscheinlich,  und  es  scheint  ihm  besonders 
die  Clausius'sche  Annahme,  dass  die  Wechselwirkung  zweier 
Elektricitätstbeilchen  nicht  allein  von  ihren  relativen,  sondern 
auch  von  ihren  absoluten  Bewegungen  abhängen,  bedenklich. 
Beschränkt  man  sich  aber  auf  die  Abhängigkeit  der  Wechsel- 
wirkung von  der  relativen  Bewegung  der  Elektricitätstbeilchen, 
so  kann  man  durch  eine  ähnliche  Reihe  von  Schlüssen,  wie  sie 
Clausius  in  seiner  oben  citirten  Arbeit  gemacht  hat,  zu  einem 
Ausdruck  für  diese  Wirkung  gelangen.  Der  Verfasser  kommt 
dabei  zunächst  zu  dem  Schluss,  dass  beide  Elektricitäten  sich 
mit  entgegengesetzt  gleichen  Geschwindigkeiten  bewegen  müssen. 
Für  die  Componenten  der  Wirkung  findet  er  dann  einen  Aus- 
druck, welcher  aus  der  Summe  zweier  Glieder  besteht  Das  erste 
Glied  ist  dasjenige,  welches  aus  dem  Weber'schen  Gesetz  folgen 
würde;  das  zweite  Glied  würde  eine  elektromotorische  Wirkung 
eines  ruhenden  Stromendes  auf  ein  ruhendes  Elektricitätstbeilchen 
anzeigen.  Da  es  sehr  wahrscheinlich  ist,  dass  eine  solche  nicht 
existirt,  so  wird  man  bei  den  vorausgeschickten  Annahmeu,  wie 
oben  bemerkt,  auf  das  Weber*sche  Gesetz,  als  das  allein  mög- 
liche geführt.  Ok. 


W.  Weber,     üeber  die  Energie  der  Wechselwirkung. 

Pogg.  Ann.  (2)  IV.  343-373. 

Der  Verfasser  zeigt  zunächst,  dass,  wenn  man  nur  die  Wechsel- 
wirkung der  (theils  positiven,  theils  negativen)  Elektricitäten 
zu  Grunde  legt,  femer  für  die  Wirkung  zweier  Stromelemente 
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auf  einaDder  das  Ampöre'scbe  Gesetz  annimmt,  dass  dann  dem 
Coulomb'sehen  Gesetz  ein  Factor  hinzuzufdgen  ist,  welcher  zu 
dem  froheren  elektrodynamischen  Grundgesetz  des  Verfassers 
fbhrt  Eis  handelt  sich  weiter  darum  zu  zeigen,  dass  dieses  Ge- 
setz in  Uebereinstimmung  sich  befindet  mit  dem  Grundsatz  der 
Erhaltung  der  Energie,  wenigstens  in  derjenigen  Formulirung, 
welche  C.  Neumann  demselben  gegeben  hat.  Endlich  wendet  sich 
der  Verfasser  gegen  die  Einwürfe,  welche  Helmholtz  vor  einiger 
Zeit  (F.  d.  M.  IV.  545—546)  auf  Betrachtung  des  Falles  gegründet 
hat,  dass  ein  Elektricitätstheilchen  sich  unter  dem  Einfluss  einer 
Constanten  Kraft  im  Innern  einer  gleichmässig  mit  Elektricität 
geladenen  Eugelschale  bewegt.  Eine  genauere  Analyse  zeigt, 
dass  die  dort  angedeuteten  sehr  unwahrscheinlichen  Bewegungs- 
erscheinungen, wie  z.  B.  die  Erlangung  einer  unendlich  grossen 
Geschwindigkeit,  nicht  eintreten  oder  doch  wenigstens  zu  keinen 
Gonsequenzen  führen,  welche  sich  mit  den  Anschauungen  der 
Mechanik  in  Widerspruch  befänden.  Ok. 


E.  RiBCKfi.      üeber  das   ponderomotorische    Elementar- 
gesetz der  Elektrodynamik.    Gott.  Nachr.  1878.  541560. 

Kurzer  Auszug  aus  einer  Abhandlung  des  Verfassers.  Da 
letztere  dem  Referenten  nicht  vorliegt,  so  muss  derselbe  auf  eine 
Benrtheilung  der  erhaltenen  Resultate  verzichten.  Nach  Angabe 
des  Verfassers  enthält  die  Abhandlung  zunächst  eine  Ableitung 
des  Ampöre'schen  Gesetzes  mit  möglichster  Beschränkung  der 
willkürlichen  Voraussetzungen ^  sowie  eine  Besprechung  einer 
ähnlichen  Ableitung,  welche  von  G.  Neumann  herrührt.  Durch 
geeignete  Zerlegung  der  nach  dem  Ampöre'schen  Gesetz  resul- 
tirenden  Kraft  in  Componenten  lässt  sich  zeigen,  dass  das  von 
Helmholtz  vorgeschlagene  Gesetz  sich  als  ein  Theil  des  Ampöre'- 
schen  ergiebt,  ferner  dass  das  Helmholtz'sche  Gesetz  unvereinbar 
ist  mit  Entladungserscheinungen  Geissler*scher  Röhren.  Auch 
dag  Clausius'sche  Gesetz  verdient  keinen  Vorzug  vor  dem  Ampöre'- 
scheu;  einmal  weil  nach  demselben  das  Princip  von  Wirkung  und 
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GegenwirkuDg  nicht  erftlllt  wird,  sodaDn  weil  dasselbe  den  Ein- 
fluss  eines  Zwischenmediums  mit  in  Betracht  zieht,  von  dem  man 
sich  vorläufig  noch  keine  Vorstellung  zu  bilden  vermag.  So  wird 
man  zu  dem  Weber'schen  Gesetz  als  dem  bis  jetzt  am  besten 
begründeten  zurtlckgefUhrt.  Ok. 


F.  Niemöller.     Elektrodynamische  Versuche  mit  defor- 
mirbaren  Stromleitern.    Pogg  Ann.  (2)  V.  433-448. 

Der  Stromleiter,  mit  welchem  der  Verfasser  experimentirt, 
besteht  aus  einem  horizontalen  Metallstab,  welcher  bifilar  an  zwei 
nach  oben  divergirenden  Silberdrähten  hängt  Wird  durch  dieses 
System  ein  elektrischer  Strom  geleitet,  und  lässt  man  darauf 
elektromagnetische  oder  elektrodynamische  Kräfte  wirken ,  so 
wird  dasselbe  um  eine  verticaie  Axe  gedreht,  und  es  ist  mit  dieser 
Drehung  eine  Deformation  verbunden.  Als  ablenkende  Kräfte 
benutzt  der  Verfasser  den  Erdmagnetismus  und  die  elektrody- 
namische Wirkung  von  Stromdrähten,  welche  in  der  Nähe  des 
Systems  befindlich  sind. 

Fttr  den  ersten  Fall  wi^d  die  Berechnung  der  Ablenkung 
vollständig  durchgeführt.  Dieselbe  wird  mit  Benutzung  des  Prin- 
cips  der  virtuellen  Geschwindigkeiten  angesetzt  und  ergiebt  ein 
Resultat,  welches  recht  genau  mit  den  Versuchen  überein- 
stimmt 

Im  Anschluss  hieran  weist  der  Verfasser  nach,  dass  Versuche 
dieser  Art  keine  Entscheidung  zwischen  den  verschiedenen  elek- 
trodynamischen Grundgesetzen  liefern  können,  dass  besonders 
das  Helmholtz'sche  Potentialgesetz  dieselben  Kraftcomponenten 
liefert,  wie  das  Ampöre'sche  Gesetz,  und  dass  auch  die  Grass- 
mann'schen  und  Clausius'schen  Fundamentalformeln  in  diesem 
Fall  zu  gleichen  Resultaten  führen. 

Zum  Schluss  macht  der  Verfasser  auf  eine  Folgerung  aus 
dem  neuen  Clausius'schen  Grundgesetze  aufmerksam,  welche  mit 
unsern  gewöhnlichen  Vorstellungen  von  der  Elektricität  im  Wider- 
spruch steht  Wird  nämlich  ein  mit  Elektricität  geladener  Körper 
mit  einer  gleichmässigen  Geschwindigkeit  v  bewegt^  so  sind  die 
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ComponenteD  der  Wirkung  der  ganzen  auf  dem  Körper  befind- 
lichen Elektricität  in  Bezug  auf  ein  Theilchen: 

X  =  — ^  (1  —  ftu'),    etc. 

Dieselben  verschwinden,  wenn  Y  innerhalb  des  Körpers  constant 
ist    In  dem  besonderen  Fall,  wo 


.=^1. 


k 

verschwinden  dieselben  aber  auch  ohne  diese  Bedingung,  d.  h. 
freie  Elektricität  befindet  sich  auf  der  Kugel  in  jeder  Vertheilung 
im  Gleichgewicht  Das  Oleichgewicht  ist  ein  indifferentes.  Die 
betreffende  Geschwindigkeit  ist  in  diesem  Fall  der  Weber'schen 
Constanten  gleich.  Ok 

R.  Clausius.     Döduction  d'un  nouveau  principe  ^lectro- 
dynamique.    Liouyille  J.  (3)  IV.  63-119. 

Vergl.  F.  d.  M.  IX.  734-735.  Ok. 


R.  Clausius.  Ueber  einige  neue  von  Herrn  Zöllner 
gegen  meine  elektrodynamischen  Betrachtungen  er- 
hobene Einwände.    Pogg.  Ann.  (2)  IV.  217-226. 

Fortsetzung  der  Discussion  zwischen  Zöllner  und  Clausius 
(F.  d.  M.  IX.  734—735)  über  das  von  Letzterem  aufgestellte 
elektrische  Elementargesetz.  Das  von  Clausius  gegen  das  Weber*- 
sche  Gesetz  erhobene  Hauptbedenken  bestand  darin,  dass  nach 
demselben  constante  Ströme  Influenzwirkungen  hervorbringen 
müssten,  welche  bisher  nicht  beobachtet  worden  sind.  Zöllner 
Alhrt  dagegen  an,  dass  diese  Wirkung  sehr  klein  sein  mttsste^ 
weil  der  Ausdruck  für  dieselbe  einen  sehr  kleinen  Zahlenfactor 
enthält.  Nach  Clausius  kann  aber  die  Kleinheit  dieses  Factors 
an  sich  nicht  entscheidend  sein,  da  z.  B.  auch  alle  Induktions- 
Wirkungen  durch  Ausdrücke  wiedergegeben  werden,  welche  den- 
selben Factor  enthalten.  Ferner  hat  Zöllner  den  Versuch  ge- 
macht, unter  gewissen  Annahmen  das  Clausius'sche  Gesetz  auf 
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das  Weber'sche  zurttckzuftthren.  Durch  Vergleichaog  der  drei  in 
Frage  kommenden  Elementargesetze  (auch  das  Riemann'sche 
wird  hierzu  herangezogen)  zeigt  Glausius  die  Unmöglichkeit  einer 
solchen  Reduction.  Ok. 


H.  Fritsch.  Theorie  der  ruhenden  Elektricität,  behan- 
delt mit  Baconischer  Induction.  Pr.  Königsberg  i.  Pr. 
Der  Verfasser  theilt  alle  zur  Erklärung  der  elektrischen 
Erscheinungen  gebildeten  Hypothesen  in  drei  Hauptklassen:  die 
unitarische  (Euler-Edlund),  die  dualistische  (die  gewöhnliche)  und 
die  Bewegungshypothese  (Hankel,  Pogg.  Ann.  CXXVl).  Durch 
eine  Reihe  von  Schlüssen  sucht  er  nachzuweisen,  dass  die  beiden 
ersten  physikalisch  unzulässig  sind,  so  dass  nur  die  letzte  als 
brauchbar  übrig  bleibt.  Ok. 


G.  J.  Michaelis.     Opmerkingen  over  de  theorien  van 
Weber,  Riemann  en  Clausius   der  electrodynamische 
verschijn seien.    Nieuw  Arch.  IV.  151-181. 
Die  elektrodyi\amischen  Theorien  von  Ampöre,  Weber,  Rie- 
mann und  Clausius  in  Verbindung  mit  den  Betrachtungen  und 
Berechnungen  von  Grassmann,  Helmholtz,  Maxwell,  Neumann  und 
anderen  werden  ausführlich  besprochen  und  einer  neuen  Kritik 
unterworfen. 

In  den  folgenden  Hauptsätzen  fasst  der  Autor  das  Resultat 
seiner  Untersuchung  zusammen: 

Nur  die  Wirkung  geschlossener  linearer  Ströme  auf  einander 
kann  durch  eine  ganz  bestimmte  Formel  dargestellt  werden. 
Die  gegenseitige  Wirkung  von  Stromelementen  wird  jedoch  ans* 
gedrückt  durch  die  Gleichungen: 

^-       ^**'^'^\'¥  ds    ds'         s'    dsds'  "^  dsd^J' 

■  "?■  "  """  v'i^  "öT  17     '^'d^^'dld^r 
Z--  ^  ivd.d,'(^  -^  ^'-  _iL  ^•''    I  ^•g•g^ 
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Hierin  ist  as^—x  =  §,  y'— y  =  17,  5'— ä  =  C  genommen,  und  Q  stellt 
eine  unbekannte  Function  von  z  vor.  Bei  der  Hypothese ,  dass 
alle  Kräfte  im  umgekehrten  Verhältnisse  des  Quadrats  der  Ent- 
fernung wirken,  geben  die  Gleichungen 

x  =  p(X"-y)4-x', 
y  =  p(r'-r)+F, 

die  allgemeinste  Form  der  Grundibrmel  der  elektrischen  Kräfte, 
welche  überhaupt  möglich  ist  Dabei  bedeuten  X'j  F,  Z'  die  Gom- 
ponenten  der  Kräfte,  welche  Weber  fbr  die  gegenseitige  Wirkung 
von  zwei  elektrischen  Punkten  gefunden  hat,  X",  F',  Z"  diejenigen, 
welche  Riemann  angenommen  hat,  p  endlich  eine  willkürliche  Zahl. 
Wenn  vorausgesetzt  wird,  dass  in  einem  elektrischen  Strome  die 
beiden  Elektricitäten  sich  mit  gleicher  und  entgegengesetzter 
Geschwindigkeit  bewegen,  kann  man  aus  diesen  Hauptformeln  alle 
elektrodynamischen  und  alle  Inductions-Erscheinungen  auf  gleiche 
Weise  ableiten.  Wenn  dagegen  vorausgesetzt  wird,  dass  in  einem 
Strome  nur  die  positive  Elektricität  sich  bewegt,  machen  es  die 
Experimente  von  Weber  und  Kohlrausch  wahrscheinlich,  dass 
die  genannten  Hauptformeln  den  Beobachtungen  nicht  wider- 
sprechen; das  Gegentheil  ist  jedenfalls  nicht  bewiesen. 

Eine  Hauptformel,  in  der  die  absoluten  Geschwindigkeiten 
der  Theilchen  vorkommen,  setzt  voraus,  dass  ein  Medium  Ursache 
der  Wirkung  ist. 

Versuche,  um  durch  eine  solche  Formel  die  elektrodynaroi- 
sehen  ondlnductions-Erscheinungen  in  Stromelementen  zu  erklären, 
ohne  die  Bewegung  des  vorausgesetzten  Mediums  in  Rechnung 
zu  bringen,  sind  unrichtig,  obgleich  sie  fttr  geschlossene  Ströme 
vielleicht  ein  gutes  Resultat  geben  können.  6. 


J.  0.  Lewis.     On  Ampfere's  electrodynamic  theory. 

Messenger  (2)  Vin.  84-87. 

Elementare  Beweise  für  einige  der  Resultate  der  Ampöre'- 
sehen  Theorie,  welche  gewöhnlich  durch  Integration  aus  seiner 
berühmten  Formel  hergeleitet  werden.    Die  in  dieser  Arbeit  ge- 

Fortaebr.  d.  Math.  X.  3.  4ß 
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gebeuen  Beweise  handeln  1)  von  der  Existenz  der  elektrody- 
namischen Wirkungsrichtungen  (directrices  de  l'action  61ectrody- 
namique)  in  jedem  Punkte  des  Raumes.  2)  Die  Wirkung  auf 
ein  Stromelement  ist  senkrecht  zu  dem  Element  und  zu  der 
Richtung.  3)  Die  Wirkung  auf  ein  Element  ist  proportional 
der  Grösse  der  ^wirkenden  Eraft^  und  dem  Sinus  des  Winkels 
zwischen  ihr  und  dem  Element.  Diese  Sätze  werden  alle 
direct  aus  den  experimentellen  Gesetzen  abgeleitet,  auf  denen 
die  Ampöre'sche  Theorie  beruht.  Glr.  (0.) 


C.  Maxwell.      On    the   electrical   capacity    of  a   long 
narrow  cylinder,  and  of  a  disk  of  sensible  thickness. 

Proc.  L.  M.  8.  IX.  94-101. 

Bezeichnet  man  mit  E  die  einem  leitenden  Körper  mitge- 
theilte  Elektricitätsmenge,  mit  tp^  den  constanten  Werth  des  Po- 
tentials bei  dieser  fUr  sich  in  Ruhe  befindlichen  Ladung,  mit  Q^ 
die  potentielle  Energie  und  mit  K  die  Gapacität  des  Condensators, 
so  bestehen  die  Gleichungen: 

also: 

Da  nun  Q^  der  kleinste  Werth  ist,  welchen  die  Ladung  E  bei 
irgend  welcher  Vertheilung  hervorbringen  kann,  so  ist,  wenn  Q 
die  potentielle  Energie  fttr  irgend  eine  andere  Anordnung  be- 
deutet, jedenfalls : 

Hieraus  kann  man  Annäherungswerthe  für  K  berechnen,  indem 
man  eine  solche  Vertheilung  der  Elektricität  auf  der  Oberfläche 
des  Körpers  annimmt,  dass  Q  ausgerechnet  werden  kann.  Ist 
z.  B.  der  Leiter  ein  sehr  langer,  dünner  Cylinder  (Länge  l  und 
Radius  fr),  so  kann  man  die  Dichtigkeit  constant  annehmen  und 
erhält: 
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1 


üf> 


1    4/      , 


um  weitere  AnnftheruDgen  zu  erhalteo,   benutzt  der  Verfasser 
allgemeiner  gehaltene  Formeln  fbr  die  Dichtigkeit  l: 

Dann  ist  das  Potential: 


wo 


«  =  i i 7        P  =  4 


Tj  und  r,  die  Entfernungen  des  betreffenden  Punktes  von  den  End- 
punkten der  Cylinderaxe  bedeuten.  P,  ist  die  i^  Eugelfunction^ 
und 

Ri(a)  endlich  ist  eine  ganze  Function  von  er,  deren  allgemeiner 
Ausdruck  nicht  gegeben  ist.  Mit  Hilfe  einer  solchen,  zunächst 
noch  ganz  willkürlichen  Vertheilung  werden  weitere  Annäherungs- 
werthe  der  Capacität  berechnet  Ein  ähnliches  Verfahren  wendet 
der  Verfasser  auch  auf  eine  dflnne  Platte  (Radius  a,  Dicke  b) 
an,  bei  welcher  er  sich  zunächst  die  Elektrieität  ttber  die  beiden 
kreisförmigen  Grenzflächen  so  vertheilt  denkt,  wie  sie  sich  an- 
ordnen würde,  wenn  jede  nur  allein  vorhanden  wäre.  Man  er- 
hält ftlr  die  Capacität  der  Scheibe: 

2a 


K> 


"-M'+(4)"]'«[(f)'+>]' 


oder,  wenn  —  ein  sehr  kleiner  Bruch  ist  annähernd 

a  ^ 


Ok. 


46' 


724  ^I*  Abschnitt.     Mathematische  Physik. 

A.  Cayley.     On   the   distribution   of  electncity  on  two 
spherical  surfaces.    Phil.  Mag.  (5)  V.  54-61. 

Die  Arbeit  enthält  eine  neue  Lösung  des  Problems  von  der 
Vertbeilung  der  Elektricität  auf  zwei  Kugeln.  Die  Radien  der 
Kugeln  seien  a  und  6,  ihre  Mittelpunkte  A  und  B,  die  Entfernung 
zwischen  A  und  B  =  c,  so  dass  c>  a  +  6.  Der  Verfasser  zeigt, 
dass  die  Lösung  des  Problems  sieb  darauf  reducirt,  die  Form 
der  Functionen  g>  und  0  in  der  Functionalgleichung 

a9'(a')+-^o(-^)  =  Ä, 

(p( )+b(D(x)  =  y 

zu  finden,  wo  h  und  y  die  Potentiale  der  Kugeln  A  und  B  be- 
zeicbnen. 

Für  einen  Punkt  auf  der  Axe  in  der  Entfernung  x  vom 
Mittelpunkt  der  ersten  Kugel,  also  von  A^  ist  das  Potential  der 

Elektricität  auf  dieser  Oberfläche  aq>(x)  oder  —  q>( — ),  je  nach- 

X         ^  X  ^ 

dem  der  Punkt  ein  innerer  oder  äusserer  ist.  Aehnlich  ist  das 
Potential  für  die  zweite  Kugel  b0(x)  oder  —  oC — )•    Die  Lö- 

X  ^  X  ^ 

sung  der  Gleichungen  wird  das  Potential  fttr  einen  äusseren 
Punkt  geben,  dessen  Entfernungen  resp.  x  oder  c—x  sind,  und 
es  ist  leicht  mit  Hülfe  der  Kugelfunctionen  das  Potential  eines 
Punktes,  der  nicht  auf  der  Axe  liegt,  zu  finden,  wenn  das  eines 
Punktes  auf  der  Axe  bekannt  ist.  Ebenso  lässt  sich  die  elektri- 
sche Dichtigkeit  in  einem  Punkte  der  Oberfläche  bestimmen.  Herr 
Cayley  zeigt  noch,  dass  seine  Lösung  mit  der  von  W.  Thomson 
in  seiner  ,,theory  of  electrical  Images^  gegebenen  übereinstimmt 

Csy.  (0.) 


D.  BoBYLEW.      Ueber  die  Vertheilung   der   Elektricität 
auf  Leitern,  welche  aus  heterogenen  Theilen  bestehen. 

OlebBch  ADD.  Xm.  183-232. 

Berühren  sich  zwei  verschiedene  Metalle,  so  werden  dieselben 
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schwach  elektrisch,  und  zwar  zeigen  sie  elektrische  Ladungen 
von  yerschiedenem  Vorzeichen.  Um  diese  Erscheinung  zu  er- 
klären, nimmt  man  an  ihrer  gemeinsamen  Grenzfläche  eine 
Scheidungskraft  an,  welche  im  Stande  ist,  die  beiden  Körper  so 
zu  laden,  dass  das  Potential  zwar  im  Innern  eines  jeden  con- 
stant  ist,  diese  Constante  aber  in  beiden  Körpern  verschiedene 
Werthe  hat.  In  der  vorliegenden  Abhandlung  untersucht  der 
Verfasser,  durch  welchen  Ausdruck  das  Potential  der  freien  Elek- 
tricitat in  dem  Fall  wiederzugeben  ist,  dass  der  Körper  aus  zwei 
heterogenen  Metallen  besteht.  Hierbei  wird  zunächst  angenom- 
men, dass  derselbe  im  Ganzen  die  Form  einer  Kugel  (Radius  R) 
hat,  welche  in  zwei  ungleiche  Segmente  zerfällt,  von  denen  das 
eine  aus  Kupfer,  das  andere  aus  Zink  besteht.  Der  Ausdruck 
fQr  das  Potential  V  muss  dann  den  folgenden  Bedingungen  ge- 
nügen: 

Für  den  äusseren  Raum  muss  JV=^0  sein;  V  selbst  und 
seine  ersten  Differentialquotienten  sollen  dort  endlich,  stetig  und 
einwerthig  sein  und  in  unendlicher  Entfernung  verschwinden. 
Auf  dem  Theil  der  Kugeloberfläche,  welcher  aus  Zink  besteht, 
muss  V  den  coustanten  Werth  C(Zn)  erhalten,  während  auf  der 
Kupferfläche  der  davon  verschiedene  Werth  C(Cu)  ist.  Es  wird 
gezeigt,  dass  die  folgende  Function  diesen  Bedingungen  genügt: 


+  C(Cu)/     /     \ '-^^ f  ^^Bin  f.  d f.  dp\ 


Hierin  ist  gesetzt: 

0  = 


R 


VCrp)'— 2rß .  ß' cosy+Ä* 


1  »l=X  ftl 

T  ist  der  Abstand  zweier  Punkte,  deren  Polarcoordinaten  q,  9, 
tp  und  r,  f,  p  sind ;  y  ist  der  Winkel  r,  q.    Das  Polarcoordinaten- 
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System  ist  so  gelegt,  dass  die  Axe  senkrecht  zur  Grenzfläche  Zn, 
Cu  steht  Der  Winkel  a  endlich  giebt  den  Winkelabstand  des 
Grenzkreises  von  der  Axe. 

Bei  eingehender  Untersachnng  der  angegebenen  Fonctioii 
zeigt  sich,  dass  dieselbe  den  gestellten  Bedingungen  im  äusseren 
Raum  und  auf  der  Oberfläche  gentigt,  dass  sie  aber  in  dem 
Grenzkreise  vieldeutig  ist,  d.  h.  dass  durch  denselben  alle  die- 
jenigen Niveauflächen  gehen,  deren  Constanten  zwischen  C{Cu) 
und  C(Zn)  liegen.  Für  den  äusseren  Raum  kann  V  angesehen 
werden  als  Summe  der  Potentiale  von  Oberfläohenbelegungen  der 
beiden  Theile  der  Eugeloberfläche  und  einer  Doppelbelegung  auf 
der  inneren  Grenzfläche.    Es  lässt  sich  also  schreiben: 

1  2 

Hier  bezieht  sich  das  erste  Integral  auf  die  Cu  Oberfläche,  das 
zweite  auf  die  Zn  Oberfläche,  £i  bedeutet  die  Grösse  der  Oeffnang 
der  Eegelfläche  von  dem  betreffenden  Punkt  nach  dem  Grenz- 
kreise. Die  Dichtigkeiten  a^  und  a^  lassen  sich  durch  elliptische 
Integrale  ausdrücken,  und  es  zeigt  sich,  dass  beide  nach  dem 
Grenzkreise  zu  unendlich  werden.    Die  Gonstante  ist 

(Zn\Cu)  =  C{Zn)-C{Cu). 
In  dem  letzten  Theile  der  Abhandlung  werden  ähnliche  Rech- 
nungen für  den  Fall  ausgeführt,  dass  der  leitende  Körper  aus 
einer  grösseren  Zahl  heterogener  Metalle  zusammengesetzt  ist 

Ok. 


W.   M.   HiCKS.       On    velocity   and  electrica!  potentials 
between  parallel  planes.    Qaart.  J.  XV.  274-315. 

Befindet  sich  die  elektrische  Masse  1  in  dem  Punkt  P  eines 
leitenden  Mediums  und  ist  dasselbe  durch  zwei  parallele  Ebenen 
begrenzt,  so  ist  das  resultirende  Potential  im  Punkt  Qi 


QP      "  QPr    "  QP'r 

Die  Punkte  Pr  und  i^  erh&lt  man  durch  fortgesetete  Spiegelung 
in  Bezug  auf  die  beiden  Ebenen. 
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Denkt  man  sich  anstatt  des  Massenpunktes  eine  den  Ebenen 
parallele  unendlich  lange  und  gleichmässig  mit  Elektricität  belegte 
Linie,  so  findet  Bewegung  nur  statt  in  einer  zu  der  Geraden 
senkrechten  Ebene.    Das  Potential  ist  in  diesem  Fall: 

Die  Lage  der  Punkte  P  ist  leicht  abzuleiten.     Setzt  man 


80  ist  im  ersten  Fall  das  Potential: 

0  =  F(aj+2a+6,r)+F(a?-6,r)  +  C. 
Setzt  man  femer 


80  ist  im  zweiten  Fall: 

O  =  f(x+2a+b,  r)  +  ({a-^b,  r)  +  C. 

Der  Verfasser  beschäftigt  sich  hauptsächlich  mit  der  Transfor- 
mation und  weiteren  Discussion  dieser  Ausdrücke.  Mit  dem 
zweiten  Fall  beginnend,  bespricht  er  in  den  §§4  — 15  eine 
Reihe  verschiedener  Potentialausdrücke  ftlr  den  Fall  einer  und 
mehrerer  Elektricitätsquellen  und  stellt  die  Gleichungen  f&r  die 
Stromlinien  fest.  Im  §  16  wird  der  erste  Ausdruck  transformirt. 
In  den  folgenden  §§  17—37  denkt  sich  der  Verfasser  den  Raum 
durch  zwei  Paare  paralleler  zu  einander  senkrechter  Ebenen  be- 
grenzt und  bespricht  ähnliche  elektrische  Strömungen  innerhalb 
desselben.  Zum  Schluss  folgen  Anwendungen  der  erhaltenen 
Formeln  und  Sätze  auf  einige  analoge  Probleme  der  Wärme- 
leitung. Ok. 


H.  A.  BowLAND.     Theory  of  electric  absorption. 

Am.  J.  I.  53-59. 

Nach  der  Entladung  von  Leydener  Flaschen,  Telegraphen- 
kabeln etc.  tritt  häufig  nach  einiger  Zeit  von  selbst  eine  schwächere 
Ladung,  von  demselben  Vorzeichen  wie  die  erste,  wieder  auf. 
Der  Verfasser  will  feststellen,  wie  der  Isolator  beschaffen  sein 
muss,  wenn  eine  solche  Erscheinung  (man  erklärt  sie  gewöhn- 
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lieh  durch  eine  Absorption  der  Elektricität  in  dem  Isolator) 
mdglich  seiD  soll.  Ausgehend  yod  den  von  MaxweH  (Treatise 
Art  325)  aufgestellten  Hauptgleichungen: 

d    /,  dV\  .     a    A  dV\  .     d    /'.  dV 


('i^)+i-('f)+^('-if)-^='^ 


wo  F  das  Potential y  ^  die  Dichtigkeit  im  Punkte  xy  s  bedeuten; 
X  das  specifische  Induktionsyermögen,  k  das  Leitungsvermögen 
sind  ebenfalls  in  dem  Körpersystem,  welches  aus  Lieitem  und 
Nichtleitern  bestehen  kann^  als  veränderlich  anzusehen. 

Soll  keine  elektrische  Absorption  eintreten,  so  muss  das  Ver- 
hältniss  der  Dichtigkeiten  zweier  beliebiger  Punkte  stets  dasselbe 
sein  und  bleiben.    Setzt  man  dasselbe: 

so  lassen  die  oben  gegebenen  Gleichungen  die  folgenden  Lö- 
sungen zu: 

wo  o  =  —  ür  —=—  die  Stromstärke  bedeutet  und  c  =  4««,  «  =  — 
^  an  X 

gesetzt    ist.      Man   kann    aus    diesen    Gleichungen    umgekehrt 

k 
schliessen:    Absorption  tritt  ein,   wenn    —  nicht  für  das  ganze 

System  constant  ist    Dies  kann  sein: 

1.  wenn  der  Kdrper  aus  heterogenen  Theilen  besteht, 

2.  wenn  die  Leitung  in  demselben  nicht  dem  Ohm'schen 
Gesetze  folgt,  also  k  von  den  elektrischen  Kräften  abhängt, 

3.  wenn  x  von  letzteren  abhängt. 

Der  Verfasser  untersucht  hiemach  weiter  diejenigen  Ma- 
terialien, welche  hauptsächlich  elektrische  Absorption  zeigen,  and 
behandelt  dann  noch  den  Fall  eines  aus  parallelen  Platten  be- 
stehenden Condensators.  Ok. 
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J.  MouTiER.      Sur  un  thöorferae  de  Mectricit^.    Soc.  phii. 

Paris  (7)  I.  145-146. 

Zwei  Leiter,  seien  in  Verbindung  mit  Elektricitätsquellen  von 
constantem  Niveau.  Bei  einer  kleinen  Verschiebung  der  Leiter 
wird  den  Quellen  die  doppelte  Energie  entzogen,  welche  der  von 
den  Leitern  geleisteten  Arbeit  entspricht;  die  letztere  ist  gleich 
dem  Energiezuwachs  der  Leiter.  Wn. 


J.  MoüTiER.     Sur  le  condensateur  plan.    Soc.  phii  Paris  (7) 

II.  64-67. 

J.  MouTiER.     Sur    les    surfaces    de  niveau  d'un   corps 

^lectris^.     Soc.  phii.   Paris  (7)  II.  76-78. 

Der  Verfasser  giebt  eine  Reihe  von  Bemerkungen  tlber  Pro- 
bleme der  Elektrostatik,  welche  sämmtlich  schon  als  gelöst  zu 
bezeichnen  sind.  Da  derselbe  meist  sehr  vereinfachende  An- 
nahmen zu  Grunde  legt,  so  ist  es  nicht  zu  verwundem,  dass 
auch  die  Rechnungen  sehr  einfach  ausfallen,  und  können  dieselben 
vielleicht  bei  einer  elementaren  Behandlung  des  Gegenstandes 
mit  Nutzen  verwandt  werden.  Ok. 


J,  MoüTiER.     Sur  la  formule  d'Amp^re.   Soc.  phU.  Paris  (7) 

n.  141-145. 

Ausgehend   von   der  Annahme,    dass   die  Wirkung  zweier 
Stromelemente  durch  die  Formel  ausgedrückt  werden  kann: 

F  =  n'.rf«(to'[sin*.sin^'coS€/'(r)  — cos*.cos^'qp(r)], 
wo  f(r)  und  q>{r)  zwei  noch  unbekannte  Functionen  der  Ent- 
fernung sind,  zeigt  der  Verfasser  in  recht  einfacher  Weise,  wie 
durch  zwei  Versuche  von  Ampere  diese  Functionen  bestimmt  und 
der  Ausdruck  in  die  gewöhnliche  Ampöre'sche  Formel  übergeführt 
werden  kann.  Ok. 


J.  MoüTiER.     Sur  rinduction  ^lectrodynamique.    Soc.  phii 

Paris  (7)  I.  197-201. 
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Es  wird  die  Methode  besprochen,  die  Vertheilung  des  Mag- 
netismus eines  Stabes  zu  bestimmen  durch  Verschiebung  einer 
Spirale  und  Beobachtung  der  dadurch  hervorgebrachten  Inductions- 
ströme.  Zu  dem  Zweck  denkt  sich  der  Verfasser  den  Magnet 
ersetzt  durch  parallele  Kreisströme  und  die  allgemeine  Inductions- 
formel  auf  diesen  Fall  angewandt.  Der  Verfasser  kommt  zu  dem 
Resultat,  dass  die  InductionsstrOme  nur  ein  angenähertes  Mass 
der  magnetischen  Vertheilung  geben  können,  und  dass  die  Stärke 
des  Stromes  bei  unverändertem  Widerstand  nahezu  unabhängig 
ist  von  dem  Radius  des  Inductionskreises.  Ok. 


J.  BoussiNESQ.  Sur  diverses  propri^t^  dont  jouit  le 
mode  de  distribution  d'une  charge  ^lectrique  k  la 
surface  d'un  conducteur  ellipsoidal.  0.  R.  LXXXVii.  978-979. 

Aus  der  bekannten  Anordnung  der  Elektricität  auf  der  Ober- 
fläche eines  EUipsoids  zieht  der  Verfasser  einige  geometrische 
Folgerungen,  welche  ohne  Beweis  mitgetheilt  werden.     Ok. 


Mascart.     Sur  la  thöorie   de  la  propagation  de  T^lec- 
tricit^  dans  les  conducteurs.    c.  R.  LXXXVI.  %5-968. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  sich  die  Elektricität  nach  Art 
der  geleiteten  Wärme  verbreitet,  giebt  der  Verfasser  von  der 
partiellen  Differentialgleichung 

dV  ,  d'V 


dt    '^^    dx' 
in  folgender  Weise  eine  particuläre  Lösung.    Setzt  man: 

80  ist: 
und 


u 
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Dieser  Ausdruck  kann  auf  das  folgende  Problem  angewandt 
werden :  Eine  Leitung  werde  an  dem  einen  Ende  eine  kurze  Zeit 
T  auf  das  Potential  F,  gebracht  und  dann  zur  Erde  abgeleitet. 
Das  Potential  an  einem  Punkt  der  Leitung  U  kann  dann  ausge- 
drückt werden  durch: 

ü=^  F(/)-F(<-t). 

Für  eine  sehr  kleine  Zeit  t  erhält  man  dann: 


»1.1 


V       1      -^-^ 

Man  kann  diesen  Vorgang  als  Fortpflanzung  einer  einzigen,  elek- 
trischen Welle  ansehen.  Bezeichnet  man  die  Zeit,  welche  ver- 
geht, bis  U  sein  Maximum  erreicht,  mit  T,  so  ist: 


Diese  Zeit  kann  in  gewissem  Sinne  als  Fortpflanzungsgeschwin- 
digkeit der  Elektricität  angesehen  werden.  Ok. 


A.  CoRNü.  Sur  rextension  k  la  propagation  de  T^lec- 
tricitd  des  formules  de  Fourier  relatives  k  la  diflfusion 
de  la  chaleur.    0.  R.  Lxxxvi.  1120-1123. 

Der  Verfasser  stellt  die  Frage,  ob  es  gestattet  sei,  die  For- 
meln der  Wärmeleitung  auf  die  Fortpflanzung  der  Elektricität  zu 
übertragen,  also  letztere  durch  die  partielle  Differentialgleichung 
auszudrücken : 

dV  ,   d'V 

=  m 


dt  dx'  ' 

wo  V  das  Potential  der  freien  Elektricität  bedeutet.  Ohne  den 
Versuch  zu  machen,  diese  Frage,  welche  übrigens  schon  von 
Eirchhoff  (Pogg.  Ann.  C  und  CII)  sehr  gründlich  erörtert  wor- 
den ist,  wirklich  zu  beantworten,  giebt  der  Verfasser  ein  sehr 
einfaches  Integral  jener  Gleichung: 
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WO 

welches  die  Fortpflanzung  schnell  wechselnder  Ströme  auf  langen 
Telegraphenleitungen  ausdrücken  könnte.  Er  zieht  daraus  den 
Scbluss,  dass,  wenn  man  auf  zwei  verschieden  langen  Leitungen 
an  den  Enden  {x  =  l  und  t)  gleiche  Amplituden  erhalten  will, 

die  Schwingungszeiten  T  und  T  der  Gleichung  genügen  müssen : 

T         T 
'IT  =  -pr'  Dies  soll  mit  angestellten  praktischen  Untersuchungen 

nicht  übereinstimmen.  Ok.  * 


W,  V.  Bezold.     Die  Theorie  der  stationären  Strömung 
unter  ganz  allgemeinen  Gesichtspunkten  betrachtet. 

Pogg.  ADD    (2)  III.  12-36. 

Bekanntlich  besteht  eine  gewisse  Analogie  zwischen  con- 
stanten  elektrischen  Strömen  und  den  stationären  Strömungen 
von  Flüssigkeiten  in  Röhren  oder  verzweigten  Röbrensystemen. 
Der  Verfasser  hat  diese  Analogie  dadurch  in  eine  mathematische 

•  

Form  gebracht,  dass  er  stationäre  Strömungen  von  Punktsystemen 
ganz  allgemein  betrachtet.  Legt  man  ftlr  ein  Stück  einer  Strom- 
linie die  Fundamentalgleichung  zu  Grunde: 

de    _       dV      ^ 


dt  d$ 

wo  links  die  Beschleunigung,  rechts  die  beschleunigenden  Kräfte 

( — -^j  und  eine  Widerstandskraft  (— |)  steht,  so  kann  man 

eine  Reihe  von  Aufgaben  lösen,  welche  die  bekannten  Gesetze 
für  elektrische  Ströme  mit  Einschluss  der  Wärmeentwickelung 
liefern.  Zum  Schluss  wird  noch  der  Fall  von  Strömungen  mit 
veränderlicher  Geschwindigkeit  behandelt,  welcher  bei  Luftströ- 
mungen in  Röhrensystemen  vorkommt.  Ok. 


F.  Auerbach,     üeber  die  Verbreitung  stationärer  elek- 
trischer Ströme  in  leitenden  Flächen.    Pogg.  add.  (2)  Ui. 

498-516. 


Capitel  3.    Elektricitat  und  MagDetismns.  733 

Im  Anschluss  an  die  ersten  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand 
Ton  Kirehhoff  (Pogg.  Ann.  LXIV)  nnd  Quincke  (Pogg.  Ann. 
XCVII)  bat  der  Verfasser  eine  Reihe  einfacherer  Probleme  der 
Stromausbreitung  in  Ebenen  und  begrenzten  Stücken  eines  Cy- 
lindermantels  behandelt  Die  Aufgabe  kann  als  gelöst  gelten, 
wenn  das  Potential  der  freien  Elektricitat  bekannt  ist  Es  handelt 
sich  dann  nur  noch  um  die  Discussion  der  Niveau-  und  der  Strom- 
linien. Es  mag  genügen,  hier  denjenigen  Fall  näher  zu  be- 
trachten, den  der  Verfasser  auch  experimentell  untersucht  hat 
Setzt  man: 


9*  =  i^k'^C-^)' 


so  giebt  dieses  Potential  die  angenäherte  Lösung  der  Verbreitung 
der  Elektricitat  in  einem  unendlich  langen  ebenen  Streifen  von 
der  Breite  &,  bei  welchem  die  Elektroden  an  den  Rändern  ein- 
ander grade  gegenüberliegen.  In  der  Formel  bedeuten  r  und 
Q  die  Entfernungen  eines  Punktes  des  Streifens  von  den  Elek- 
troden, r,  und  Q^  die  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den 
Spiegelbildern  des  Mittelpunktes  der  die  Elektroden  verbindenden 
Linie  in  Bezug  auf  die  beiden  Grenzlinien.  Ok. 


N.  OüMOFF.   Ueber  die  stationäre  Bewegung  der  Elektri- 
citat auf  leitenden  Flächen  von  willkürlicher  Form. 

Mosk.  Math.  Samml.  IX.   (Rassisch). 

P. 


L.  DiTSCHEiNER.      ücbcr  den  galvanischen  Widerstand 
eines  ebenen  Ringes.    Pogg.  Ann.  (2)  v.  282-287. 

Lässt   man  in   zwei  Punkten   einer  leitenden  Ereisscheibe 

einen  constanten  Strom  ein-  resp.  austreten,  so  erbält  man  das 

Potential  der  freien  Elektricitat  f&r  einen  Punkt  der  Scheibe  in 

der  Form 

E 


c  =  Jtf— 


•K^y. 


4nxd      ^^j^', 
wo  Q^JQ^  die  Entfernungen  des  Punktes  von  den  Elektroden,  g\,  q^ 
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die  Entfernungen  desselben  Punktes  von  den  Bildern  der  Elek- 
troden in  Bezug  auf  die  Kreislinie  nach  reoiproken  Radien  Vec- 
toren  bedeuten.  Der  Verfasser  zeigt,  dass  man  in  ähnlicher  Weise 
das  Potential  und  also  auch  den  Widerstand  bei  einem  Ring,  be- 
grenzt von  zwei  concentrischen  Kreisen,  finden  kann.  Man  hat 
dann  die  beiden  Elektroden  in  der  besprochenen  Weise  in  Bezug 
auf  beide  Grenzkreise  abzubilden;  ebenso  die  ersten  Bilder  u.  s.  w. 
Wir  mttssen  darauf  verzichten,  hier  die  entstehenden,  complicirten 
Formeln  wiederzugeben. 

Zum  Schluss  weist  der  Verfasser  einen  Fehler  nach,  den 
Auerbach  (vgl.  das  vorige  Referat)  bei  Berechnung  des  Durch- 
gangs der  freien  Elektricität  durch  einen  ebenen  Streifen  be- 
gangen hat.  Ok. 


0.  Chwolson.     Ueber   das  Problem  der  Stromverzwei- 
gung in   einer  ebenen  Platte.   Schiömiich  z.  xxin.  47-60. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Stromverzweigung  in  einer 
grossen  Anzahl  verschiedenartig  begrenzter  Platten.  Der  End> 
zweck  seiner  Betrachtungen  ist  indess  stets  nur,  die  Vertheilung 
elektrischer  Massen  so  anzugeben,  dass  das  von  denselben  her- 
rührende logarithmische  Potential  den  Bedingungen  des  Problems 
genügt,  d.  h.  dass  für  jeden  Punkt  des  Randes 

dn        ^' 
Für  eine  erste  Gruppe  von  Platten  bedarf  es  dazu  der  Hilfssätze : 

dV 

a)  Für  eine  beliebige  Gerade  ist  -^  =  0,  wenn  die  elek- 
trischen Massen  symmetrisch  in  Bezug  auf  dieselbe  angeord- 
net sind. 

b)  Für  einen  Kreis  (Mittelpunkt  If),  für  welchen  zwei  Massen 
m  innerhalb  und  ausserhalb  auf  demselben  Radius  in  den  Punkten 
P  und  Q  liegen,  und  für  welche  MP.MQ  =  a',  ist 

dV  _  m 
dn    ^   a  ' 
wo  a  der  Kreisradius  ist 
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Ist  zunächst  die  Platte  ein  Halbkreis,  die  eine  Elektrode  in 
Pj,  so  hat  man  zu  derselben  Q^  nach  Satz  b),  F,  und  Q[  nach 
a)  zu  bestimmen  und  allen  vier  Punkten  die  gleiche  Masse  zu 
geben. 

Macht  man  dieselbe  Operation  f&r  die  andere  Elektrode,  so 
besteht  das  Potential  aus  dem  logarithmisohen  Potential  der 
acht  Massen. 

In  ähnlicher  Weise  folgen  Anwendungen  auf  Platten,  welche 
Kreissectoren  sind,  auf  solche,  welche  durch  die  unendlich  langen 
Schenkel  eines  spitzen  Winkels  begrenzt  sind  und  auf  verschie- 
dene andere  Orenzcombinationen  von  Kreisen  und  Geraden.  In 
allen  diesen  Fällen  können  die  elektrischen  Massen  in  einem 
System  von  Punkten  concentrirt  gedacht  werden. 

Es  giebt  aber  auch  solche  Fälle  von  Begrenzung,  bei  welchen 
die  Massen  continuirlich ,  z.  B.  auf  Linien,  vertheilt  sind.  Dies 
tritt  ein,  wenn  die  Platte  von  zwei  unendlich  langen  Geraden* 
begrenzt  ist,  welche  sich  unter  stumpfem  Winkel  schneiden. 
Nachdem  der  Verfasser  zunächst  nachgewiesen  hat,  dass  auch 
bei  unendlich  ausgedehnten  Platten  das  Potential  durch  die  ge- 
wöhnlichen Bedingungen  eindeutig  definirt  ist,  giebt  er  die  Lage 
der  Massenvertheilung  in  dem  eben  erwähnten  Fall,  ohne  die 
Rechnung  weiter  durchzuführen.  *  Ok. 


A.   BoiTi.      Sulla    determinazione    delle    costanti    degli 

elettromotori  dl   HoltZ.    Atti  d.  Ist.  Ven.  (5)  IV.  1007-1030. 

Die  Arbeit  ist  ausschliesslich  experimentell.  Es  handelt  sich 
um  die  Vergleichung  der  elektromotorischen  Kraft  einer  in  Be- 
wegung befindlichen  Maschine  mit  einer  galvanischen  Kette  ver- 
mittelst eines  Elektrometers.  Ok. 


E.    fiiECKR.      Versuch    einer   Theorie   der   elektrischen 
Scheidung  durch  Reibung.    Pogg.  Ann.  (2)  iii.  414-436. 

Vgl.  F,  d.  M.  IX.  739-740.  Ok. 
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E.  Dorn,     üeber  die  galvanischen  Ströme,  welche  beim 
Strömen     von    Flüssigkeiten    durch    Röhren    erzeugt 

werden.  Pogg.  Aon.  (2)  V.  20-45. 
Die  in  physikalischer  Beziehung  interessante  Abhandlung 
enthält  nar  einige  einfache  Berechnungen  über  die  Bestimmung 
der  elektromotorischen  Kraft  der  erzeugten  Ströme  durch  Gal- 
yanometerablenkungen  und  über  die  gleichzeitige  Berücksichtigung 
der  Polarisation.  Ok. 


H.  DiRSCHBR.     Neue  Methode,  um  den  Widerstand  einer 
galvanischen  Batterie    zu  messen.      Sohiömiich  z.  xxiii. 

138-139. 

Da  die  Beschreibung  dieser  Methode  ohne  Zeichnung  nicht 
gut  wiedergegeben  werden  kann,  so  mag  die  Bemerkung  genügen, 
dass  dieselbe  recht  einfach  ist,  da  man  dazu  nur  eines  Differential- 
galvanometers  und  eines  Rheostaten  bedarf.  Die  Rechnungen 
sind  elementar  und  enthalten  nur  Anwendungen  der  bekannten 
Formeln  der  Stromverzweigung.  Ok. 


R.  Fbrrini.     Sulla  resistenza  delle  eliche  degli  elettro- 
magneti  telegrafici.    Beod.  ist.  Lomb.  (2)  xi.  34-39. 
Der  Verfasser  geht  aus  von  einer  Entwicklung  von  Maxwell 
(treatise  on  electricity),    nach   welcher    ein  Elektromagnet  die 
bestmögliche  Construction  hat,  wenn  die  Gleichung  gilt 

Hier  bedeutet  X  den  Widerstand  der  Magnetisirungsspirale,  R  den 
Widerstand  des  äusseren  Stromkreises,  x  die  Dicke  des  be* 
sponnenen  Drahtes,  x—a  diejenige  des  unbesponnenen  Drahtes 
der  Magnetisirungsspirale. 

Diese  Beziehungen  werden  angewandt  auf  eine  Telegraphen- 
linie, wobei  ein  veränderter  Ausdruck  für  den  äusseren  Wider- 
stand zu  benutzen  ist,  und  wird  wiederum  die  beste  Construction 
des  Elektromagnets  berechnet.  Ok. 
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H.  Helmholtz.  üeber  galvanische  Ströme,  verursacht 
durch  Concentrationsunterschiede ;  Folgerungen  aus 
der  mechanischen  Wärmetheorie.  Pogg.  Ann.  (2)  lll.  201 216. 

Wird  ein  Strom. durch  eine  Salzlösung  geleitet,  so  besteht 
die  Wirkung  desselben  nicht  allein  aus  einer  chemischen  Zer- 
setzung derselben  nach  ihren  Aequivalenten ,  sondern  auch  aus 
einer  Veränderung  der  Concentration  an  den  Elektroden.  Man 
kann  sich  diese  letzte  Veränderung  fortdauernd  auf  die  folgende 
Weise  rückgängig  gemacht  denken.  Wo  der  Strom  die  Lösung 
verdflnnt,  werde  die  überschüssige  Wassermenge  in  Dampf  ver- 
wandelt und  entfernt;  an  den  Stellen,  wo  die  Lösung  concentrirter 
wird,  werde  umgekehrt  Dampf  niedergeschlagen.  Ausserdem 
muss  sich,  da  der  eigentliche  Zersetzungsprocess  unverändert  von 
Statten  geht,  das  Wasser  mit  dem  aufgelösten  Salz  bewegen, 
wenn  überall  der  ursprüngliche  Zustand  der  Lösung  erhalten 
werden  soll.  Denkt  man  sich  endlich  durch  geeignete  Zufuhr 
von  Wärme  die  Temperatur  constant  erhalten,  so  kann  man, 
wenigstens  bei  schwachen  Strömen,  den  ganzen  Vorgang  als 
einen  umkehrbaren  Carnot-Clausius'schen  Kreisprocess  auffassen. 
Da  Temperaturänderungen  gar  nicht  vorkommen  sollen,  also 
Wärme  aus  Reservoiren  von  gleicher  Temperatur  zugeführt,  resp. 
fortgenommen  wird,  so  muss  die  Summe  der  gewonnenen  und 
verlorenen  Arbeit  verschwinden.    Dieselbe  besteht 

1)  aus  der  Arbeit  der  elektrischen  Kräfte: 

wo  J  die' Stromstärke,  Pa  und  Pk  die  Werthe  des  Potentials  an 
der  Anode  und  Kathode  bedeuten-, 

2)  aus  der  bei  der  Verdampfung  und  Ausdehnung  des 
Dampfes  geleisteten  Arbeit.  Für  letztere  ergiebt  sich  nach  einigen 
Rechnungen,  welche  wir  hier  übergehen: 

Hier  bedeutet   W  die  Arbeit  für  die  Bildung  der  Masseneinheit 
Dampf,  so  dass: 

FortocbT.  d.  Math.  X.  3.  47 
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^P'^-^J      P'^^y 


W 

V 

wo  V  das  Volumen  der  Hasseneinheit  Dampf  bei  dem  Drack  p, 
Fj  das  Volumen  derselben  bei  einem  sehr  kleinen  Druck  p,  re- 
präsentirt.  Zum  Verstftndniss  der  ttbrigen  Grössen  sei  bemerkt, 
dass  q  die  mit  einem  elektrolytischen  Aequivalent  des  Salzes 
verbundene  Wassermenge  ist  und  n  derjenige  Bruchtheil  des 
Aequivalents  des  Kations,  der  von  der  Stromeinheit  in  der  Zeit- 
einheit nach  der  Kathode  geführt  wird.  Das  Integral  beaeht 
sich  auf  die  verschiedenen  Zustände  der  Lösung  von  einer  Elek- 
trode zur  anderen.  Es  ist  von  Null  verschieden,  wenn  die  Con- 
centration  der  Lösung  an  den  beiden  Elektroden  verschieden 
ist.  Setzt  man  nach  den  früheren  Bemerkungen  über  den  Kreis- 
process  die  gefundenen  Arbeitsgrössen  einander  gleich,  so  ist: 


Diese  Gleichung  giebt  die  elektromotorische  Kraft  eines  Platten- 
paares von  demselben  Metall,  welches  in  eine  Salzlösung  von 
verschiedener  Concentration  an  den  beiden  Platten  taucht  Da 
die  Spannkraft  der  Dämpfe  über  Salzlösungen  verschiedener  Con- 
centration bei  gleicher  Temperatur  verschieden  ist,  so  ist  q  als 
Function  von  p  anzusehen.  Setzt  man  nach  Wüllner's  Ver- 
suchen : 

^       6 

und  nimmt  das  Mariotte-Gay-Lussac'sche  Gesetz  als  gültig  an, 
so  ist: 


".-'■. ="'.^./"^i^ 


,  P(Po-P) 

Wird  endlich  auch  1  — n  als  constant  angesehen,  so  kann  man 
integriren  und  erhält: 

F,-P,  =  6.F,(l-«)lg[.J^], 

wo  9a  nnd  qk  die  Werthe  von  q  (siehe  oben)  ifttr  die  Elektroden 
bedeuten. 
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Dieses  Resultat  wird  mit  Versachen  von  J.  Moser  verglichen, 
und  sehlieeslich  eine  Berechnung  der  in  Frage  kommenden 
Grössen  nach  absoluten  Massen  vorgenommen.  Ok. 


F.  Braun,   üeber  die  Elektricitätsentwickelung  als  Aequi- 
valent  chemischer  Processe.   Pogg.  Ann.  (2)  v.  182-216. 

Die  Abhandlung  enthält  chemisch-physikalische  Betrachtungen 
ohne  specielleres  mathematisches  Interesse. 

Hauptsächlich  sucht  der  Verfasser  nachzuweisen,  dass  die 
gewöhnliche  Theorie  der  galvanischen  Ketten,  nach  welcher  die 
elektromotorische  Kraft  derselben  proportional  zu  setzen  ist  der 
Summe  der  Wärmewirkungen  in  der  Kette,  welche  den  chemi- 
schen Processen  in  derselben  entsprechen,  erheblicher  Modifi- 
cationen  bedarf.  Ok. 


A.  Naccari  e    M.   Bellati.      Sulla  intensitk  del  feno- 
meno  Peltier  a  varie  temperature.  Atti  d.  lat.  Ven.  (5)  iv. 

23-69 

Nach  eingehender  Besprechung  der  Literatur  über  dieThermo- 
elektricität,  das  Peltier'sche  Phänomen  und  den  durch  die  me- 
chanische Wärmetheorie  festgestellten  Zusammenhang  dieser  Er- 
scheinungen geben  die  Verfasser  eine  ausführliche  Beschreibung 
ihrer  Experimentaluntersuchung  Über  die  Peltier'sche  Wärmeent- 
wickelung bei  verschiedenen  Temperaturen.  Ok. 


H.  Herwig.     Ueber  Wärmeentwickelung  durch  Drehen 
von  elektrolytischen  Molekülen.  Pogg.  Ann.  (2)  iv.  178-217. 

Der  Verfasser  sucht  diejenige  Wärmemenge  zu  beobachten, 
welche  erzeugt  wird,  wenn  man  eine  g^tlvanische  Batterie  mit 
zwei  Platinplatten  in  Verbindung  setzt,  welche  in  angesäuertes 
Wasser  tauchen,  wobei  die  elektromotorische  Kraft  der  Batterie 
so  klein  gewählt  ist,  dass  eine  Zersetzung  des  Wassers  nicht  er- 
folgt.    Man   kann  sich  dann  vorstellen,    dass  die  Platinplatten 

47* 
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nach  Art  eines  Gondensators  geladen  und  die  (polar  anzunehmen- 
den) Flüssigkeitsmolekiile  in  eine  bestimmte  Richtung  gedreht 
werden.  Um  überhaupt  messbare  Wirkungen  zu  erhalten,  mnsste 
die  Stromrichtung  oft  und  schnell  gewechselt  werden.  Die  hier- 
bei entstehende  Wärme  kann  aber  auch  noch  von  anderen  Wir- 
kungen, den  sogenannten  Gonvectionsströmen,  herrühren.  Diese 
lassen  sich  berechnen*.  Der  Verfasser  giebt  dafür  die  Fundamen- 
talgleichungen: 

wo  Q  die  Potentialdifferenz  an  den  Platinblechen,  £  die  elek- 
tromotorische Kraft,  t  die  Stromstärke,  c  die  Capacität  bedeuten. 
Die  hieraus  berechnete  Grösse: 

WO  a  und  6  die  Wurzeln  der  Gleichung 

,.+(4+_LW«±ü=o, 

\  P  CW  ^  P*CW 

wird  noch  durch  weitere  Betrachtungen  vereinfacht. 
Die  Wärmeentwickelung  in  der  Zeit  dt  ist  dann: 

w 
Aus  diesen  Rechnungen  und  den  angestellten  Versuchen  folgert 
der  Verfasser  schliesslich,  dass  auch  die  Drehung  der  Moleküle 
einen  merklichen  Antheil  an  der  Wärmeentwickelung  hat 

Ok. 


Plarr.      Note    relative    aux    paragraphes  439,  440  du 
^Traitd  61^mentaire  des  quatemions*  de  M.  Tait. 

0.  R.  LXXXVI.  1454-1466. 

Diese  Mittheilung  ist  ohne  directe  Vergleichung  mit  dem  an* 
gegebenen  Lehrbuch  nicht  zu  verstehen.  Es  handelt  sich  um 
eine  Vervollständigung  von  Rechnungen,  welche  auf  die  Theorie 
der  Tangentenbussole  Bezug  haben.  Ok. 
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A.  Wassmüth.    üeber  ebene  Stromcurven  von  demselben 
elektromagnetischen  Potential.    Gmnert  Arch.  LXII.  374-390. 

Bekanntlich  ist  der  Werth  des  elektromagnetischen  Potentials 
eines  geschlossenen  Stromes  in  Bezug  auf  einen  Magnetpol  dem 
körperlichen  Winkel  proportional,  unter  welchem  der  Strom  von 
dem  Pol  aus  erscheint.  Zwei  Ströme,  welche  unter  demselben 
Winkel  erscheinen,  haben  gleiche  Potentiale.  Daraus  folgt  aber 
keineswegs,  dass  auch  die  Eraftcomponenten  des  Stromes  in  Be- 
zug auf  den  Pol  dieselben  sind.  Es  lässt  sich  aber  annehmen, 
dass  dieselben  zu  einander  in  gewissen  Beziehungen  stehen 
werden.  Diese  aufzusuchen  ist  der  Zweck  der  vorliegenden  Ab- 
handlung. Die  elektromagnetischen  Componenten  eines  ge- 
schlossenen Stromes  in  Bezug  auf  den  als  Anfangspunkt  genom- 
menen Pol  sind: 


X=/-y^5^,etc. 


Sieht  man  die  Stromcurve  als  Schnitt  einer  Kegelfläche  und  einer 
anderen  Fläche  an  und  schneidet  den  Kegel  durch  eine  zweite 
der  ersten  ähnliche  Fläche,  deren  Gleichung  man  erhält,  wenn 
man  x  durch  kx^  y  durch  %,  z  durch  hz  ersetzt,  so  verändern 

sich  die  Componenten  im  Verhältniss  von  1  :  -r-  * 

Besonders  einfach  werden  die  Beziehungen,  wenn  die  den 
Kegel  schneidende  Fläche  eine  Ebene  ist  Es  zeigt  sich  dann, 
dass  es  drei  verschiedene  Lagen  dieser  Ebene  giebt,  bei  welcher 
die  Resultanten  senkrecht  zu  der  Ebene  stehen.  Die  Bestimmung 
derselben  ist  identisch  mit  der  Berechnung  der  Maxima  und 
Minima  der  Resultante.  Man  kann  ferner  um  den  Pol  ein  Ellip- 
soid  construiren,  dessen  Radius  vector  q  in  einer  bestimmten 
Richtung  die  Resultante  R  durch  die  Gleichung 

1 

giebt,  wo  q  das  auf  die  Ebene  gefällte  Loth  bedeutet,  welches 
der  Richtung  nach  mit  q  zusammenfällt. 

In   dem  letzten  Abschnitt  werden   die  elektromagnetischen 
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Kräfte  von  Strömen  berechnet,  deren  Bahnen  durch  den  Schnitt 
einer  Ebene  und  einer  Pyramide  erhalten  werden.  Ok. 


H.  F.  Weber.     Die  Inductionsvorgänge  im  Telephon. 

WolfZ.  XXni.  265-272. 

H,  Helmholtz.     Telephon  und  Klangfarbe.  Berl.  Mooataber. 

1878.  488-500;  Pogg.  Ann.  (2)  V.  448-460. 

Beide  Abhandlungen  geben  die  Erklärung  der  folgenden 
Versuche  von  L.  Hermann  in  Zürich.  Derselbe  verband  das  erste 
Telephon  mit  einem  Drahtkreis,  welcher  inducirend  auf  einen 
zweiten  Drahtkreis  wirken  konnte,  in  welchem  sich  das  zweite, 
empfangende  Telephon  befand.  Bei  dieser  Anordnung  waren  die 
dem  ersten  Telephon  zugeführten  Worte  oder  Klänge  ohne  er- 
hebliche Veränderung  der  Klangfarbe  zu  vernehmen.  Erregt  die 
schwingende  Platte  des  ersten  Telephons  einen  Strom,  der  aus- 
zudrtlcken  ist  durch 

so  soll,  nach  einer  Bemerkung  von  Du  Bois-Reymond,  die  Schwin- 
gupgsbewegung  des  zweiten  Telephons  sich  wiedergeben  lassen 
durch 

SJ 

-—  =  SAn2nn.Q0%{2nni). 

Da  die  Intensitäten  der  Partialtdne  hierbei  wesentlich  verändert 
sind,  so  müsste  man  auch  eine  erheblich  veränderte  Klangfarbe 
erwarten. 

In  den  beiden  oben  angeführten  Abhandlungen  ist  die  Lösung 
dieses  Widerspruchs  gleichzeitig  und  in  derselben  Weise  gegeben. 
Die  Theorie  der  Versuche  von  Hermann  erfordert  die  Berttck- 
sichtigung  aller  auftretenden  Inductionswirkungen.  Dieselbe  ist 
enthalten  in  dem  System  von  Diiferentialgleichungen : 


dt  dt 

Hierin  bedeuten  t,  w  die  Stromstärken  und  Widerstände  der  beiden 
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Stromkreise,  Q  die  Potentiale  der  Kreise  auf  sich  selbst,  P  das 
Poteotial  der  beiden  Kreise  aufeinander,  M  das  elektromagne- 
üsehe  Potential  der  Eisenplatte  des  ersten  Telephons  auf  die 
erste  Spirale.    Setzt  man: 

M  =^  An*  sin(27iii0i 
so  ergiebt  sich,  dass  t,  und  i^  periodische  Functionen  von  ver- 
änderter Phase  sind,  deren  Amplituden  zwar  von  n  abhängen, 
jedoch  in  der  Weise,  dass  sie  für  grössere  Werthe  von  n  davon 
nahezu  unabhängig  sind.  Es  kann  also  nur  die  Klangfarbe 
tieferer  Töne  etwas  verändert  werden. 

In  der  zweiten  ausführlicheren  Abhandlung  ist  dann  noch 
der  Fall  einer  Uebei-tragung  der  Schwingungen  durch  Induction 
bei  einer  grösseren  Zahl  von  Stromkreisen  ausgeführt. 

Ok. 


G.  Ferraris.      Di    una  dimostrazione  dal  principio  di 
Helraholtz  sulla  tempera  dei  suoni.    Atti  di  Torino  xiii. 

287-299. 

G.  Ferraris.     Sulla  intensitä  delle  correnti  elettriche  e 
delle  estracorrenti  nel  telefono.  Atti  di  Torino  XIIL  980-1027. 

Die  erste  Abhandlung  behandelt  denselben  Gegenstand  wie 
die  in  dem  vorigen  Referat  besprochenen  Arbeiten.  Der  Ver- 
fasser theilt  zunächst  die  auch  von  ihm  beobachtete  Thatsache 
mit;  dass  Töne  ohne  wesentliche  Veränderung  ihrer  Klangfarbe 
wahrgenommen  werden,  auch  wenn  das  erste  Telephon  in  dem 
inducirenden,  das  zweite  in  dem  Inductionskreise  sich  befindet. 
Da  der  Verfasser  sich  bei  der  Berechnung  dieser  Versuche  mit 
der  ersten,  wie  zuvor  gezeigt,  durchaus  ungenügenden  Annähe- 
rung begnügt,  so  ist  zu  verwundem,  dass  er  seine  Versuche  als 
Bestätigung  der  Helmholtz'schen  Theorie  der  Klangfarbe  ausgiebt. 
Dieselben  enthalten  erst  dann  eine  solche  Bestätigung,  wenn  man 
die  vollständige,  in  dem  vorigen  Referat  entwickelte  Theorie  zu 
ihrer  Erklärung  heranzieht. 

Auch  die  zweite  Abhandlung  enthält  Versuche  über  die  elek- 
trischen Ströme  im  Telephon,  wobei  ähnliche  Anordnungen  wie 
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zuvor  getroflfen  wurden.  Die  Berechnung  der  Stromstärke  wird 
in  dieser  Abhandlung  nach  bekannten  Regeln  ausgeführt  und 
können  wir  auf  die  einfachen  Rechnungen  ohne  ausführliche 
Beschreibung  der  complicirten  Versuchsanordnung  nicht  näher 
eingehen.  Ok. 


G.  Basso.     Sülle  correnti  elettriche  d'induzione,  gene- 
rale per  mezzo  di  moti  oscillatorii.    Atti  di  Torino  Xlll. 

401-425. 

Vor  einem  Magnet  ist  eine  Eisenplatte  so  angebracht,  dass 
sie  Schwingungen  in  der  Verlängerung  des  Magnets  ausführen 
kann.  In  der  Nähe  seines  der  Platte  zugekehrten  Endes  ist  der 
Magnet  mit  einer  Spirale  umgeben,  in  welcher  durch  die  Be- 
wegung der  Platte  Ströme  inducirt  werden.  Durch  eine  geeignete 
Vorrichtung  werden  von  denselben  nur  die  in  der  einen  Richtung 
verlaufenden  Ströme  zu  einem  Galvanometer  geleitet,  so  dass 
ihre  Wirkung  an  demselben  gemessen  werden  kann.  Ausser  den 
experimentellen  Resultaten  hat  der  Verfasser  auch  die  einfache 
Berechnung  dieser  Ströme  ausgeführt.  Ok. 


G.  Basso.     Sulp  uso  delle  bussole  reometriche  per  cor- 
renti   elettriche    di    breve    durata.     Atti  di  Torino  xiii. 

615-626. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Frage,  wie  die  Intensität  elek- 
trischer Ströme,  welche  sich  mit  der  Zeit  schnell  verändern, 
durch  Galvanometer  gemessen  werden  kann.  Dabei  nimmt  er 
an,  dass  ein  unendlich  langer  Draht  auf  die  Magnetnadel  wirkt 
(statt  eines  Stromkreises),  und  findet  durch  sehr  einfache  Rech- 
nungen, welche  übrigens  keineswegs  die  Frage  erschöpfend  be- 
handeln, dass  der  Ausschlag  doppelt  so  gross  ist,  als  die  Ab- 
lenkung bei  einem  gleichen  Constanten  Strom  sein  würde.  Im 
weiteren  Verfolg  wird  auch  noch  die  Torsion  des  Fadens  mit 
berücksichtigt,  an  welchem  die  Nadel  hängt.  Ok. 
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Klemencic.    Beiti'ag  zur  Keiintniss  der  inneren  Reibung 

im  Eisen.    Wieo.  Aoz.  187a  203-205. 

Um  einen  Eisenring  sind  zwei  kreisförmige  Drähte  geschlun- 
gen. Durch  den  einen  derselben  fliesst  ein  elektrischer  Strom. 
In  dem  andern  Draht  wird  dann  durch  die  Wirkung  des  magne- 
tisch gewordenen  Eisenrings  ein  Strom  inducirt  Für  die  Stärke 
desselben  wird  hier  ohne  Ableitung  eine  Formel  mitgetheilt,  die 
der  Verfasser  nach  seiner  Angabe  aus  KirchhofTs  Theorie  des 
Magnetismus  entwickelt  hat.  Wn. 


M.  Glösener.    ifitudes  sur  T^lectrodynarnique  et  T^lectro- 

magn^tisme.    M^m.  de  Lidge  (2)  VI. 

Princip    der    abwechselnden    Umkehrung    des    elektrischen 

Stromes  in  Elektromagneten;  und  Folgerungen. 

Mn.  (0.) 


Mascart  et  Angot.     Recherches  experimentelles  sur  les 
machines  magndto-^ectriques.  Almeida  J.  Vli.  79-92,  363-373. 


M.  DE  Lepinay.     Du   potentiel  en  ^lectrodynamique  et 
en  ^lectromagn^tisme.    Almeida  J.  vii.  414-420. 


O.  Chwolson.  üeber  den  Magnetismus,  der  in  zwei 
Kugeln  durch  Kräfte  inducirt  wird,  welche  sym- 
metrisch gegen  die  Centrallinie  wirken.   Berl.  Monatsber. 

1878.  269-276. 

Die  Poisson'scbe  Theorie  der  Induction  von  Magnetismus  kann 
auf  die  eine  Gleichung  reducirt  werden,  welche  fttr  jeden  Punkt 
der  Oberfläche  der  Eisenmasse  gelten  muss: 

WO  F  das  Potential  der  magnetisirenden  Kräfte,  V  dasjenige  des 
magnetischen  Eisenkörpers  bedeutet. 
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Der  Verfasser  drückt  ¥  und  V  aas  als  Functionen  zweier 
Veränderlichen!  welche  C.  Neumann  in  seiner  Schrift:  „Allgemeine 
Lösung  über  den  Temperaturzustand  eines  homogenen  Körpers  etc. 
Halle  1862^,  eingeführt  hat  Beide  Grössen  werden  in  Reihen 
entwickelt  und  die  Gonstanten  der  einen  Reihe  durch  diejenigen 
der  andern  nach  der  Fundamentalgleichung  ausgedrückt.  Auch 
die  magnetischen  Momente  der  Kugeln  lassen  sich  leicht  mit 
Hülfe  des  Potentials  V  berechnen.  Ist  die  Kraft  eine  constante 
in  der  Richtung  der  Gentrallinie,  so  reduciren  sich  die  Reihen  auf 
geschlossene  Ausdrücke,  und  es  wird  unter  speciellen  Annahmen 
die  Rechnung  fbr  diesen  Fall  vollständig  durchgeführt;  insbeson- 
dere auch  die  Aenderung  bestimmt,  welche  das  magnetische 
Moment  jeder  Kugel  durch  Anwesenheit  der  anderen  erfährt. 

Ok. 


Thürmer.      üeber    die  Einwirkung   des  Erdstromes    auf 
ein    um    eine   verticale    Axe    drehbares   galvanisches 

Rechteck.    Pr.  Leisoig. 

Der  Verfasser  untersucht  die  Einwirkung  des  Erdmagnetis- 
mus auf  ein  von  Strömen  durchflossenes  Rechteck.  Zu  dem 
Zweck  denkt  er  sich  die  Wirkung  des  Erdmagnetismus  ersetzt 
durch  einen  unendlich  langen  elektrischen  Strom,  der  von  Ost 
nach  West  fliesst.  Für  die  Einwirkung  der  Stromelemente  des- 
selben auf  die  Elemente  des  Rechtecks  wird  das  AmpSre'sche 
Elementargezetz  zu  Grunde  gelegt.  Die  Rechnung  führt  zu  com- 
plicirten  Resultaten.  Wahrscheinlich  hätte  sich  dieselbe  einfacher 
gestaltet,  wenn  der  Verfasser  das  Rechteck  als  transversal  magne- 
tische Fläche  in  einem  homogenen  magnetischen  Felde  aufgefasst 
hätte.  Ok. 


QuET.     Sur  les  variations  du  magn^tisme  terrestre. 

0.  R  LXXXVI.  660-662. 

QüET.     Action   que   le  soleil  exerce  sur  les  fluides  ma- 
gn^tiques  et  dlectriques  de  la  terre.  CR.  LXXXVI.  sos-sio. 
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QüET.  Sur  les  p^riodes,  qui,  daus  les  phenomfenes  ma- 
gn^tiques,  d^peudent  de  la  vitesse  de  rotation  du  soleil. 

C.  R.  LXXXVI.  1244-1246. 

QüET.  De  la  force  61ectromotrice  d'induction  qui  pro- 
vient  de  la  rotation  du  soleil;  d^termination  de  sa 
grandeur  et  de  sa  direction,  quelle  que  soit  la  di- 
stance  du  corps  induit.    C.  B.  LXXXVII.  860-862. 

Der  Verfasser  theilt  in  sehr  kurzen  Auszügen  die  Hypothesen 
mit,  die  er  der  Berechnung  des  Einflusses  der  Sonne  auf  den 
Erdmagnetismus  zu  Grunde  gelegt  hat,  sowie  die  wichtigsten 
Endformeln  und  Resultate,  zu  denen  er  gelangt  ist.  Derselbe 
nimmt  elektrische  Ströme  an  der  Sonnenoberfläche  an,  deren 
elektromagnetische  Wirkung  auf  die  Erde  sich  durch  die  Wirkung 
eines  einzigen  Stromes  in  einem  grössten  Kreise  der  Sonne  er- 
setzen lässt.  Die  Axe  dieses  Stromes  fällt  nicht  mit  der  Rota- 
tionsaxe  der  Sonne  zusammen.  Dieser  Strom  tlbt  auf  die  magne- 
tischen Massen  der  Erde  Wirkungen  aus  und  inducirt  in  den 
guten  Leitern  der  Erde  Ströme.  Alle  diese  Wirkungen,  welche 
natürlich  periodisch  sind,  hat  der  Verfasser  nach  bekannten 
Regeln  berechnet  und  giebt  ohne  jede  Ableitung  die  entstehen- 
den Formeln  in  den  einzelnen  Mittheilungen  an.  Ok. 


L.  ScHWENDLKR.     Allgemeine  Theorie  der  Duplex -Tele- 

graphie.    Carl  Rep.  XIV.  205-231,  241-281,  369-389. 


Capitel  4. 
Wärmelehre. 

J.  C.  Maxwell.    Theorie  der  Wärme.     Uebersetzt  von 

F.   Neesen.    Brannschweig.   Vieweg. 

Das  vorliegende  Werk  giebt  in  klarer  und  anschaulicher 
Form   die   Hauptlehren    der    mechanischen   Wärmetbeorie    ohnQ 
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jeden  Aufwand  mathematischer  Entwicklungen;  ferner  Anwen- 
dungen auf  eine  grosse  Zahl  verschiedener  Probleme,  wobei 
manche  neue  und  eigenartige  Gedanken  mitgetheilt  werden,  wie 
bei  der  Bedeutung  des  Verfassers  nicht  anders  zu  erwarten  war. 

Ok. 


R.  Clausiüs.  üeber  die  Beziehung  der  durch  Diffusion 
geleisteten  Arbeit  zum  zweiten  Hauptsatze  der  mecha- 
nischen Wärmetheorie.    Pogg.  Add.  (2)  iv.  341-343. 

Man  denke  sich  einen  Hohlcylinder  durch  einen  porösen, 
ohne  Reibung  verschiebbaren  Stempel  in  zwei  Theile  getheilt. 
Ist  der  eine  Theil  mit  Wasserstoff,  der  andere  mit  Sauerstoff  ge- 
füllt, so  diffundirt  ersterer  schneller  durch  den  porösen  Cy linder 
als  letzterer.  Auf  der  Seite  des  Wasserstoffs  entsteht  also  eine 
Druckverminderung;  der  Stempel  bewegt  sich  dann  nach  dieser 
Seite  und  bringt  durch  Compression  Erwärmung  hervor,  während 
auf  der  anderen  Seite  das  Gas  sich  abktlhlt.  Es  geht  also  Wärme 
von  einem  kälteren  zu  einem  wärmeren  Körper  über.  Dieser  von 
Tolver  Preston  ersonnene  Process  soll  dem  zweiten  Hauptsatz 
der  mechanischen  Wärmetheorie  widersprechen.  Clausiüs  ftlhrt 
hiergegen  an,  dass  der  betreffende  Satz  auf  diesen  Process  keine 
Anwendung  finden  kann,  weil  die  benutzten  Substanzen  am  Ende 
der  Operation  nicht  wieder  in  ihren  Anfangszustand  zurückge- 
kehrt sind,  so  dass  gar  kein  Kreisprocess  stattgefunden  hat 

Ok. 


L.  BoLTZMANN.     Weitere  Bemerkungen  über  einige  Pro- 
bleme der  mechanischen  Wärmetheorie.  Wien.  Ber.  1878. 

115-117. 

„Der  erste  Abschnitt  derselben  hat  die  Beziehung  zwischen 
dem  zweiten  Hauptsatze  und  der  Wahrscheinlichkeitsrechnung, 
der  zweite  das  Wärmegleichgewicbt  eines  schweren  Oases  zum 
Gegenstände.^ 

Hieran  knüpft  der  Verfasser  noch  einige  Bemerkungen  Qber 
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die  von  Tolver  Preston  versuchte  Widerlegung  des  zweiten  Haupt- 
satzes (s.  das  vorige  Referat)  durch  den  Vorgang  der  Diffusion 
zweier  Gase  in  einander.  Auch  Herr  Boltzmann  ist  der  Ansicht, 
dass  dieser  Process  nicht  im  Widerspruch  mit  dem  fraglichen 
Satze  steht;  vielmehr  zeigt  derselbe ,  wie  man  leicht  mit  Hilfe 
seiner  früheren  Entwicklungen  den  Zuwachs  an  Entropie  be- 
rechnen kann,  welcher  erfolgt,  wenn  die  Gase  zuerst  getrennte 
Räume  eingenommen  haben  und  dann  den  ganzen  Raum  in  ge- 
mischtem Zustand  erftillen.  Ok. 


Philipps.  De  la  d^termination  des  chaleurs  sp^cifiques 
k  pression  constante  et  k  volume  coustant  d'un  Corps 
quelconque  et  de  Celle  de  sa  fonction  caractdristique. 

C.  B.  LXXXVI.  1290-12%,  135M356. 

M.  Levy.  Remarque  au  sujet  d'une  note  de  M.  Philipps 
sur  la  d^termination  des  chaleurs  sp^cifiques. 

C.  R.  LXXXVI.  13911392. 

Bezeichnet  man  ffir  irgend  einen  Körper  mit  p,  o,  T  Druck, 
Volumen,  absolute  Temperatur,  mit  c  und  c,  die  specifischen 
Wärmen  bei  constantem  Druck  und  constanter  Temperatur,  mit 
A  das  Wärmeäquivalent  der  Arbeitseinheit,  nimmt  man  femer  p 
und  t7  zu  unabhängigen  Variabelo  und  setzt  die  durch  die  Natur 
des  Körpers  gegebene  Beziehung  zwischen  p,  v,  T  in  die  Form : 

T  =  F(p,c), - 

so  liefern  die  beiden  Hauptsätze  der  mechanischen  Wärmetheorie 
die  beiden  Gleichungen: 

.         .     d'F      .    de     dF       öc,     dF 
/         ^dF     dF         .   ^ 

Die  vorliegenden  Arbeiten  bezwecken  aus  diesen  partiellen 
Differentialgleichungen  c  und  c,  zu  berechnen.  Man  erhält  nach 
einigen  Transformationen  für  die  beiden  specifischen  Wärmen 
die  Ausdrücke: 
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WO 


d'F 

Man  kann  vermittelst  dieser  Gleichungen  die  Frage  beant- 
worten, wie  die  Zustandsgleichung  ftir  irgend  einen  Körper  be- 
schaffen sein  muss,  damit  die  eine  oder  die  andere  specifische 
Wärme  oder  auch  beide  nur  Temperaturfunctionen  sind  (also 
nicht  von  p  und  v  abhängen).  In  dem  letzten  Fall  erhält  man 
z.  B.  die  Zustandsgleichung: 

welche  das  Mariotte-Gaj-Lussac'sche  Gesetz  als  besonderen  Fall 
in  sich  schliesst.  Der  zweite  Theil  der  Abhandlung  enthält  die 
Berechnung  der  von  Massieu  (M^moires  des  savants  ^trangers 
XXII.)  eingeführten,  ,,characteri8tischen  Function"  ff,  welche 
durch  die  Gleichung: 

definirt  ist,  in  der  Z  die  Entropie,  ü  die  innere  Energie  bedeuten. 
Ist  diesmal  die  Zustandsgleichung  in  der  Form  gegeben: 

so  erhält  man  die  beiden  Ausdrücke  f&r  ff: 

^Aff.dp+fdtf-^^dt  +  Ct  +  C% 
oder: 

Aff.dv+fdtf-^ip^dt  +  a+C', 

wo  0  und  0^  die  früher  in  den  specifischen  Wärmen  auftreten- 
den Temperaturfunctionen  bedeuten.  In  der  letzten  Notiz  recla- 
mirt  Herr  L6vy  die  Priorität  für  die  von  dem  Verfasser  ge- 
gebenen Entwicklungen  (F.  d.  M.  IX.  757-758).  Ok. 
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H.  Pellat.     Remarque  sur  les  chaleurs  sp^cifiques  des 

Vapeurs.    Almeida  J.  YIL  117-123. 


A.    Ritter.      Beitrag    zur    Lehre    von    den    Äggregat- 

ZUStänden.    Pogg.  Ann.  (2)  IL  273-291. 

A.   Ritter.     Ueber   die  Temperaturfläche  des   Wasser- 

dampfes.    Pogg.  Ann.  (2)  III.  447-460. 

Ausgehend  von  dem  Mariotte-Gay-Lussac'schen  Gesetze: 

p.c  =  Ä.r, 
wo  p  und  f?  den  Druck,  T  die  von  —273®  an  gezählte  Tempe- 
ratur bedeuten,  denkt  sich  der  Verfasiier  eine  Fläche  construirt, 
fQr  welche  p,  v,  T  die  rechtwinkligen  Coordinaten  repräsentiren. 
Insbesondere  nimmt  derselbe  p  und  v  zu  Coordinaten  einer  Hori- 
zontalebene, T  als  Function  derselben  zur  Höhe  über  der  Ebene. 
Jede  Zustandsänderung  des  Oases  wird  dann  dargestellt  durch 
eine  Linie  auf  der  Temperaturfläche.  Für  permanente  Gase  hat 
diese  Fläche  überall  einen  continuirlichen  Verlauf.  Wird  da- 
gegen für  eine  Substanz^  welche  in  den  drei  Aggregatzuständen 
vorkommt,  z.  B.  für  Wasser,  nach  denselben  Grundsätzen  die 
Temperaturfläche  construirt,  so  besteht  dieselbe  aus  mehreren 
Flächentheilen,  welche  verschiedenen  Gesetzen  entsprechen  und 
in  einer  Reihe  von  Kanten  aneinander  grenzen.  Die  Gestaltung 
der  Fläche  wird  eingehend  beschrieben,  und  hat  der  Verfasser 
ein  Modell  derselben  iUr  das  Wasser  construiren  lassen.  Für 
den  Wasserdampf  ist  es  bis  jetzt  noch  nicht  gelungen  die  Glei- 
chung, nach  welcher  Temperatur,  Druck  und  Volumen  zusammen- 
hängen, anzugeben.  Nur  soviel  ist  bekannt,  dass  das  Verhalten 
desselben  im  überhitzten  Zustand  sich  demjenigen  der  Gase 
nähert  Der  Verfasser  hat  daher  (in  der  zweiten  Abhandlung) 
den  Versuch  gemacht  einen  Ausdr^^k  aufzustellen,  welcher  diese 
Lücke  ausfUlli  Er  findet  dafür  als  einen  mit  den  bekannten  Ver- 
suchen genügend  übereinstimmenden  Ausdruck  ftlr  Wasserdampf: 

r  =  J?ü.  +  — ^-, 
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zu  setzeo  ist.     Dieser  Ausdruck  wird   weiter  benutzt,   um    mit 

Hilfe  von  GleichuDgen  der  mechanischen  Wärmetheorie  die  speci- 

fischen  Wärmen  des  Dampfes,  sowie  die  Gleichungen  der  Iso- 

thermen  und  Adiabaten  desselben  zu  berechnen. 

Für  letztere  ergiebt  sich  die  Gleichung  p .  ü*  =  Gonst.,  wo  Ar 

eine  Function  des  Druckes  ist,  wie  die  folgenden  Werthe  zeigen : 

p  =  0,1  1  4  14 

k  =  1,471        1,385     1,333       1,302. 

Für  erstere  gilt  die  Gleichung  p.tf  =  Const.,  wo  r  ebenfalls 

vom  Druck  abhängt: 

p  =  0,1  1  4  14 

r  =  0,99      "    0,98       0,97         0,95. 

Ok. 


E.  BüCHHOLTZ.     Construction  der  Expansionscurve  und 
des  Mittelwerthes   der    Dampfspannung,    z.  dtsch.  log. 

XXII.  33-36. 


J.  D.  VAN  DER  Waals.     Over  de  specifieke  wärmte  van 

den   verzadigden   damp.    Venl.  en  Mededeel.  XII.  169-183. 

Die  mechanische  Wärmetheorie  hat  ergeben,  dass,  um  gesät- 
tigten Wasserdampf  zu  erwärmen,  dem  Dampfe  Wärme  entzogen 
werden  muss,  wenn  man  nämlich  zugleich  das  Volumen  auf  solche 
Weise  verkleinert,  dass  der  Dampf  gesättigt  bleibt.  Später  ist  gefun- 
den worden,  dass  nicht  nur  der  Wasserdampf  diese  Eigenschaft 
hat,  sondern  auch  andere  gesättigte  Dämpfe.  Nur  Aetherdampf 
macht  eine  Ausnahme,  wenigstens  unter  den  Dämpfen,  welche 
man  in  dieser  Hinsicht  theoretisch  und  praktisch  untersucht  hat« 
Der  Verfasser  sucht  jetzt  auf  theoretischem  Wege  zu  zeigen, 
dass  die  meisten  gewöhnlich  vorkommenden  Dämpfe  sich  wie 
Wasserdampf  verhalten  müssen,  und  dass  das  Verhalten  des 
Aetherdampfes  nicht  eine  Abweichung  von  dem  wahren  (besetze  ist; 
wahrscheinlich  bilde  auch  der  Aetherdampf  nicht  die  alleinig 
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Ausnahme  von  dem,  was  bisher  höchstens  als  Regel  angenommeQ 
werden  konnte. 

Als  Resultat  seiner  Untersuchung  spricht  der  Verfasser  fol- 
gende Sätze  aus: 

1)  Die  Erscheinung,  dass  gesättigte  Dämpfe  bei  adiabatischem 

Druck  theilweise  condensirt  werden,  ist  da  vorhanden,  wo  (—) 

(das  Verhältniss  der  specifischen  Wärmen  bei  constantem  Druck 
und  constantem  Volumen)  nur  wenig  von  der  Einheit  abweicht 

2)  Aus  den  Beobachtungen  fiber  die  Spannung  der  gesättigten 
Dämpfe  und  der  latenten  Wärme,  und  aus  der  Kenntniss  von  Cp 
kann  gefunden  werden :  der  Dilatationscoefficient,  der  Spannungs- 
coefficient  und  der  Werth  von  c,  ftlr  diese  Dämpfe  in  gesättigtem 
Zustande.  G. 


M.  Levy.  Memoire  sur  une  loi  universelle  relative  ä 
la  dilatation  des  corps.    0.  B.  Lxxxvu.  449^2. 

M.  Levy.  Sur  rattraction  mol^culaire  dans  ses  rapports 
avec  las  tempdratures  des  corps.   0.  R.  LXXXVII.  488-491. 

H.  F.  Weber.  Deux  remarques  au  sujet  de  la  relation 
g^ndrale  entre  la  pression  et  la  temp^rature ,  döter- 
min^e  par  M.  L6vy.   c.  R.  Lxxxvn.  517-519. 

M.  Lävy.  R^ponse  ä  une  communication  de  M.  H.  F. 
Weber  sur  la  thermodynamique.   C.  B.  LXXXVII.  554-557. 

L.  ßoLTZMANN.     Remarques  sur  une  communication  de 

M.    L^vy.    C.  R.  LXXXVII.  593. 

M.  Levy.     R^pouse  k  une  Observation  de  M.  Boltzmann. 

0.  R  LXXXVII.  649. 

M.  Levy.  Sur  une  loi  universelle  relative  k  la  dilata- 
tion  des   Corps.    C.  R.  LXXXVII.  676-679. 

Dk  Saint- Venant.  Sur  la  dilatation  des  corps  ^chauffös 
et  sur  les   pressions,  qu'ils  exercent.     c.  B.  LXXXVIL 

713-718. 

Foit«ohr.  d.  Math.  X.  3.  4g 


754  ^-  Abtehaitt    MmtbenmtUehe  njiik. 

R.  Claüsius.      Sor  T^nergie    d'on  corps  et  sa  cfaaleur 
sp^cifique.   c.  r.  Lxxxvn.  71^719. 

Massiku.       Observations     conceinant     le    memoire    de 

M.    L^vy.     C.  a  LXXXVIL  731733. 

L.  BoLTZMANN.     Nonvelles  remarqaeg  aa  sajet  des  Com- 
munications de  M.  L^vv.   c.  B.  Lxxxvn.  773. 

M.  Levt.     R^ponses  k  diverses  Communications. 

C.  B.  LXXXVII.  826-827. 

Bekanntlich  ist  es  bisher  nur  bei  einer  kleinen  Zahl  von 
Vorgängen  möglich,  die  Fundamentalsatze  der  mechanischen 
Wärmetheorie  mit  Erfolg  anzuwenden,  weil  die  durch  das  Es.- 
periment  zu  liefernde  Beziehung  zwischen  Druck,  Volumen  und 
Temperatur  (entsprechend  dem  Hariotte-Gay-Lussac'schen  Gesetz 
bei  den  Gasen)  noch  fehlt  Herr  L6yy  sucht  diese  fehlende 
Gleichung  durch  die  folgenden  Betrachtungen  auf  eine  yerhält- 
nismässig  einfache  Form  zu  bringen.  Wählt  man  als  unabhän- 
gige Variable  v  (Volumen)  und  T  (absolute  Temperatur)  eines 
Körpers,  so  kann  man  die  erste  Hauptgleichung  der  mecha- 
nischen  Wärmetheorie  auf  die  Form  bringen: 

dU  =  ^dT  +  ^dv  ^  dQ  -^Apdv. 

wo  U  die  Function  von  v  und  T  repräsentirt,  welche  gewöhnlich  als 

innere  Energie  bezeichnet  wird.      Herr  L^vy    benutzt    nun    die 

Hypothese,  von  deren  Rechtfertigung  später  die  Bede  sein  wird, 

dU 
dass    -^  (die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen)  nar 

8U 
von  der  Temperatur,  -p—  nur  von  dem  Volumen  abhängt,   so 

dass  U  durch  die  Summe  einer  Function  von  T  allein  und  einer 
solchen  von  v  allein  dargestellt  werden  kann.   « 
Setzt  man  gemäss  dem  zweiten  Hauptsatz 

WO  II  die   von  Clausius  mit  dem  Namen  Entropie  bezeichnete 
Function  von  r  und  T  ist,  so  lässt  sich  ein  Gleiches  auch  für  im, 
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naehweisen.  Aus  der  VerbinduDg  beider  Beziehungen  erhält  man 
das  Resultat,  dass  die  oben  erwähnte  Gleichung  zwischen  p,  v, 
T  von  der  Form  sein  muss: 

wo  R  und  V  Functionen  von  v  allein  sind.  Hieraus  würde  fol- 
gen^ dass  ein  Körper,  dessen  Volumen  constant  erhalten  wird, 
einen  Druck  ausübt,  welcher  der  absoluten  Temperatur  propor- 
tional ist. 

Zur  Rechtfertigung  der  oben  angegebenen  Hypothese  weist 

3U 
Herr   Lövy    nach,    dass  -3— ^t?  die  Arbeit  repräsentirt,  welche 

gegen  die  Molecularkräfte  bei  einer  sehr  kleinen  Ausdehnung  zu 
leisten  ist.     Bringt  man  dieselbe  auf  die  Form: 

du 
2mm' f(r)  dr  =  E-  -^  -dt), 

so  ist  dieser  Ausdruck  von  T  unabhängig,  wenn  das  Wirkungs- 
gesetz der  Molecularkräfte  sich  mit  der  Temperatur  nicht  ändert. 
Daraus  würde  sich  ergeben: 

dT.dv        ^' 
welches  die  Grundannahme  des  Herrn  L^vy  ist.     Diese  Ausftlh- 
rungen  sind  von  den  verschiedensten  Seiten  bestritten  worden. 

Stellen  wir  die  Gegengründe  sachlich  zusammen,  so  zeigt 
sich  zunächst  aus  Versuchen  bei  verschiedenen  Substanzen,  dass 
der  Druck  bei  constantem  Volumen  nicht  der  absoluten  Temperatur 
proportional  ist.  Insbesondere  citirt  H.  F.  Weber  Versuche  von 
Andrews  an  der  Kohlensäure,  Massieu  solche  von  Regnault  an 
der  schwefligen  Säure,  während  Boltzmann  an  das  anomale  Ver- 
halten des  Wassers  bei  niedriger  Temperatur  erinnert. 

Eine  andere  Reihe  von  Gegengrttnden  bezieht  sich  auf  die 
Unabhängigkeit  der  Wechselwirkung  der  Molecüle  von  der  Tem- 
peratur. Mit  Recht  hebt  Boltzmann  hervor,  dass  nach  den 
neueren  Anschauungen  hierbei  nicht  die  mittleren  Entfernungen 
der  in  Bewegung  befindlichen  Molecüle,  sondern  ihre  wirklichen 
veränderlichen  Entfernungen  in  Betracht  zu  ziehen  sind.  Dass 
diese  mit  der  Temperatur,  d.  h.  mit  der  lebendigen  Kraft  der 

48* 
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Wärmebewegung,  sich  verändern,  dflrfte  ausser  Zweifel  sein. 
Etwas  weiter  wird  dieser  Gredanke  noch  von  St  Venant  ausge- 
führt, welcher  darauf  hinweist,  dass  man  bei  den  Wänuebewe- 
gungen  der  Molecttle,  nicht,  wie  etwa  bei  der  Erklärung  der 
elastischen  Kräfte,  sich  auf  die  Glieder  erster  Ordnung  beschrän- 
ken darf,  da  sich  die  Ausdehnung  durch  die  Wärme  nur  aus 
der  MitberQcksichtigung  der  Glieder  zweiter  Ordnung  erklären 
lässt 

Das  Endresultat  der  Discussion  dflrfte  darin  bestehen,  dass 
Livys  „Universalgesetz"  sich  auf  eine  Formel  reducirt,  welche 
mit  einiger  Annäherung  bei  einer  Reihe  von  Substanzen  gilt,  bei 
anderen  aber  ungültig  ist^  und  dass  hierüber  nur  durch  ausge- 
dehntere Versuche  in  jedem  besonderen  Fall  entschieden  werden 
kann.  Ok. 


J.  C.  Maxwell.     On  stresses  in  rarefied  gases  arising 
from  inequalities  of  temperature.  Proc.  of  London  xxx VIL 

304-308. 

Auszug  aus  einer  Arbeit,  die  seitdem  in  den  Phil.  Trans, 
veröffentlicht  ist.  Der  Verfasser  zeigt  mit  der  Methode,  die  er 
in  seiner  Arbeit:  „On  the  dynamical  theory  of  gases''  (Phil. 
Trans.  1867)  gegeben  hatte,  dass,  wenn  in  einem  Gase  Tempe- 
raturungleichheiten stattfinden,  der  Druck  in  einem  gegebenen 
Punkte  nicht  nach  allen  Richtungen  derselbe  ist,  und  dass  die 
Differenz  zwischen  dem  Maximal-  und  Minimaldrucke  in  einem 
Punkte  von  beträchtlicher  Grösse  sein  kann,  wenn  die  Dichtig- 
keit des  Gases  klein  genug  ist,  und  wenn  die  Temperaturunter- 
schiede von  kleinen  festen  Körpern  mit  höherer  oder  niederer 
Temperatur,  als  sie  das  das  Gas  enthaltende  Gefäss  hat,  hervor- 
gebracht werden.  Cly.  (0.) 


J.  MoüTiER.     Sur  urie  d^monstration  de  la  loi  de  Dulong 

et   Petit.    8oc.  phil.   Paris  (7)  IL  3-6. 
J.  MOUTIER.       Sur   la    vapeur   d'eau.    Soc.  phü.   Paria  (7)  n.  7-9. 
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J.   MoüTiER.      Sur    la    chaleur   d'^vaporation.     Soc  phii. 

Paris   (7)  IL  17-19. 

J.  MoüTiER.     Sur  les  transformations   non  reversibles. 

8oc   phil.  Paris  (7^  IL  39-41. 

J.  MoüTiER.     Sur  les  combinaisons  chimiques,  produites 

avec  absorption   de   chaleur.     Soc.  phiL  Paris  (7)  IL  96-97. 

J.  MoüTiER,      Sur   la  formation   des   vapeurs.     Sur  un 
luanom^tre  d^^gale  seusibilit^.  Soc.  phil.  Paris  (7)  IL  170-172. 

Wir  haben  diese  Reihe  kurzer  Notizen  hier  zusammengefasst, 
weil  dieselben,  wenn  auch  ihrem  Inhalte  nach  verschieden,  doch 
sämintlich  Anwendungen  der  mechanischen  Wärmetheorie  auf  die 
angefahrten  Probleme  enthalten.  In  näherem  Zusammenhang  stehen 
die  zweite  bis  vierte  Abhandlung.  Bei  denselben  wird  stets  ein 
Kreisprocess  zu  Grunde  gelegt,  welcher  ausser  Temperaturände- 
rungen des  betreffenden  Körpers  mehrere  Zustandsänderungen 
(Veränderungen  des  Aggregatzustandes,  Uebergänge  in  allotrope 
Modifieationen)  in  sich  schliesst.  Auf  Wasser  angewandt,  welches 
1)  aus  dem  flüssigen  in  den  festen  Zustand  übergeht,  2)  aus 
letzterem  verdampft,  3)  wieder  in  den  flüssigen  Znstand  zurück- 
kehrt, zieht  der  Verfasser  den  Schluss,  dass  die  Spannkräfte  des 
Dampfes  über  Wasser  und  Eis  bei  derselben  Temperatur  ver- 
schieden sein  müssen. 

In  der  folgenden  Notiz  wird  der  Satz  bewiesen,  dass  die 
durch  Verdunstung  des  Wassers  verbrauchte  Wärme  nicht  die- 
selbe ist,  wie  die  bei  der  Verdampfung  bei  gleicher  Tempe- 
ratur, etc. 

Einen  etwas  anderen  Zweck  verfolgt  die  letzte  Notiz.  Für 
geschlossene  Luftmanometer  zur  Messung  hohen  Druckes  benutzt 
man  oft  conisch  verlaufende  Röhren,  um  für  hohen  Druck  mög- 
liehst dieselbe  Empfindlichkeit  zu  haben,  wie  für  niedrigen.  Der 
Verfasser  stellt  sich  die  Aufgabe,  diejenige  Röhrenform  (Rota- 
tionsfläche) zu  berechnen^  bei  welcher  die  Empfindlichkeit  stets 
dieselbe  bleibt.  Hierfür  ergiebt  sich  die  Rotationsfläche  einer 
gleichseitigen  Hyperbel.  Ok. 
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E.  Bbrnardi.     Studi  sopra  i  motori  atmosferici  a  gaz. 

Atti  Ist.  Veo.  (5)  IV.  1123-1191. 

Die  Abhandlung  ist  vorwiegend  von  technischem  Interesse. 
Der  Verfasser  hat  einen  neuen  Gasmotor  construirt,  dessen 
Wirkungsweise  er  ausführlich  beschreibt,  lieber  den  Nutzeffekt 
desselben  hat  er  zahlreiche  Versuche  angestellt,  zu  deren  Be- 
rechnung einige  einfache  Formeln  entwickelt  werden. 

Ok. 


A.  Ritter.  Untersuchungen  über  die  Höhe  der  At- 
mosphäre und  die  Constitution  gasförmiger  Welt- 
körper.   Pogg.  ADD.  (2)  V.  405-425,  543-558. 

In  seinem  schönen  Werke  ttber  die  ^Wirbelstttrme^  (Hannover 
1872)  hat  Reye  die  Bedingungen  entwickelt,  unter  welchen  die 
Atmosphäre  sich  in  stabilem,  indifferentem  oder  labilem  Gleich- 
gewicht  befindet.  Hieran  anknüpfend  und  den  indifferenten 
Gleichgewichtszustand  voraussetzend,  findet  der  Verfasser  eine 
Formel  fttr  die  Höhe  der  Atmosphäre^  indem  er  die  Arbeit, 
welche  erforderlich  ist  um  1  Kilogramm  Luft  bis  an  die  Grenze 
derselben  zu  heben,  gleichsetzt  der  in  Arbeit  verwandelten  Wärme- 
menge, welche  nöthig  ist^  um  1  Kilogramm  Luft  bei  constantem 
Druck  vom  Nullpunkt  der  absoluten  Temperatur  auf  die  Tempe- 
ratur an  der  Erdoberfläche  zu  erwärmen.  Diese  Gleichung,  welche 
durch  einfache  Betrachtungen  aus  der  mechanischen  Wärmetheorie 
gerechtfertigt  wird,  würde  eine  Höhe  von  27491  Meter  ergeben. 
Nachdem  ähnliche  Betrachtungen  für  eine  Atmosphäre  von  Wasser- 
dampf angestellt  worden  sind,  wird  der  Einfluss  desselben  mit- 
berttcksichtigt,  ohne  das  Resultat  erheblich  zu  ändern.  Da  das- 
selbe mit  andern  Beobachtungen  (z.  B.  an  Sternschnuppen)  ver- 
glichen, viel  zu  klein  ausfällt,  so  kommt  der  Verfasser  zu  dem 
Schluss,  dass  die  Annahme  des  Gaszustandes  der  Luft  für  die 
höchsten  Schichten  der  Atmosphäre  unzulässig  ist.  Eine  ähn- 
liche Betrachtungsreihe  wird  für  Gase  im  Innern  der  Erde  an- 
gestellt. 

In  der  zweiten  Abtheilung  untersucht  der  Verfasser  das  Yer- 
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halten  gasförmiger  Weltkörper,  bei  welchen  die  Materie  sich 
nach  dem  Newton'schen  Gesetz  anzieht.  Er  findet  das  bemer- 
kenswerthe  Resultat,  dass  Wärmezufuhr  infolge  der  Ausdehnung 
eine  Temperaturerniedrigung,  Wärmeabgabe  eine  Contraotion 
and  Temperaturerhöhung  bewirken  muss.  Wttrde  z.  B.  die  Sonne 
als  Gaskugel  anzusehen  sein,  so  mttsste  bei  derselben  in  Folge 
der  Ausstrahlung  eine  Contraotion  und  Temperaturerhöhung  statt- 
finden. Ok. 


W.  GiBBS.      On   the  equilibrium   of  heterögeneous  sub- 

Staiices.    Trans,  of  Coqd.  III.  108-248,  343-524;    Amer.  J.  411-458. 

Aus  dem  dem  Referenten  vorliegenden,  sehr  kurzen  Auszuge 
der  umfangreichen  Arbeit  geht  soviel  hervor,  dass  der  Verfasser 
aus  Grundsätzen  der  mechanichen  Wärmetheorie  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen fär  beliebige  Eörpersysteme  abzuleiten  be- 
absichtigt. Bezeichnet  man  die  innere  Energie  und  Entropie  mit 
resp.  e  und  37,  so  lassen  sich  nach  dem  Verfasser  die  Gleich- 
gewichtsbedingungen eines  isolirten  Systems  in  eine  der  beiden 
Formeln  zusammenfassen: 

diy  ^  0,     €  constant; 
d«  ^  0,    fj  constant 

Nach  diesen  Principien  werden  die  Gleichgewichtszustände 
der  verschiedensten  Körperklassen  untersucht:  Gase,  Gasgemische, 
feste  elastische  Körper,  Systeme  von  festen  Körpern  und  Flüssig- 
keiten (Capillarität);  endlich  folgen  Anwendungen  auf  elektrische 
Ströme.  Ok. 


P.  BoiLEAU.     Notions  concemant  le  travail  intermol^cu- 

laire.     C.  B.  LXXXVI.  378-381. 

Die  vorliegende  Abhandlung  bildet  die  Fortsetzung  früherer 
Arbeiten  (F.  d.  M.  IX.  691).  Unter  dem  Ausdruck  „intermolecu- 
lare  Arbeit^  versteht  der  Verfasser  die  Arbeit,  welche  bei  statio- 
nären Flttssigkeitsströmen  durch  Beibung  der  Flttssigkeitstheile 
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an  eiiiaiider  und  an  nmhen  Cferwinden  yerlorea  gAL  Das 
tamenX  eomplidrte  Problem  wird,  wie  es  schdnt,  aaek  so  wiU- 
kllrliehen  Voranssetzongen  behandelt,  dass  wir  auf  Wieder- 
gabe der  Besoltate  vereiebten.  Offenbar  kommt  es  dem  Ver- 
fasser nur  daraof  an,  empirisehe  Ansdrileke  zo  gewinnen, 
welche  ftlr  Bdhrenleitongen,  Canile  ete.  passen« 

Ok. 


E.   DüCLAUx.      Sar   las    forces    ^lastiques   des   vapenrs 
^mises  par  an  m^lange  de  deux  liquides.  C.  B.  LXXXVL 

592-595. 

Bericht  Aber  die  Besoltate  einer  experimeotellai  Unter- 
sachong  Über  die  Destillation  von  Flfissigkeitsgeniiseben.  Die- 
selben werden  dorch  eine  Beihe  empirischer  Formeln  dargestdlt 

Ok. 


0.  PuscHL.     Gnmdzttge  der  aktinischen  Wärmetheorie. 

Wieo.  Ber.  LXXVII.  1-30. 

Der  Verfasser  hebt  einen  nicht  zu  yerkenneoden  Hangel 
der  neueren  Moleculartheorien  hervor.  Da  dieselben  die  Wärme 
ausschliesslich  als  Bewegung  der  Molecfile  ansehen,  so  geben 
sie  keine  Bechenschaft  von  der  Wärmestrahlung,  welche  nach 
dem  augenblicklichen  Stande  der  Wissenschaft  als  Bewegung  des 
Aethers  aufzufassen  ist 

Um  diesem  Mangel  abzuhelfen  stellt  der  Verfasser  die 
strahlende  Wärme  voran  und  sieht  die  Bewegung  der  HolecOle 
erst  als  eine  Folge  derselben  an.  Die  Körperatome  werden 
zunächst  als  vollkommen  reflektirende  Körper  gedacht,  zwischen 
denen  die  Wärmestrahlen  hin  und  hergeworfen  werden,  und 
hieran  einige  einfache  Betrachtungen  und  Bechnungen  angeknüpft 
Aber  die  Strahlenwärme  im  Innern  der  Körper.  Dann  wird  an- 
genommen, dass  die  Wärmestrahlen  nach  Art  von  Zugkräften 
'  ^en,  so  dass  ein  allseitig  gleich  bestrahltes  Atom  ruht,  ein 

ichmässig  bestrahltes  sich  nach  der  Bichtung  der  stärksten 
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Strahlung  bewegt.  Auf  diese  Weise  kommen  Molecularbewegun- 
gen  zu  Stande,  wie  sie  auch  von  der  gewöhnlichen  Molecular- 
theorie  der  Gase  vorausgesetzt  werden.  Diese  Bemerkungen 
mögen  hier  genügen,  da  die  Anschauungen  des  Verfassers  vor- 
läufig noch  auf  vielen  unbewiesenen  Hypothesen  beruhen  und 
noch  nicht  in  eine  mathematisch  so  präcisirte  Form  gebracht 
sind,  dass  man  sie  mit  Erfolg  discutiren  könnte.  Ok. 


C.  Witt  WER.     Ueber  die  Bedingungen    der   Aggregat- 
zustandsveränderung.    Schiömiich  z.  XXIII.  286-307. 

Der  Verfasser  geht  von  Annahmen  über  die  Constitution 
der  Materie  aus^  welche  von  den  gewöhnlich  gemachten  wesent- 
lich abweichen.  Nach  seiner  Ansicht  stossen  sich  die  Molecttle 
ab;  dagegen  ist  der  Aether  innerhalb  des  Körpers  verdünnt,  so 
dass  die  Molecttle  desselben  durch  den  Ueberdruck  des  äusseren 
Aethers  zusammengehalten  werden.  Die  Molecüle  befinden  sich 
in  Schwingungsbewegung,  welche  durch  Temperaturerhöhung 
vergrössert  wird.  Der  Verfasser  berechnet  zunächst  die  Einwir- 
kung der  ttbrigen  Molecttle  auf  ein  besonderes,  indem  er  sich 
dieselben  ttber  concentrische  Eugeloberflächen  gleichmässig  ver- 
theilt  denkt,  deren  Mittelpunkt  die  Gleichgewichtslage  des  Mole- 
cttls  ist  Es  ergiebt  sich  dabei^  dass  die  Einwirkung  durch  die 
Schwingungen  vergrössert  wird.  Um  nun  hieraus  die  Verände- 
rungen des  Aggregatzustandes  zu  erklären,  denkt  sich  der  Ver- 
fasser ftlr  die  Entfernung  x  zweier  Molecttle  eine  Gleichung  von 
der  Form  hergestellt:     * 

wo  Jt  die  Temperaturerhöhung  ttber  einen  beliebig  gewählten 
Anfangspunkt  bedeutet.  Die  Coefficienten  der  Gleichung  können 
aus  den  Ausdehnungscoefficienten  der  Flüssigkeit  bestimmt  wer- 
en.  Wird  diese  Gleichung  in  Bezug  auf  x  gelöst,  so  kann 
man  sich  Jt  in  vielen  Fällen  so  gross  gewählt  denken,  dass  x 
imaginär  wird.  Der  betreffende  Werth  von  Jt  gestattet  dann 
die  Berechnung  des  Siedepunktes     Anwendungen  auf  specielle 
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Beisfride  zeigen  zum  Tbeil  so  grosse  AbweieboBgeii,  dass  maa 
wohl  sehr  gerechtfertigte  Bedenken  g^;eo  das  game  Vorfiüiren 
daraus  entnehmen  kann.  Ok. 


E.  Warbubg.     Ueber  das  Gleichgewicht  eines  Systems 
aasgedehnter  MolecOle  und  die  Theorie  der  elastischen 

Nachwirkung.     Pogg.  Aon.  (2)  IV.  232-249;  Preib.  Ber.  VIL  2. 

Schon  W.  Weber  hat  von  der  elastischen  Nachwirkung  eme 
Erklärung  zu  geben  yersucht,  nach  welcher  dieselbe  von  einer 
Drehung  der  Molecfile  um  ihre  Schwerpunkte  herrfihren  solL 
Diese  Erklärung  setzt  voraus,  dass  die  Molecfile  eine  von  der 
Kugel  abweichende  Gestalt  haben,  f&hrt  also,  wenn  man  zunächst 
von  der  Wärmebewegung  der  Molecfile  absieht,  auf  das  Problem, 
welches  oben  angegeben  ist 

Unter  der  gewöhnlichen  Annahme,  dass  die  Dimensionen 
der  Molecfile  klein  sind  gegen  ihre  Entfernungen,  wird  zunächst 
das  Potential  eines  Molecttls  auf  ein  anderes,  aus  diesem  weiter 
das  Potential  aller  fibrigen  Molecfile  auf  ein  bestimmtes  berech- 
net Letzteres  giebt  einen  Ausdruck,  welcher  von  der  Deforma* 
tion  des  Systems  abhängt;  derselbe  ist  anzusehen  als  Function 
dreier  unabhängiger  Veränderlicher,  und  jedes  Werthsystem, 
welches  diese  Function  zu  einem  Minimum  machte  giebt  eine 
stabile  Gleichgewichtslage  des  Systems. 

Es  folgen  dann  Anwendungen  auf  Torsion  und  Dehnung 
eines  cylindrischen  Drahtes,  sowie  die  Beredinung  der  Druck- 
componenten  bei  einer  Deformation. 

Die  elastische  Nachwirkung  lässt  sich  auf  Grund  der  an- 
gestellten Betrachtungen  nur  erklären,  wenn  man  Rttcksicht  nimmt 
auf  die  oben  erwähnten  Wärmebewegungen  der  Molecfile.  Da 
der  Verfasser  hierffir  eingehendere  Rechnungen  noch  nicht  mit- 
tbeilt,  so  verweisen  wir  in  dieser  Beziehung  auf  seine  Andeu- 
tungen in  der  Originalabhandlung.    Siehe  auch  p.  671. 

Ok. 
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R,  PiCTKT  et  Cellerier.  Sur  un  nouveau  thermographe 
et  sur  une  möthode  gön^rale  d'intögration  d'une 
fonction  numdrique  quelconque.  CR.  Lxxxvii.  1033-1035. 

Die  Verfasser  benutzen  die  Veränderung  der  Spannkraft  von 
Dämpfen  mit  der  Temperatur  zur  Messung  der  Temperatur.  Sie 
geben  an,  ein  sehr  genaues  Instrument  dieser  Art  eonstruirt  zu 
haben,  indem  sie  fltlssige,  schweflige  Säure  benutzen.  Die  Tem- 
peratur kann  mit  Hülfe  desselben  von  —25^  bis  +40®  G.  gemes- 
sen werden,  und  es  ist  fttr  meteorologische  Zwecke  ein  Registrir- 
apparat  an  dem  Thermograph  angebracht. 

Das  Bestreben,  den  aufgezeichneten  Graden  gleiche  Grösse 
zu  geben,  hat  die  Verfasser  veranlasst,  an  dem  Apparat  eine 
^Correctionscurve^  anzubringen,  und  führte  dieselben  weiter  auf 
das  Studium  der  Bewegung  zweier  Curven,  welche  durch  einen 
unausdehnbaren,  an  je  einem  Punkt  der  beiden  Curven  berüh- 
renden, Faden  verbunden  sind.  Durch  eingehende  Discussion 
dieses  Problems  soll  sich  eine  Methode  ergeben,  die  Integrale 
beliebiger  Functionen  numerisch  zu  berechnen.  Die  Verfasser 
stellen  sogar  zum  Schluss  eine  „Universalrechenmaschine^  in 
Aussicht,  welche  im  Stande  ist,  die  numerischen  Werthe  von 
Functionen  mehrerer  Variabein  zu  geben. 

Die  Kürze  und  Unvollständigkeit  der  Mittheilung  macht  ein 
Urtheil  über  die  angedeuteten  Fragen  unmöglich.  Ok. 


Aymonnet.    Determination  de  la  tempörature  d'un  miliea 

insold.     0.  R.  LXXXVII  23-26. 

Der  Verfasser  bespricht  Methoden,  die  Temperatur  der  Luft 
während  der  Einwirkung  der  Sonnenstrahlen  zu  bestimmen.  Er 
benutzt  hierzu  zwei  Thermometer.  Die  Temperaturen ,  welche 
dieselben  zeigen,  können  dann  stets  der  Summe  zweier  Glieder 
gleichgesetzt  werden,  von  welchen  das  eine  die  gesuchte  Tem- 
peratur der  Luft  ist,  das  andere  dagegen  von  der  Einwirkung 
der  strahlenden  Wärme  abhängt.  Beobachtet  man  gleichzeitig 
beide   Thermometer,    während    die   zugestrahlten  Wärmen  ver- 
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schiedene  Intensitäten  haben,  (z.  B.  bei  hellem  Sonnenschein  niid 
bei  Verdecknng  der  Sonne  dureh  eine  Wolke),  so  kann 
aus  den  vier  Beobachtungen  zanäehst  eine  Constante 
welche  das  Verhältniss  der  Temperatnrerhdhnng  bei  beiden 
Thermometern  unter  gleicher  Znstrahlong  ergiebt,  nnd  hieraus 
würde  man  endlich  die  Lnfttemperator  ableiten  kdnnen.  Diese 
Betrachtangen  bemhen  anf  sehr  einfachen  Berechnungen,  welche 
der  Verfasser  angiebt  Ok. 


Zwölfter  Abschnitt 

Geodäsie  und  Astronomie. 

Capitel  L 
Geodäsie. 

W.  Jordan.     Handbuch  der  Vermessungskunde.    Bd.  IL 

stattgart    Metsler. 

Siehe  F.  d.  M.  IX.  p.  771.  B. 


H.   Brüns.      Die    Figur    der    Erde.      Ein    Beitrag    zur 

europäischen   GradmeSSUng.    Pablioation  des  geodätischen  Id- 
stitates.    Berlin.  Stankiewicz. 

Die  bisherigen  Versuche,  die  Figur  der  Erde  zu  ermitteln, 
beruhen  darauf,  dass  das  mathematische  Bildungsgesetz  dieser 
Figur  hypothetisch  als  bekannt  angenommen  und  die  dabei  auf- 
tretenden Constanten  oder  Parameter  unter  möglichst  nahem  An- 
schluss  an  die  Beobachtungen  bestimmt  werden.  Der  Verfasser 
erörtert  in  der  Einleitung  die  principielle  UnyoUkommenheit  dieses 
Verfahrens^  welche  darin  besteht,  dass,  wie  die  sogenannten 
Lothablenkungen  lehren,  die  Beobachtungen  nicht  erschöpfend 
dargestellt  werden^  und  stellt  sich  die  Aufgabe,  zu  untersuchen, 
welche  Messungsdata  erforderlich  sind,  um  die  Erdfigur  unab- 
hängig von  allen  hypothetischen  Annahmen  zu  ermitteln.  Das 
Besultat  lautet  dahin,  dass  die  zur  Zeit  verfügbaren  Bestimmungs- 
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stttcke,  nämlich  die  astronomischen  Polhöhen,  Längen  und  Azi- 
mothe,  die  Triangulationen,  die  trigonometrischen  Höhenbestim- 
mnngen,  die  geometrischen  Nivellements  und  die  Schwere- 
messungen hinreichend,  aber  auch,  was  ebenso  wesentlich  ist,  in 
ihrer  Gesammtheit  zur  Lösung  der  Aufgabe  nothwendig  sind. 

Die  mathematische  Figur  der  Erde  ist  nach  der  tlblichen 
Definition  diejenige  unter  den  Niyeauflächen  der  Kräftefunction(ff) 
der  Erde,  der  die  freie  Oberfläche  der  Meere  angehört  §  1  be- 
handelt eine  Reihe  von  Ursachen,  aus  denen  die  Meeresoberfläche 
nicht  in  aller  Strenge  eine  Niveaufläche  sein  kann,  und  formulirt 
deshalb  das  Problem  der  wissenschaftlichen  Geodäsie  dabin, 
dass  nicht  eine  bestimmte,  sondern  alle  Niveauflächen  oder  Gteoide 
ermittelt,  oder  was  dasselbe  ist,  jene  Kräftefunction  selber  ge- 
funden werden  solle.  §  2  behandelt  die  allgemeinen  Eigen- 
schaften der  Geoide,  namentlich  die  Unstetigkeiten,  welche  die 
Krümmung  dieser  Flächen  und  der  dazugehörigen  Kraftlinien 
überall  da  besitzt ,  wo  die  Massendichtigkeit  sich  sprungweise 
ändert.  §  3  fiihrt  den  approximativen  Ausdruck  (U)  fttr  die 
Kräftefunction  ein,  welcher  bei  Untersuchungen  dieser  Art  zweck- 
mässig benutzt  wird,  um  zu  einer  präcisen  Definition  der  Lotiii-. 
Störungen  zu  gelangen.  Hieran  schliesst  sich  eine  Herleitung 
des  Clairaut'schen  Theorems  unter  Zugrundelegung  der  hierAtr 
einzig  und  allein  nothwendigen  Voraussetzung,  dass  der  Fehler 
(W—U)  jenes  approximativen  Ausdruckes  vernachlässigt  werden 
dürfe.  Auf  Grund  der  dann  entwickelten  Relationen  zwischen 
W—U  und  den  Störungen  dei:  Schwere  nach  Richtung  und  In- 
tensität wird  mit  Hülfe  eines  fingirten  Beispiels  der  in  Wirklich- 
keit vorkommende  Betrag  jener  Störungen  annähernd  geschätzt 
§  4  behandelt  die  möglichen  Ergebnisse  geodätischer  Operationen 
und  zeigt,  dass  man^  je  schärfer  die  Beobachtungen  werden, 
desto  mehr  darauf  verzichten  müsse,  die  wahre  Erdfigur  durch 
analytische  Ausdrücke  darzustellen.  Die  nächsten  drei  Abschnitte 
beschäftigen  sich  mit  den  Resultaten,  welche  man  aus  den  oben 
genannten  Klassen  von  Messungsdaten  herleiten  kann,  so  lange 
keinerlei  Hypothesen  über  die  Erdfigur  gemacht  werden.  Die 
astronomischen    und    trigonometrischen    Messungen    bestimmen 
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folgende  Stttcke:  1)  die  Form  des  Polyeders,  dessen  Ecken  die 
Stationen    eines    gegebenen   geodätischen]  Dreiecksnetzes    sind^ 

2)  die  Orientirang  dieses  Polyeders  in  Bezug  auf  die  Richtung 
der  Erdaxe,  jedoch  nicht  in  Bezug  auf  deren  Lage  im  Erdkörper, 

3)  das  System  von  Geraden,  welche  die  Richtung  der  wahren 
Lothlinie  in  den  Dreieckspunkten  angeben.  Das  geometrische 
Nivellement  liefert  ferner  für  diese  Dreieckspunkte  sowohl  die 
Meereshöhenunterschiede,  als  auch  die  davon  wohl  zu  unter- 
scheidenden Niveaudifferenzen,  welche  durch  die  Werthdifferenzen 
der  Kräftefunction  W  gemessen  werden.  Damit  ist  dann  die 
relative  Lage  aller  der  Punkte  bestimmt,  in  welchen  irgend  ein 
gegebenes  Geoid  von  jenem  Verticalensystem  getroffen  wird. 
Wesentlich  ist  hierbei,  dass  bei  der  Berechnung  der  geometrischen 
Nivellements  die  Aenderungen  der  Schwere  längs  der  Nivelle- 
mentslinie berücksichtigt  werden,  während  der  Einfluss  der  Loth- 
ablenkungen auf  den  Schlussfehler  einer  Schleife  als  praktisch 
unmerklich  nachgewiesen  wird.  Endlich  wird  noch  gezeigt,  dass 
die  beiden  Erdabplattuagen,  welche  aus  Gradmessungen  resp. 
aus  Pendelbeobachtungen  sich  ergeben,  zwei  heterogene  Grössen 
sind,  deren  Uebereinstimmung  keineswegs  gefordert  werden  darf. 
Der  letzte  Abschnitt  behandelt  die  Form,  die  man  auf  Grund 
des  Vorstehenden  der  strengen  Lösung  des  Problems  der  wissen- 
schaftlichen Geodäsie  geben  könnte,  und  formulirt  die  Anforde- 
rungen, welche  dem  entsprechend  an  das  Beobachtungsprogramm 
der  europäischen  Gradmessung  zu  stellen  sind.  B. 


A.  R.  Clarke.     On  the  figure  of  the  earth.  Phil.  Mag.  1878. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  wird  gezeigt,  dass  nach  den 
neuesten  Messungen  von  verschiedenen  Meridianbogen  und  nament- 
lich nach  denen  in  Indien  die  Gestalt  der  |Erde  am  [meisten 
in  Uebereinstimmung  sei  mit  einem  Ellipsoid,  dessen  Halb- 
axen  sind: 

a  =  20926629  engl.  Fuss, 

6  =  20925105     „        „     , 

c  =  20854477      „        „     . 
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Die  Länge  der  grösseren  Äxe  des  Aeqoators  ist  8*  lö'  westlich 
von  Greenwich.  Csy.  (O.) 


Helmert.      Das  Theorem  von   Ciaii-aut.     z.  f.  Venn.  vn. 

121-145. 

Die  Begründung  des  genannten  Theorems  ist  folgende:  Die 
Eräftefunetion  der  Erde  V  and  die  Schwere  9,  und  9,  ftr  Aeqoator 
und  Pol  des  Meeresniveaus  werden  nach  Kugelfunctionen  ent^ 
wickelt.     Bildet   man  dann  den  Ausdruck  (u>  Schwungkraft  im 

Aequator) 

5     ^ 

-^^  +  9—9^^ 

so  erhält  man  dafür  mit  Rücksicht  darauf,  dass  V  im  Aequator 
und  im  Pol  denselben  Werth  besitzt,  eine  Reihe,  deren  Hauptglied 
die  Gestalt:  „ Abplattung  multiplicirt  mit  Aequatorschwere^  hat, 
während  von  den  übrigen  Gliedern  durch  eingehende  Discussion  ge- 
zeigt wird,  dass  sie  von  einer  höheren  Ordnung  in  Bezug  auf  die 
Abplattung  sind,  sobald  man  voraussetzt^  dass  die  Schwere  wesent- 
lich dem  Sinusquadrat  der  Breite  proportional  variirt  Hervor- 
zuheben ist  noch,  dass  der  Verfasser  überall  bemüht  gewesen 
ist,  die  Frage  nach  der  Convergenz  oder  Divergenz  der  benutzten 
Reihenentwickelungen  klarzustellen.  B. 


E.  Ad  AN.  1)  Attractions  locales.  Corrections  des  61^- 
ments  de  rellipsoide  osculateur.  2)  Comparaison  entre 
les  coordonn^es  reelles  et  les  coordonn^es  th^oriques 
d'un  Heu  de  la  terre.  Deviation  ellipsoidale.  3)  Me- 
moire sur  rellipsoide  unique.  M6m.  cour.  de  Belg.  in  8«. 
XXIX. 

J.  C.  üouzEAU.      Rapport  sur  ce  memoire.    Ball,  de  Belg. 

(2)  XLVI.  6-11. 

Der  Verfasser  betont  namentlich  folgenden  Punkt:    Die  geo- 

^tischen  Coordinaten  sind  von  den  astronomischen  verschieden, 

bt  nur,  weil  sie  von  localen  Ursachen  beeinflusst  sind,  sondern 
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auch  weil  sie  von  dem  oscalirenden  Ellipsoid  abhängen,  das  in 
jedem  Lande  fttr  die  geodätischen  Rechnungen  angenommen  ist. 
Der  gemeinsame  Zweck  aller  drei  Arbeiten  geht  dahin,  zu  zeigen, 
wie  man  die  Elemente  des  terrestrischen  Ellipsoids  corrigireq 
muss,  um  Uebereinstimmung  zwischen  den  beiden  Arten  von 
Coordinaten  hervorzubringen.  Mn.  (0.) 

E.  Hill.  An  elementary  discussion  of  some  points 
connected  with  the  influence  of  geological  change  on 
the  earth's  axis  of  rotation.    Proc.  of  Cambr.  in.  I6I-I60. 

Elementare  Erläuterungen  einiger  Resultate,  die  Herr  G.  H. 
Darvrin  in  seiner  Arbeit:  On  the  influence  of  geological  changes 
of  the  earth's  axis  of  rotation.  Phil.  Trans.  CLXVIl.  271-312  ver- 
öffenüicht  hat  61r.  (0.) 

F.  ZRZAvi.  Einfache  Formel  zur  Berechnung  der  Me- 
ridianconvergenz  aus  rechtwinkligen  sphärischen  Coor- 
dinaten mittelst  einer  HilfstafeL    Prag.  Ber.  1877.  278-281. 

Der  Inhalt  ist  durch  den  Titel  gegeben.  B. 


E.  CzuBBR.     Genauigkeit  der  geodätischen  Puriktbestim- 
mung  durch  zwei  und  mehrere  Gerade.  Prag.  Techn.  Blätter. 

1878.  1-24. 

Ausfuhrliche  Theorie  der  Fehlerellipse  unter  Zugrundelegung 
des  Gauss'schen  Fehlergesetzes  und  im  Anschlüsse  an  die  hier- 
hergehörigen  Arbeiten  von  Andrä  und  Helmert.  B 


Helmert.     Theorie  der  Libellenaxe.   z.  f.  Verm.  vii.  185-192. 

Schreiber,    üeber  die  Anordnung  von  Horizontalwinkel- 
beobachtuDgen  auf  der  Station,    z.  f.  Verm.  vir.  209-240. 

Für   die  Triangulationen   erster  Ordnung  des  preussischen 
Generalstabes  ist  im  Laufe  des  letzten  Jahrzehnts  ein  Verfahren 

Kortaclir.  d.  Math.  X.  3.  JC) 
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zur  Anwendung  gelangt,  welches  unter  Aufgebung  der  bisher 
allgemein  tlbliehen  Besserschen  Satzmethode  auf  einer  conse- 
quenten  Ausbildung  der  Methode  der  reinen  Winkelbeobachtungen 
beruht.  Zweck  dieser  Aenderung  waren  die  Erreichung  voll- 
kommener Symmetrie  in  der  Vertheilung  der  Beobachtungen, 
möglichste  Vereinfachung  der  Ausgleichungsrechnungen  und  mög- 
lichste Elimination  der  constanten  Fehler.  Der  wesentliche  In- 
halt des  vorliegenden  Aufsatzes  besteht  in  einer  kurzen  Dar- 
legung der  Vortheile  der  Winkelmethode,  femer  in  der  Entwicke- 
lung  der  Vorschriften  fQr  die  Anordnung  und  Ausgleichung  der 
Stationsbeobachtungen,  sowie  fUr  die  Berechnung  der  mittleren 
Fehler,  unter  besonderer  Berücksichtigung  der  verschiedenen 
Fehlerquellen  und  unter  Ausführung  eines  der  Wirklichkeit  ent- 
nommenen Beispieles.  B. 

F.  H.  Reitz.     Correctur  des   Amsler'schen   Planimeters 
und  Construction   zweier   neuer  Varietäten  desselben. 

Z.  f.  Verm.  VII.  249-266. 

Enthält  im  Wesentlichen  eine  theoretische  Begründung  für 
die  Berichtigung  des  genannten  Planimeters,  sowie  Vorschriften 
zur  praktischen  Ausführung  dieser  Berichtigung.  Die  beiden 
neuen  Varietäten  entsprechen  folgenden  Fällen.  Wenn  der  Pol- 
arm des  Instruments  unendlich  gross  wird,  so  beschreibt  das 
Oelenk  zwischen  Polarm  und  Fahrarm  eine  Gerade,  d.  h.  man 
kann  den  Polarm  einfach  unterdrücken  und  dafür  einem  Punkte 
des  Fahrarms  eine  geradlinige  Führung  geben.  Andererseits 
kann  man  durch  passende  Wahl  der  Dimensionen  des  Instruments 
bewirken,  dass  die  Constante,  welche  bei  „Polstellung  innerhalb 
der  Figur ^  zu  der  Rollenablesung  hinzuzufügen  ist,  den  Werth 
Null  besitzt,  so  dass  es  gleichgültig  bleibt,  ob  der  Pol  innerhalb 
oder  ausserhalb  der  Figur  liegt.  B. 


Lindemann.    £inige  Berechnungsarten  für  die  Pothenot'- 
sche  Aufgabe  und  die  Aufgabe  der  unzugänglichen 

Entfernung.    Z.  f.  Verm.  Vn.  369-387. 
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BöRSCH.      Ausgleichungen   von  Präcisions-Nivellements. 

Z.  f.  Verin.  VII.  455-476,  495-514. 

Der  Aufsatz  behandelt  der  Reihe  nach  die  Ausgleichung 
eines  Liniennivellements,  ferner  die  eines  Nivellementsnetzes,  sei 
es  nach  vermittelnden,  sei  es  nach  bedingten  Beobachtungen, 
endlich  die  combinirte  Linien-  und  Netzausgleichung.  Der  letzte 
Fall,  bei  welchem  die  Ausgleichung  aus  einem  Ousse  geschieht, 
ist  fbr  die  Rechnung  der  zeitraubendste;  es  wird  deshalb  durch 
Behandlung  eines  einfachen  Beispieles  gezeigt,  wie  sich  die  Rech- 
nung in  die  den  beiden  ersten  einfacheren  Fällen  entsprechenden 
Operationen  zerlegen  Iftsst.  B. 


A.  Nagel.    Mittheilungen  aus  dem  Gebiete  der  Geodäsde. 

Civiling.  XXIV.  285-302. 

Nr.  1  enthält  die  Beschreibung  eines  von  dem  Verfasser 
construirten  Apparates,  des  Longimeters,  welcher  zum  Abtragen 
und  Messen  von  Entfernungen  auf  dem  Papier  ohne  Girkel  dient, 
nebst  Begründung  eines  Prioritätsanspruches  gegenüber  dem 
1877  im  Württembergischen  Qewerbeblatt  Nr.  31  beschriebenen 
Wegmann'schen  Schiebedreiecke.  Nr.  2  enthält  die  Beschreibung 
eines  anderen  Apparates,  des  Alhidadentransporteurs  zum  Auftragen 
von  Detailpunkten  statt  der  aus  den  Theodolitmessungen  berech- 
neten Coordinaten.  In  Nr.  3  findet  sich  eine  Besprechung  des 
Messtisches  von  G.  Hejde.  Nr.  4  enthält  eine  Berichtigung  von 
Bertram  bezüglich  des  Bertram'schen  Heliotropen,  die  sich  auf 
die  F.  d.M.  IX.  p.  771  besprochene  Notiz  bezieht.  Nr.  5  endlich 
„Lothungen  und  Lothnngsapparate^  giebt  eine  eingehende  Aus- 
einandersetzung der  Methoden  zur  Feststellung  der  vertikalen 
Richtung  mittelst  Loth  und  Libelle.  0. 


W.  Trza8ka.     Beweis  eines  Satzes  von  Lam^. 

Far.  Denkschr.  1878.  (Polnisch). 

In  dem  Werke  „Examens  des  diffirentes  m6thodes  employ6es 
pour  r690udre  les  problömes  de  göomätrie^  hat  G.  Lam6  eine 

49* 
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Formel  gegeben,  die  zur  Besümmung  der  Neigung  einer  Gruben- 
sehieht  dient,  wenn  man  die  Tiefen  von  drei  Bohröffnangen  und 
ihre  gegenseitigen  horizontalen  Entfernungen  kennt  Herr  Trzaska 
giebt  einen  neuen ,  den  Lamä'schen  dureh  Symmetrie  und  Kürze 
übertreffenden  Beweis  dieser  Formel.  Dn. 


Astronomie. 

H.  Gyldbn  .    Die  Grundlehren  der  Astronomie  nach  ihrer 
geschichtlichen  Entwickelang  dargestellt.  Leipzig.  Engei- 

maDD.   1877. 

Das  Buch,  das  uns  in  der  deutschen,  vom  Verfasser  besorgten 
Ausgabe  vorliegt,  verfolgt  keinen  wissenschaftlichen  Zweck.  Es 
will  nur  dem  gebildeten  Leser  ein  Bild  der  Entwickelung  und 
des  neuesten  Standpunktes  der  Hauptlehren  der  Astronomie  geben. 
Es  ist  das  aber  nicht  so  gemeint,  dass  es  auf  alle  mathemati- 
schen Vorkenntnisse  verzichtet;  es  beschränkt  sich  jedoch  auf 
das  Nothwendigste ,  was  man  eben  heutzutage  bei  jedem  gebil- 
deten Leser  sollte  voraussetzen  können.  Nachdem  in  der  Ein- 
leitung der  Begriff  dessen,  was  unter  Astronomie  zu  verstehen 
sei,  festgestellt  worden  ist,  wird  im  ersten  Gapitel  die  Zeit  vor 
Newton  behandelt.  Im  ersten  Paragraphen  giebt  der  Verfasser  zu- 
nächst eine  Beschreibung  der  Httlfsmittel^  die  in  den  älteren  Zeiten 
bei  astronomischen  Beobachtungen  benutzt  wurden.  Er  bespricht 
dann  in  den  Paragraphen  2  und  3  die  Astronomie  bei  den  Chi- 
nesen, Ghaldäem,  und  die  ältere  griechische  Periode.  In  §  4 
folgt  dann  eine  Darstellung  der  Kenntnisse  der  älteren  Zeiten 
über  die  das  Sonnensystem  bildenden  Körper,  dem  auf  p.  87-99 
ein  Abschnitt  über  die  Haupteigenschaften  der  trigonometrischen 
Linien,  sowie  über  die  Darstellung  von  Gurven  durch  Oleichungen 
eingefügt  ist  In  §  5  folgt  die  Besprechung  der  alexandri- 
nischen  Schule,  namentlich  bezüglich  ihrer  Erklärung  der  Un- 
gleichheiten in  den  Bewegungen  von  Sonne,  Mond  und  Planeten. 
'q  Zeit  von  Ptolemäus  bis  Copernicus  wird  nur  kurz  charakterisirt, 


Capitel  2.     Astronomie.  773 

und  in  §  6  wendet  gich  der  Verfasser  zu  Copemicus  und  Kepler. 
Durch  diese  war  die  Bahn  frei  gemacht  ftlr  die  neuere  Entwicke» 
Inng,  die  mit  Newton  beginnt.  Ihr  ist  das  zweite  Capitel  ge- 
widmet, dessen  einzelne  Paragraphen  sich  mit  Galilei's  mecha- 
nischen Entdeckungen  (§  8),  Sätzen  aus  der  Mechanik  (§  9), 
Newton's  Entdeckung  der  allgemeinen  Gravitationsgesetze  (§  10) 
und  den  Folgen  derselben  (§  11)  beschäftigen.  Die  beiden  fol- 
genden Capitel  3  und  4  sind  einer  Darstellung  des  jetzigen  Stand- 
punkts der  Astronomie  gewidmet ,  und  zwar  bespricht  Capitel  3 
die  neuen  Beobachtungsmittel,  nämlich  (§  12)  Coordinaten  im 
Baume  und  auf  der  Sphäre,  §  13  astronomische  Beobachtungen 
und  Instrumente,  §  14  handelt  von  den  wahren,  scheinbaren  und 
mittleren  Oertem  der  Himmelskörper.  Capitel  4  bespricht  die 
neueren  astronomischen  Forschungen,  und  zwar  §  15  die  Bestim- 
mung der  Entfernungen  der  Himmelskörper,  §  16  die  kleinen  Pla- 
neten, §  17  die  Cometen,  §  18  die  Doppelsteme,  §  19  die  Hellig- 
keit der  Sterne,  §  20  die  scheinbare  Vertheilung  der  Sterne, 
§21  die  Bewegungen  der  Sterne.  Im  Anhang  ist  ein  Abschnitt 
hinzugefügt,  welcher  die  Hauptsätze  der  sphärischen  Trigono- 
metrie enthält,  und  eine  Zusammenstellung  der  Elemente  der  Kör- 
per des  Sonnensystems.  0. 

F.  W.Besskl.  Receosionen.  Herausgegeben  von  R.  Engel- 
mann.   Leipzig.  W.  Engelmano.   8<^. 

Die  Sammlung  enthält  39  Recensionen  von  Bessel  über 
Werke  der  Astronomie,  welche  in  der  Jena'schen  Allgemeinen 
Literaturzeitung,  sowie  in  den  Jahrbüchern  für  wissenschaftliche 
Kritik  erschienen  sind,  und  ist  als  eine  wichtige  Ergänzung  der 
von  demselben  Herausgeber  veranstalteten  Sammlung  der  Werke 
BesseVs  anzusehen,  da  die  Mehrzahl  der  Recensionen  auch  heute 
noch  von  mehr  als  bloss  historischem  Werthe  ist.  B. 


J.  C.  HouzBAU.      Repertoire  des    constantes   de  Tastro- 

nomie.     Add.  de  Tobs    r.  de  Brnx.  (2)  I 
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Systematische  Grappirang  der  Constanteiiy  die  sieh  auf  einen 
und  denselben  Himmelskörper  bezieben ,  mit  genauen  bibliogra- 
phischen Nachweisen  der  Quellen,  denen  die  Zahlen  entnommen 
sind.  I.  Sphärische  Astronomie.  (Schiefe  der  Ekliptik,  Präcession, 
Nutation,  Aberration,  Refraction  etc.).  U.— XIIL  Sonnensystem 
(Sonne,  Mond,  Merkur  etc.).  XIV.  Cometen.  XV.  Meteoriten. 
XVI.  Das  Sonnensystem  als  Ganzes.  XVII.— XIX.  Sterne.  Zu- 
sätze.   Das  Zodiakallicht.    Nachträge  und  Verbesserungen. 

Der  Verfasser  wird  nächstens  eine  vollständige  astronomische 
Bibliographie  publiciren,  von  der  das  vorliegende  Werk  nur  ein 
Auszug  ist.  Mn.  (0.) 

E.  Mathieü.     RdpoDse  k  M.  AlleJgret  sur  le  probl^me 

des   trois   COrps.    Lloa?ille  J.  (3)  lY.  61-63. 

Siehe  F.  d.  M.  IX.  p.  787.  B. 


Th.   von  Oppolzer.       Einige    Bemerkungen    über    die 
Bahnbestimmung  aus  drei  Orten.  AbIt.  Nachr.  xcii.  97-101 

Die  Bahnbestimmung  aus  drei  Orten  wird  naeh  der  üblichen 
Darstellung  undurchiUhrbar,  sobald  dieselben  in  einem  grössten 
Kreise  liegen^  und  sobald  dieser  durch  den  mittleren  Sonnenort 
geht.  Der  Aufsatz  zeigt  zunächst,  dass  beide  Bedingungen  im 
Allgemeinen  gleichzeitig  eintreten,  dass  also  die  erste  allein  schon 
genttgt.  Sodann  ist  der  Fall  näher  besprochen,  in  welchem  die 
bekannte  bei  der  Bahnbestimmung  auftretende  Gleichung  sieben- 
ten Grades  zwei  vorläufig  zulässige  Wurzeln  besitzt  Unter 
Mittheilung  eines  Hülfstäfelchens  werden  die  Grenzen  discutirt, 
innerhalb  deren  dieser  Fall  eintreten  kann.  B. 


E.  CoLLiQNON.     Note  sur  le  mouvement  des  planstes. 

J.  de  rfic.  Pol.  XXVm.  173-200. 

Der  Verfasser  zeigt  zunächst,  wie  man  die  Bewegung  eines 
Planeten  in  einer  Ellipse  nach  den  Eepler'schen  Gesetzen  sowohl 
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strenge,  als  auch  approximativ  durch  Räderwerke  darstellen 
könne.  Daran  scbliesst  sich  eine  analoge  Untersuchung  fbr  die 
Parabel,  deren  Resultate  noch  etwas  verallgemeinert  werden,  in- 
dem anstatt  der  Parabel  die  Gurve 

r  cos" —  -=  1 
n 

betrachtet  wird.  B. 


E.  MiLLOSEviCH.     Di  alcune  curiose  relazioni  numeriche 
tra  i  medi  movimenti  dei  planati.  Atti  Ist.  Ven.  (2)  Xlll.  235. 

B. 


F.  TissERAND.     Sur  un  point  important  de  la  th^orie 
des    perturbations    plan^taires.    Add.  de  r£c.  N.  (2)  Yii. 

261-275,  M6m.  de  Toul.  (7)  VII.  374-388. 

Die  vorliegende  Abhandlung  ist  bereits  1875  in  den  M^m. 
de  TAc.  de  Toulouse  erschienen  und  enthält  eine  Vervollständi- 
gung der  Doctoratsthese  des  Verfassers  aus  dem  Jahr  1860,  in 
welcher  die  von  Delaunay  bei  seiner  Mondtheorie  benutzte  Me- 
thode auf  die  gegenseitigen  Störungen  von  Jupiter  und  Saturn 
angewendet  worden  war.  Der  wesentliche  Inhalt  beschränkt 
sich  auf  die  Herleitung  der  Störungsgleichungen  in  der  kano- 
nischen Form.  Der  erste  Planet  wird  auf  die  Sonne,  der  zweite 
auf  den  gemeinsamen  Schwerpunkt  der  Sonne  und  des  ersten 
Planeten  bezogen.  Eine  geeignete  Spaltung  der  Kräftefunction 
liefert  als  erste  Approximation  fbr  beide  Körper  Ellipsen;  als 
Winkelelemente  werden  mittlere  Anomalie,  Abstand  des  Perihels 
vom  Knoten  und  Länge  des  Knotens  gewählt,  wodurch  die  noch 
übrigbleibenden  Elemente  völlig  bestimmt  sind.  Durch  diese  Wahl 
wird  u.  A.  eine  Vereinfachung  des  Beweises  für  den  Satz  erreicht, 
dass  die  grossen  Axen  keine  säculären  Terme  besitzen,  so  lange 
man  nur  die  Störungen  erster  und  zweiter  Ordnung  mitnimmt. 
(Vgl.  F.  d.  M.  Vni.  738).  B. 
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Baillaud.  Sur  la  m^thode  de  Hansen  pour  la  dÄer- 
mination  des  pertnrbations  absolues  des  petites  pla- 
nstes.   Darbonx  Ball  (2)  U.  261-264. 

Einfache  Herleitaog  der  Hansen'schen  Störungsformeln. 

B. 


Baillaud.  Sur  une  transformation  trigonom^trique 
employ^e  par  Hansen  dans  la  throne  des  pertnrba- 
tions.   Darbonx  Ball.  (2)  IL  292-298. 

B. 

Th.  von  Oppolzer.  Nene  Methode  zur  Bestimmung 
der  Bahnelemente  gleicher  Wahrscheinlichkeit  för  einen 
kleinen  Planeten  aus  den  Beobachtungen  einer  Er- 
scheinung.   Berl.  Monataber.  1878.  583-602. 

Der  Grundgedanke  dieser  Methode  beruht  darauf,  dass  die 
heliocentrischen  Goordinaten  x,  y,  z  eines  Planeten  sich  in  der 
Form 

darstellen  lassen,  wo  die  a  und  b  in  allen  drei  Oleichangen  die- 
selben Functionen  der  Zeit  I,  sowie  der  Goordinaten  x^,  y^,  z^  und 
der  Geschwindigkeiten  lo?  ^o»  £»  för  die  Anfangszeit  t^  sind.  Die 
Entwickelung  der  a  und  b  nach  Potenzen  von  f— 1^  ergiebt  sich 
ohne  weiteres  aus  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 
Es  werden  dann  die  x^,  y^,  ä^,  |^,  ly^,  ^^  statt  der  üblichen  Bahn- 
elemente als  Unbekannte  eingeführt  und  die  dazugehörigen 
Rechnungsvorschriften  in  extenso  entwickelt.  Der  Hauptvortheil 
dieser  Wahl  besteht  darin,  dass  der  lineare  Zusammenhang 
zwischen  den  Verbesserungen  der  Unbekannten  und  der  Beob- 
achtungen, welcher  für  die  Ansgleichnngsrechnung  Hauptbedin- 
gung  ist,  nach  Ausweis  des  mitgetheilten  numerischen  Beispieles, 
in  sehr  weitem  Umfange  besteht.  Damit  ist  dann  zugleich  eine 
einfache  Lösung  der  in  der  Ueberschrift  genannten,  praktisch 
wichtigen  Aufgabe  gegeben.  ß. 


Capitel  2.    Astronomie.  777 

H.  Sebliger.  üeber  die  Gleichung,  von  deren  Wur- 
zeln die  B'äcularen  Veränderungen  der  Planetenbahn- 
elemente abhängen.    Astr.  Nachr.  XGIII.  353-364»  Nr.  2231. 

Wenn  man  die  Entwickelung  der  Störudgsfunction  bei  den 
Gliedern  von  der  zweiten  Dimension  in  Bezug  auf  Neigung  und 
Excentricität  abbricht  und  von  den  SäcnlaiiLndeningen  der  grossen 
Axen  absieht,  so  redacirt  sich  die  Ermittelung  der  Säcular- 
störungen  von  Neigung  und  Excentricität  bekanntlich  auf  die 
Behandlung  eines  Sytems  linearer  Differentialgleichungen.  Die 
Integration  desselben  führt  auf  eine  auch  anderweitig  auftretende 
algebraische  Gleichung,  deren  Grad  gleich  der  Anzahl  der  stören- 
den und  gestörten  Planeten  ist.  Wenn  die  Säcularstörungen 
nur  periodische  Tenne  enthalten  sollen,  so  müssen  die  Wurzeln 
dieser  Gleichung  reell  und  von  einander  verschieden  sein.  Der 
vorliegende  Aufsatz  zeigt  nun  fbr  den  Fall  dreier  Planeten  mit 
den  Massen  m,  m\  m*\  dass  die  eine  der  beiden  Bedingungen 
fbr  das  Zusammenfallen  zweier  Wurzeln  sich  auf  die  Form 

Am  +  Bm'  +  Cm''  =  0 

bringen  lässt,  wo  die  A,  £,  C  wesentlich  positive  und  im  All- 
gemeinen von  Null  verschiedene  Grössen  sind.  Hiemach  können 
gleiche  Wurzeln  nur  auftreten,  wenn  die  drei  Massen  nicht 
gleiches  Zeichen  besitzen.  Der  Beweis  stützt  sich  auf  die 
Laplace'schen  Entwickelungen  und  auf  gewisse  Sätze  aus  der 
Theorie  der  hypergeometrischen  Reihen.  B. 


H.  Seeliger,    üeber  das  von  Gauss  heriührende  Theorem 
die  Säcularstörungen  betretFend.     Astr.  Nachr.  xoiv.  1-32, 

Nr.  2233-2234. 

Der  von  den  mittleren  Anomalien  unabhängige  Theil  in  der 
Entwickelung  der  Störungsfunction  zweier  Planeten  lässt  sich 
als  das  gegenseitige  Potential  einer  gewissen  Massenbelegung 
beider  Bahnellipsen  darstellen.  Bei  der  Berechnung  dieses  Gliedes 
führt  die  erste  Integration  auf  elliptische  Integrale,  deren  Re- 
duction   auf  die  Normalformen   bekanntlich  von  Gauss  fbr  den 
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vorliegenden  Fall  erledigt  worden  ist,  während  die  zweite  In- 
tegration durch  mechanische  Quadratur  zu  bewerkstelligen  ist 
Der  vorliegende  Aufsatz  knüpft  in  seinem  ersten  Theile  an  die 
Gauss'sche  Arbeit  an,  und  entwickelt  vollständig  in  ganz  analoger 
Weise  direct  die  Differentialquotienten  des  in  Rede  stehenden 
Ausdruckes,  genommen  nach  den  Elementen  des  gestörten  Pla- 
neten. Im  zweiten  Theile  wird  auf  etwas  umständliche  Weise 
der  Nachweis  geführt,  dass  die  bei  der  zweiten  Integration  er- 
forderliche mechanische  Quadratur  ftlr  den  Fall  der  alten  Plane- 
ten rasch  convergirt,  ein  Resultat,  das  sieh  auch  ohne  Rechnung 
unmittelbar  ans  der  bekannten  raschen  Convergenz  der  nach  den 
mittleren,  wahren  oder  excentrischen  Anomalien  entwickelten 
Reihe  fllr  die  Störungsfunction  der  alten  Planeten  ergiebt 

B. 

E.  Mathibu.  Sur  rapplication  du  probl^me  des  ti*ois 
Corps  k  la  d^terminatiou  des  pertnrbations  de  Jupiter 
et  de  Saturne.   J.  de  rflc.  Pol.  xxvm.  245-269. 

Die  Abhandlung  ist  die  Fortsetzung  einer  früheren  Arbeit 
(F.  d.  M.  VIII.  p.  738),  in  welcher  der  Verfasser  die  Bewegungs- 
gleichungen unter  Benutzung  der  Flächensätze  auf  ein  kanonisches 
System  achter  Ordnung  reducirt  hatte.  Für  die  correspondirende 
partielle  Differentialgleichung  wird  nun  zunächst  eine  vollständige 
Lösung  gesucht  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Anziehung  nnr 
zwischen  dem  ersten  und  zweiten,  resp.  ersten  und  dritten  Körper 
stattfinde.  Die  Variation  der  Gonstanten,  an  den  Bahnelementen 
dieser  Lösung  ausgeführt,  liefert  dann  sofort  die  acht  entsprechen- 
den kanonischen  Störungsgleichungen.  Betreffs  der  Formel- 
entwickelungen  und  der  daran  geknüpften  Bemerkungen  muss 
auf  die  Abhandlung  selber  verwiesen  werden,  die  nur  als  eine 
Vorbereitung  für  die  Bearbeitung  der  Jupiter-  und  Satumstheorie 
anzusehen  ist.  B. 

E.  N  BISON.     On  some  terms  of  long  period  in  the  mean 

motion   of  Mars.    Monthl.  Not.  XXXVm.  457-460. 
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Der  Verfasser  hat  kürzlich  zwei  neue  Glieder  von  langer 
Periode  in  der  mittleren  Bewegung  des  Mars  entdeckt,  welche 
Goefficienten  von  merklichem  Werthe  haben,  und  deren  Existenz 
zum  Theil  die  Fehler  in  Leverrier's  Marstafeln  erläutern.  Das 
erste  derselben  rtlhrt  von  der  vereinigten  Wirkung  von  Erde 
und  Saturn  her,  hat  eine  Periode  von  220,9  Jahren  und  einen 
Werth  von 

— 0",3388  8in([2n'"-.ii"— 2n^]l  +  2fi'"-«^-2fi''+ O 
+  0,0250  sin  (  „  ^  4-oV) 

+  0,0248  sin (  „  „  +a'^. 

Das  zweite  rtlhrt  her  von  der  vereinigten  Wirkung  von  Erde 
and  Jupiter,  hat  eine  Periode  von  46,52  Jahren  und  den  Werth: 
-  6",2934  sin  ([6n'"-3«"--2»'^]  t  +  6«"'-3«"-2«'^-  »'") 
4  0,0530  sin (  „  „  -in") 

+  0,0025  sin(  „  „  -fciv^gm'"). 

Der  Verfasser  giebt  noch  eine  Reihe  anderer  Glieder  mit 
langer  Periode,  deren  Goefficienten  kleiner  sind,  trotzdem  aber 
bei  feinen  Beobachtungen  des  Mars  bemerkbar  werden. 

Glr.  (0.) 


Hknnbdt.     Observations  k  propos  d'une  communication 
de  M.  Amigues,  sur  raplatissement  de  la  plannte  Mars. 

C.  R.  LXXXVn.  590-593. 

Prioritätsreclamation  gegenüber  einer  Note  des  Herrn  Amigues 
über  die  Marsabplattung.  (C.  R  LXXVIII.  1557;  s.  F.  d.  M.  VI. 
734.)  B. 

O.  Call  ANDRE  AU.     Determination,  par   la  m^thode  de 
M.  Gyld^n,  du  mouvement  de  la  plannte  H^ra  (103). 

C.  R  LXXXVn.  1071-1074. 

B. 

R.  A.  Proctor.     On  the  determination  of  the  axial  po- 
sition  of  Mars  with  respeet  to  the  Earth  at  any  epoch. 

Monthl.  Not.  XXXVni.  320-328. 
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Der  Verfasser  setzt  eine  im  Vergleich  mit  anderen  einfache 
Gonstruction  auseinander,  durch  welche  man  die  Projection  desMaiB 
zu  beliebiger  Zeit  erhalten  kann,  wenn  die  DecUnation  und 
Rectascension  des  Planeten  bekannt  sind.  6hr.  (0.) 


A.  Hall.     The  centre   of  gravity  of  the  apparent  disk 

of  a  planet    Monthl.  Not  XXXVm.  122-123,  Analyst  Y.  44-45. 

In  dem  ebenen  Dreieck  zwischen  Sonne,  Erde  and  dem 
Planeten  sei  q>  der  Winkel  an  dem  Planeten,  a  der  Radios  des 
halbkreisförmigen  Theils  der  Scheibe,  dann  ist  m,  die  Entfernung 
des  Schwerpunkts  der  sichtbaren  Scheibe  von  der  Verbindungs- 
linie der  Spitzen,  gleich 

-g^  sin'49    oder    -^  cos' iy, 

je  nachdem  der  Planet  ab-  oder  zunehmend  ist  Dieser  Aus- 
druck wird  gefunden,  wenn  der  Positionswinkel  und  die  ; Di- 
stanz eines  Satelliten  des  Planeten  mit  einem  Fadenmikrometer 
beobachtet  werden  und  die  Fläche  der  sichtbaren  Scheibe  des 
Planeten  durch  den  Faden  halbirt  wird,  so  dass  er  durch  den 
Schwerpunkt  geht.  Die  Correctionen ,  die  nöthig,  um  diese 
Messungen  auf  den  wahren  Schwerpunkt  des  Planeten  zu  redu- 
ciren,  sind  dann 

Js  =  insin(p — ö),    Jp  =  —  cos  (p  —  ö), 

WO  0j  9  die  beobachteten  Positionswinkel  und  Distanz  des  Sa- 
telliten, 0  der  Positionswinkel  der  Spitzenlinie  ist. 

61r.  (0.) 

R.  H.  M.  B08AN6UET.  On  the  Solution  by  trial  of 
Lambert's  theorem  in  Olbers'  method  for  the  compu- 
tation  of  parabolic  orbits.   Monthl.  Not.  xxxvin.  353-366. 

In  allen  verschiedenen  Formen  der  Olbers'schen  Methode 
zur  Berechnung  parabolischer  Bahnen  giebt  es  einen  gewissen 
Schritt,    welcher    im    Princip    auf    der    versuchsweisen     Fin- 
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dong  der  heliocentrischen  Radiivectores  des  Planeten  beruht, 
welche  den  durch  die  Anwendung  des  Lambert'schen  Satzes 
auf  die  beobachteten  Zeiten  gegebenen  Bedingungen  genügen. 
Die  von  dem  Verfasser  vorgeschlagene  Methode  ist  folgende: 
Der  zuerst  angenommene  Werth  von  u  sei  ti^;  man  habe  nach 
der  Berechnung  von  r,  r"  (heliocentrischen  Radiivectores)  und  k* 
(Quadrat  der  Sehne)  u^  erhalten.  Der  wahre  Werth  von  u  sei  u 
und  es  sei 

Wenn  man  dann  eine  Relation  ^u^  =  —  Fdu^  zwischen  du^  und 
du^  sucht,  so  giebt  dies,  combinirt  mit  u^—u^  =  Ji/^,— du,, 

F 

welches  der  Ausdruck  fbr  das  gesuchte  u  ist.  Der  Ausdruck 
fbr  F  wird  bestimmt  und  ein  numerisches  Beispiel  ausgeführt. 

Es  ist  dies  dieselbe  Methode,  die  der  Verfasser  in  den  Astr. 
Nachr.  ftlr  1872  vorgeschlagen  hatte.  Die  Untersuchung  ist  im 
Wesentlichen  unverändert,  nur  das  Zahlenbeispiel  ist  revidirt. 

Glr.  (0.) 

Th.  von  Oppolzer.  Ent Wickelung  der  Differential- 
quotienten der  wahren  Anomalie  und  des  Radius- 
vector  nach  der  Excentricität  in  nahezu  parabolischen 

Bahnen.    Berl.  MonaUber.  1878.  852-859. 

Die  entwickelten  Formeln  sind  streng  und  sehr  einfach,  so- 
bald vier  gewisse  Hülfsgrössen,  die  von  dem  Argument 

abhängen,  in  Tafeln  gebracht  sind.  Ein  Auszug  aus  einer  sol- 
chen Tafel,  der  fttr  die  meisten  Fälle  ausreicht,  ist  als  Anhang 
gegeben.  B. 


E.    Mathibu.      Sur    la    th^rie    des    perturbations    des 
comMes.     Extrait  par  Tauteur.    CR.  Lxxxvii  1029-1031. 


782  ^I^-  Abschnitt.    Qeodäsie  and  AstroDomie. 

Der  Verfasser  behandelt  die  Aufgäbe,  den  Eadiusvector,  die 
Zeit  und  die  wahre- Anomalie  durch  eine  Variable  mittelst  Reihen 
auszudrücken,  welche  grade  für  Wertbe  der  Excentricität,  die 
der  Einheit  nahekommen,  rasch  convergiren.  B. 


H.  Gylden.     Recueil  de  tables  contenant  les  d^veloppe- 
ments    num^riques    k    employer    dans    le   calcul    des 

perturbations  des  COm^tes.    AstroDomiska  Jaktagelser  och  ander- 
Bokningar  anstalda  p4  Stockholms  observatoriom.    I.    Haftet  3.  1877. 

Die  Tafeln  sind  bestimmt,  die  Anwendung  der  StOrungsme- 
thode  des  Verfassers  zu  erleichtem.  Nachdem  in  der  Einleitung 
kurz  die  beiden  Hauptaufgaben,  um  deren  Lösung  es  sich  hierbei 
handelt,  besprochen  sind,  werden  in  der  ersten  Hälfte  des  Bandes 
die  Formeln,  auf  denen  die  Tafeln  beruhen^  und  ihre  Anwendung 
auseinander  gesetzt,  während  der  zweite  Theil  die  Tafeln  selbst 
entbält.  B. 


G.  W.  Hill.     Researches  in  the  lunar  theory.    Am.  J.  i 

5-27,  129-148,  245-251. 

Da  das  Referat  zweckmässig  bis  zum  yoUständigen  Erscheinen 
der  Abhandlung  aufgeschoben  wird,  so  sei  hier  nur  erwähnt,  dass 
der  Verfasser  sich  die  Aufgabe  gestellt  hat,  folgende  Unglei- 
chungen der  Mondbewegung  zu  untersuchen:  erstens  die,  welche 
nur  abhängen  von  dem  Verhältniss  der  mittleren  Bewegungen 
von  Sonne  und  Mond,  ferner  diejenigen,  welche  resp.  der  Mond- 
und  Sonnenexcentricität,  dem  sinus  der  Mondbahnneigung  und 
der  Sonnenparallaxe  proportional  sind.  B. 


G.  W.  Hill.     On   the  motion    of  the  centre  of  gravity 
of  the  earth  and  moon.   Analyst  v.  33-38. 

Man  hat  allgemein  behauptet,  dass  die  Bewegung  des  Schwer- 
punkts von  Erde  und  Mond  wesentlich   dieselbe  sei,   wie  wenn 


b. 
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die  Massen  der  beiden  Körper  in  diesem  Punkt  vereinigt  wären. 
Wenn  diese  Behauptung  wahr  wftre,  wtlrde  unter  Beiseitlassung 
der  Wirkung  der  Planeten  folgen,  dass  man  die  ziemlich  genaue 
mittlere  Winkelbewegung  des  Schwerpunktes  um  die  Sonne  er- 
halten könnte  dadurch,  dass  man  zuerst  die  mittlere  Entfernung 
cS  aus  dem  elliptischen  Werthe  des  Radiusvector 

f'  =  a'(l+l«"+  period.  Glieder) 


»'  =  /— 


ableitete  und  sodann  v!  aus  der  Gleichung  vi  ^=V  —-^ ,  wo  M 

die  Summe  der  Massen  von  Sonne,  Erde  und  Mond  be- 
zeichnet 

Der  Verfasser  untersucht,   ob  dies  wirklich  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  genau  sei,  und  findet  als  Resultat,  dass 

r'  =  a'{l,()()()()0{)02()0+0,00()000()()03cos2T} 
V  =  c'  +  »'<-(y',0001sin2T, 

wo  V  die  Länge  der  Sonne  und  %  die  mittlere  Winkelentfernung 
des  Mondes  von  der  Sonne  ist.  Zu  diesen  Resultaten  bemerkt 
er:  „Die  periodischen  Glieder  sind  zu  klein  für  die  Betrachtung, 
aber  das  constante  Glied  i'—a!  kann  bemerkbar  werden.  Wenn 
man  den  Werth  von  al  aus  gemessenen  Werthen  von  f'  unter  der 
Annahme,  dass  der  Werth  des  constanten  Gliedes  gleich  der 
Einheit  ist,  erhalten  hätte,  würde  a  um  den  Theil  0,00000002  zu 

gross  werden.**    Dieser  Werth  in  die  Gleichung  r/  :=^  —^  sub- 

stituirt  wttrde  n'  um  den  Theil  0,00000003  zu  klein  ergeben, 
oder  n'  wttrde  um  0",0389ö  zu  klein  werden.  Der  Fehler  in 
der  mittleren  Länge  der  Sonne  wttrde  in  einem  Jahrhundert  also 
nahezu  4"  sein,  ein  Werth,  der  bei  dem  gegenwärtigen  Stande 
der  Astronomie  nicht  vernachlässigt  werden  darf.  Wie  dem  auch 
sei,  die  Astronomen  verfolgen  den  umgekehrten  Weg,  d.  h.  sie 
beobachten  n'  und  leiten  daraus  H  her.  In  diesem  Fall  ist  das 
Glied  0,00000002  ohne  Bedeutung,  weil  die  Logarithmen  der 
Radiivectores  in  den  Ephemeriden  gewöhnlich  nur  bis  auf  7  Stellen 
gegeben  werden.  Glr.  (0.) 
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G.  W.  Hill.     The  secular  acceleration  of  the  moon. 

Analyst  V.  105-110. 

In  den  Phil.  Trans,  von  1 853  hat  Herr  J.  C.  Adams  gezeigt, 
dass  die  Werthe  der  säcularen  Beschleonigong  der  mittleren 
Mondbewegung,  die  Plana  und  Damoiseau  erhalten  hatten,  falsch 
seien,  weil  diese  Verfasser  die  Mondexcentridtät  während  eines 
Theils  der  Untersnchung  als  constant  befrachtet  hatten. 

In  der  vorliegenden  Arbeit  leitet  Herr  Hill  den  CoefGcienten 
des  Gliedes  in  der  mittleren  Mondbewegung,  der  das  Quadrat 
der  Sonnenexcentricität,  diese  als  variabel  vorausgesetzt,  enthält, 
bis  auf  Grössen  von  der  Ordnung  der  Quadrate  der  stl5renden 
Kraft  der  Sonne  ab,  unter  Vernachlässigung  der  Mondexcentricität 
und  Neigung  der  Bahn.  Die  angewandte  Methode  ist  dieselbe, 
die  Herr  Donkins  früher  benutzt  hatte;  gegen  Ende  der  Unter- 
suchung gelingt  es  dem  Verfasser  jedoch,  die  explicite  Entwicke- 
lung  von  R  in  eine  periodische  Reihe  zu  umgehen,  wodurch  die 
Untersuchung  wesentlich  abgekürzt  wird. 

Wenn  ^  die  mittlere  Länge  des  Mondes,  afficirt  von  dieser 
säcularen  Ungleichheit,  bezeichnet  und  n^  die  mittlere  Bewegung 
zu  einer  gegebenen  Zeit  ist,  gezählt  vom  Anfang  der  Zeit,  so 
wird  gezeigt,  dass  in  der  Gleichung 


dt 


=  n  =  n,{l+ir(e--0} 


der  wahre  Werth  von  H  gleich  -rr-y ) -—— (-^j   igt. 

2  ^  %  y         64    ^  »^  / 

Glr.  (0.) 


G.  W.  Hill.      On  Dr.  Weiler's    secular  acceleration  of 
the  moon's  mean  motion.    Astr.  Nachr.  XCI.  251.  Nr.  2176. 

Bereits  in  F.  d.  M.  IX.  p.  794  besprochen.  B. 


E.  Neison.     On  Hansen's  terms  of  long  period  in  the 

luuar  theory.     Monthl.  Not.  XXXVIIL  268-279. 
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Hansen  entdeckte,  wie  bekannt,  die  Existenz  zweier  Glieder 
von  langer  Periode  in  der  Bewegung  des  Mondes ,  die  von  den 
Stdmngen  der  Venus  herrfihren,  und  welche  die  Argumente 
ig—  W+ 16^)  und  (8/— 13^)  haben.  Er  versuchte  die  Coeffi- 
cienten  dieser  Glieder  auf  2  Weisen  zu  bestimmen.  Die  Resul- 
tate waren  aber  yerschieden,  und  er  brachte  sie  daher  empirisch 
so  in  Uebereinstimmung,  dass  sie  mit  den  Beobachtungen  während 
des  Zeitraums  von  1750—1850  stimmten.  Delaunay  untersuchte 
die  beiden  Glieder  und,  während  sich  aus  der  Theorie  der  Werth, 
den  Hansen  empirisch  auf  (g—lSg"+l6gf)  bestimmt  hatte,  ter- 
grösserte,  fand  er  den  theoretischen  Werth  des  Gliedes  (89"— 13^) 
nur  so  klein,  dass  er  als  unmerklich  betrachtet  werden  konnte. 
Hansen  gab  nachher  die  Ungenauigkeit  seiner  früheren  Unter- 
suchungen zu.  Herr  Neison  ist  nun  immer  der  Ansicht  gewesen, 
dass  Hansen  mit  seiner  Erklärung  absichtlich  gewartet  habe,  bis 
er  seine  dritte  Untersuchung  yollendet  Er  hat  daher,  in  dieser 
Ansicht  durch  einen  Passus  bei  Hansen  bestärkt,  jetzt  unter- 
sucht, ob  irgend  ein  System  von  Gliedern,  das  von  Delaunay 
vernachlässigt  worden  ist,  den  Goeificienten  dieses  Gliedes  ver- 
grössem  könne.  In  der  That  hat  sich  dabei  eine  Klasse  von 
Gliedern  gefunden,  auf  welche  Hansen's  Bemerkungen  angewandt 
werden  können.  Der  dadurch  hervorgerufene  numerische  Einfluss 
ist  nicht  angegeben.  Glr.  (0.) 


E.  Neison.     On  Newcomb's  correction  of  Hansen's  value 
of  the  secular  acceleration.   Moothi.  Not.  xxxix.  72-73. 

Prof.  Newcomb  hat  neuerdings  (Appendix  II.  1878.  Washing- 
ton Observations)  durch  Vergleichung  von  Hansen's  Mondtafeln 
mit  den  Finstemissbeobachtungen  alexandrinischer  und  arabischer 
Astronomen  und  mit  den  Mondbeobachtungen  zwischen  1600  und 
1750  gezeigt,  dass  der  Werth  fllr  die  mittlere  Bewegung  und 
die  mittlere  Beschleunigung  zu  gross  gegeben  war^  und  dass 
die  Tafeln  die  Beobachtungen  zwischen  1600  und  1750  nicht 
darstellen.  Er  verringert  die  säculare  Beschleunigung  um  3^86, 
nachdem   die  Hauptdaten  von  ihm  auf  13  Mondfinstemisse  von 

Fortfohr.  d.  Math.  X.  3.  50 


786  ^^*  Abschnitt.    Geod&sie  and  AstroDomie. 

Ptolemftufl  und  20  Mond-  und  Sonnenfinsternisae  der  arabischen 
Astronomen  zwischen  820  nnd  1004  angewandt  waren.  Herr 
Neison  zeigte  dass  wenn  eine  dieser  Finsternisse  ausgesondert 
wird,  die  sftculare  Beschleunigung  um  4^80  reducirt  werden 
kann  und  bei  Aussonderung  einer  Gruppe  von  vieren  um  4'^97, 
wodurch  die  säculare  Beschleunigung  auf  7'',  20  reducirt  wttrde, 
ein  Werth,  der  nur  um  1"  grösser  ist  als  der  theoretische  Werth 
6",18".  Glr.  (0.) 


E.  Nkison.     On  a  secular  term  in  the  mean  motion  of 
the  moon.   Monthl.  Not  XXX vm.  HB. 

Die  Mondcoordinaten  enthalten  ein  Glied  von  langer  Periode, 
welches  von  der  Wirkung  des  Mars  herrührt  und  das  Argument 
\[A-'lbn"+28n'"]t+E\  hat,  wo  At  die  mittlere  Bewegung  des 
Mondperigäums  und  n't  und  n'"t  die  mittleren  Bewegungen  der 
Erde  und  des  Mars  sind.  Dies  Glied  hat  eine  Periode  von 
6000  Jahren  und  ist  von  der  14^  Ordnung  der  Excentridtät  von 
Mars  und  Erde.  Die  Exceutricität  von  Mars  ist  übrigens  so  gross, 
dass  der  Goefficient  dieses  Gliedes  verhältnissmässig  beträchtlich 
ist  trotz  des  hohen  Grades.  Dies  Glied  wird  ein  ähnliches  Glied 
in  die  mittlere  Bewegung  des  Mondes  durch  die  Störungen  der 
Sonne  einführen  und  wird  multiplicirt  sein  mit  dem  Quadrate 
der  Mondstörung,  die  von  der  Sonne  herrührt,  dividirt  durch  den 
kleinen  Coefficienten  der  Zeit  Da  [ii-15fi"+28fi'"]  =  197^715, 
wird  das  Glied  unbeschränkt  wachsen  und  offenbar  einen  beträcht- 
lichen Coefficienten  haben.  Die  vorliegende  Note  bezieht  sich 
auf  das  einzelne  Glied  [ii— I3fi"4-28n'"]  — 9w'"— 5m",  in  dem 
der  Goefficient  von  /  auf  Null  reducirt  ist  durch  die  Bewegung 
der  Perihelien  von  Mars  und  Erde.  Es  bildet  daher  ein  säcu- 
läres  Glied  in  der  mittleren  Bewegung  des  Mondes  und  dies  ist, 
wie  der  Verfasser  meint,  das  erste  bestimmte  Glied  dieser  Art, 
welches  von  der  directen  Wirkung  der  Planeten  herrührt  Der 
YerfiEUBser  erwähnt,  dass  er  noch  zwei  ähnliche  Glieder  kennt, 
die  aber  klein  sind.  Glr.  (0.) 
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E.  Neison.      On    a  small  term   of  long  period   in  the 
mean  inotion  of  the  moon.    Montbi.  Not  xxxviii.  116-118. 

Die  mittlere  Bewegung  des  Mondes  enthält  ein  Glied  von 
langer  Periode  mit  einem  Argument  von  der  Form 

\[a - 29n"+  26fi'] t  +  e- 29«"+  26«'-  E- 4}, 

wo  at  +  e—A^  die  mittlere  Anomalie  des  Mondes  und  «'^  n*  und 
J'j  n"  Grössen  bezeichnen,  die  sich  resp.  auf  die  Venus  und  die 
Erde  beziehen.  Dies  Glied  hat  eine  Periode  von  130  Jahren, 
und  da  es  wahrscheinlich  ist,  dass  es  bemerkbar  werden  wird, 
berechnete  der  Verfasser  den  Goefficienten  desselben,  welchen  er 
nicht  über  — (y',löO  fand.  Es  schien  immerhin  wttnschenswerth, 
die  Berechnung  dieses  Gliedes  mit  den  genügenden  Details  be- 
kannt zu  machen  für  eine  etwaige  Wiederholung  der  Unter- 
suchung, weshalb  der  Verfasser  sie  veröffentlicht  hat.     Glr.  (0.) 


J.  C.  Adams.  Note  on  a  remarkable  property  of  the 
analytical  expression  for  the  constant  term  in  the 
reciprocal    of   the   moon's    radius    vector,     Monthi.  Not. 

XXXVIU.  460-472. 

Wenn  §,  =  n(  +  «  —  n'/ — «'  die  mittlere  Entfernung  des  Mon- 
des von  der  Sonne,  9),  q/  die  mittleren  Anomalien  des  Mondes 
und  der  Sonne,  und  tj  die  mittlere  Mondentfemung  vom  aufstei- 
genden Knoten  ist,  dann  ist  bekannt,  dass,  wenn  r  den  Radius- 
Tector  des  Mondes  bezeichnet,  und  man  die  Glieder,  die  von  der 

Sonnenparallaxe  abhängen,  fortlAsst,  der  Werth  von  —  entwickelt 

werden  kann  in  eine  unendliehe  Reihe,  welche  die  Cosinus  von 
Winkeln  enthält  von  der  Form 

wo  f,  j,  /,  k  irgend  welche  positive  ganze  Zahlen  (0  einschliess- 
lich) bezeichnen.  Der  Coefücient  des  Gliedes  mit  diesem  Argu- 
ment enthält  e^e'^y^  als  Factor,  während  der  übrigbleibende 
Factor  eine  Function  von  m,  «*,  e"  und  y*  ist  {y  ist  der  Sinus 
der  halben  mittleren  Neigung  der  Mondbahn  gegen  die  Ekliptik). 

60* 


788  ^^n.  Abfchiiitt.    Geodide  und  Astronomie. 

Im  Besonderen  giebt  es  ein  eonstantes  Glied  in  — ,  wddies 

dem  Fall  aitsprieht,  in  dem  i,  j,  /,  k  alle  NoU  sind.  Dies  Glied 
hat  die  Fonn: 

wo 

B  =  Ä^  +  B,e^+B,«'*+... 

•    •••••••     • 

und  A^^  A^...y  B^^  B^...j  C^,  C, ...  alle  Functionen  von  m  sind. 

Plana  and  nach  ihm  Labbock ,  Pontöcoalant  and  Delaanay 

haben  die  Fanctionen  von  m^  welche  in  den  CSoeffidenten  einiger 

Glieder  von  —  and  der  anderen  Coordinaten  des  Mondes  vor- 

r 

kommen^  nach  steigenden  Potenzen  von  m  entwickelt.  In  Besiehnng 

auf  das   eonstante  Glied  in  —  zeigte  Plana,  dass  die  mit  B^ 

and  Co  bezeichneten  Grössen  beide  yersch winden,  wenn  man 
Bflcksicht  nimmt  aaf  Glieder,  die  m*  and  m'  enthalten.  Pont^ 
coulant  trieb  die  Entwickelüng  von  B^  and  C^  zwei  Grade  höher, 
d.  h.  bis  aaf  Glieder,  die  m*  enthalten,  and  fand,  dass  auch 
diese  Glieder  verschwinden. 

Herr  Adams  zeigt  nan  in  der  vorliegenden  Arbeit,  dass  das- 
selbe gilt  für  die  allgemeineren  Coef&cienten  B  und  C,  so  dass 
die  Coefiicienten  von 

C   y  V^,  VVa  •*• 

r\  yV«,  yV^  .  . . 

in  dem  constanten  Gliede  von  —  alle  identisch  gleich  Nall  sind. 

Herr  Adams  stellt  auch  zwei  bemerkenswerthe  Relationen 
zwischen  den  Coefficienten  von  e\  ey*  und  y^  in  dem  constanten 

Gliede  von  —  auf,  die  oben  mit  £,  F  und  G  bezeichnet  waren. 

Die  Relationen  können  so  ausgedruckt  werden: 

Wenn  die  Glieder  der  Grösse  c  oder  — ^,  welche  #*  und 
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y^  enthalten  y  mit  J7e*-}-^/*  bezeichnet  werden   und  ähnlich  die 

Glieder  von  g  oder  — ^,    welche   c*  und   /   enthalten,    mit 

If c*  +  TVy',   wo   JSr,  üf,  Jlf,  iV  Functionen  von  m  und   e"  sind, 
dann  ist 

E       E        .     ¥       m 

Diese  Belationen  werden  mit  Hülfe  desselben  Princips  bewiesen, 
welches  bei  dem  Beweise,  dass  £  =  0,  C  =  0,  benutzt  wurde. 

Glr.  (0.) 


SouiLLART.  In^galit^s  des  rayons  vecteurs  et  de  longi- 
tudes  des  satellites  de  Jupiter,  d^pendantes  du  carrd 
de  la  force  perturbatrice.   Astr.  Nachr.  xcni.  81-96,  Nr.  2214. 

Der  Verfasser  bemerkt,  dass  in  den  Störungen  zweiter  Ord- 
nung, welche  in  der  „Möcanique  cäleste'^  fbr  die  drei  inneren 
Jupitersatelliten  entwickelt  sind,  merkliche  Glieder  fehlen  und 
dass  selbst  noch  die  Glieder  dritter  Ordnung  nicht  durchgehends 
unmerklich  sind.  In  dem  vorliegenden  Aufsatze  werden  die  be- 
treffenden Glieder  zweiter  Ordnung  (welche  von  sehr  kleinen 
Divisoren  herrühren)  fttr  die  Radienvectoren  und  die  Längen 
entwickelt.  Die  Methode  schliesst  sich  eng  an  Laplace  an;  die 
Resultate  sind,  wie  der  Verfasser  mittheilt,  in  Uebereinstimmung 
mit  denen,  welche  er  in  einer  der  Pariser  Akademie  vorgelegten 
Abhandlung  durch  Variation  der  Constanten  erhalten  hat 

B. 


A.  DoRNA.  Maniera  di  trovare  le  formole  generali  pel 
calcolo  della  parallasse  nelle  coordinate  di  un  astro 
con  alcune  semplici  relazioni  di  trigonometria  piana. 

Atti  di  Torino  XIH.  261-269. 

Herleitung  der  Parallaxenformeln.  B. 
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J.  A.  C.  OuDEMANS.     Over  de  jaarlyksche  baan,   die  de 
vaste   sterren   ten  gevolge  van  de  aberratie  van  ket 

licht  schijnen  te  beschrijyen«  Yenl  en  MededeeL  XIIL  3ÖG-367. 

Die  hier  ontersachte  Aufgabe  heisst:  Welches  würde  die 
scheinbare  Bahn  der  Fixsterne  in  Folge  der  Bewegungen  des 
Lichtes  und  der  Erde  sein,  wenn  die  Bahn  der  Erde  eine  grosse 
Excentricität  hätte,  und  nicht,  wie  es  wirklich  der  Fall  ist,  einem 
Kreise  sehr  nahe  kftme.  Der  Verfasser  erhält  folgende  Resultate: 

1)  Welches  auch  die  Excentricität  e  der  Bahn  der  Erde  ist, 
alle  Sterne  scheinen  durch  die  Aberration  einen  Kreis  zu  be- 
schreiben, welcher  in  einer  Ebene  liegt,  parallel  der  Ekliptik. 
2)  Der  Kreis  ist  excentrisch  in  Beziehung  zu  dem  Ort,  wel- 
chen der  Stern  einnehmen  würde,  wenn  die  Erde  still  stände 
oder  die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  unendlich  wäre.  3)  Die 
Excentricität  des  Punktes  A  in  dem  Kreise  ist  der  der  Erdbahn 
gleich.  4)  Die  Gerade,  welche  durch  den  Punkt  A  und  den 
Mittelpunkt  dieses  Kreises  geht,  ist  senkrecht  zur  grossen  Axe 
der  Erdbahn,  so  dass  der  genannte  Mittelpunkt  sich  an  der 
Seite  befindet,  nach  der  die  Bewegung  der  Erde  in  ihrem  Peri- 
helium  gerichtet  ist.  5)  Die  Bewegung  des  Sternes  in  diesem 
Kreise  ist  ungleichförmig.  In  Beziehung  auf  den  Punkt  A  ist  sie 
so,  dass  ihre  Verbindungsgerade  mit  diesem  Punkte  immer  pa- 
rallel ist  der  Tangente  an  die  Erdbahn  in  dem  Punkte,  welchen 
die  Erde  einnimmt.  6)  In  Beziehung  zum  Mittelpunkte  des  Kreises 
jedoch  folgt  der  Lichtstrahl  demselben  Gesetz  wie  die  Erde,  je- 
doch ist  der  Stern  der  Erde  immer  90^  in  Länge  voraus. 

Die  Lösung  würde  viel  einfacher  sein,  wenn  der  Verfasser 
mit  der  Theorie  des  Hodographen  bekannt  wäre,  und  diese  be- 
nützt hätte.  Uebrigens  erkennt  er  auch  an,  dass  die  erhaltenen 
Resultate  gar  nicht  als  neue  betrachtet  werden  können.       O. 


V.  Ventosa.     Note  sur  les  mouvements  r^els  des  ätoiles 
dans  l'espace.   Monthi.  Not.  xxxvm.  90-d4. 
Allgemeiner  Bericht  über  des  Verfasser's  Untersuchungen  über 
die  Bewegungen  der  Sterne.   Der  Verfasser  hat  Formeln  erhalten, 
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welche  die  Bewegung  in  der  Gesichtslinie  (\me  of  sigbt)  d.  h. 
der  radialen  Bewegung  und  der  Winkelbewegung,  d.  h.  der 
eignen  Bewegung,  mit  der  wahren  Bewegung  im  Baume  yer- 
binden.  Glr.  (0.) 


W.   DOBERCK.      Binary   Stars.     Observatory  IL  110-116,  140-144, 
169-174,  209-217. 

Tbeil  I  und  II  enthalten  ein  Rteumö  über  die  Methoden,  die 
zur  Berechnung  der  Bahnen  von  Doppelsternen  Torgeschlagen 
sind.  Glr.  (0.) 

H.  Gylden.     Ueber  die  Rotation  eines  festen  Körpers, 
dessen  Oberfläche  mit  einer  Flüssigkeit  bedeckt  ist. 

Astr.  Nachr.  XOni.  273-284,  Nr.  2226. 

Der  Verfasser,  welcher  bei  der  genannten  Aufgabe  speciell 
den  Fall  der  Erde  im  Auge  hat,  geht  von  den  allgemeinen  Be- 
wegungsgleichungen ftir  die  Rotation  eines  veränderlichen  Systems 
aus  und  vereinfacht  die  Aufgabe  zunächst  durch  folgende  Hypo- 
these. Es  seien  OXj  OY,  OZ  die  Hauptträgheitsaxen  fOr  den 
festen  Kern,  OX',  OY'y  OZ'  diejenigen  ftar  Kern  plus  Flüssigkeit, 
so  wird  angenommen,  dass  die  augenblickliche  Drehungsaxe  OR 
mit  OZ  und  OZ'  in  einer  Ebene  liege,  und  dass 

8in(0Z,  OZ')  =  AsinCOZ,  OK) 

sei,  wo  h  einen  constanten  echten  Bruch  bedeutet  und  die  höheren 
Potenzen  des  Winkels  {OZ^OR)  als  Grössen  höherer  Ordnung 
vernachlässigt  werden.  Ferner  wird  von  den  äusseren  Kräften 
nur  die  Reibung  der  Fltlssigkeit  gegen  den  Kern  berücksichtigt 
Betreffs  der  weiteren  Vereinfachungen  und  Vernachlässigungen, 
welche  der  Verfasser  vornimmt  ^  um  die  Aufgabe  der  Rechnung 
zugänglicher  zu  machen,  muss  auf  den  Aufsatz  selbst  verwiesen 
werden,  ebenso  auch  in  Bezug  auf  die  Betrachtungen,  welche  an 
die  Endformeln  geknüpft  werden.  B^ 
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A.  Weiler,     Die  Bewegung  eines  Punktes,  welcher  von 
einem  abgeplatteten  Sphäroid  angezogen  wird. 

Astr.  Nachr.  XCIL  289-300,  305-318,  Nr.  2208-2205. 

Der  Verfasser  Dimint  eine  früher  von  ihm  unrichtig  beban- 
delte Aufgabe  wieder  auf  (Vergl.  F.  d.  M.  IX.  794.  1877).  Da 
die  Entwicklung  von  vornherein  gewisse  Vernachlässigungen  zur 
Vereinfachung  der  Rechnung  einführt,  und  keine  numerischen 
Werthe  gegeben  sind,  so  lässt  sich  bei  der  Complication  der 
Formeln  nicht  ersehen,  wieweit  seine  Untersuchung  gegenüber 
den  vollständigen  Arbeiten  Hansen's  und  Früherer  über  die  Hond- 
theorie,  auf  die  es  dem  Verfasser  hauptsächlich  ankommt«  prao- 
tische  Bedeutung  beanspruchen  kann.  B. 


J.  H.  PoYNTiNQ.  On  a  method  of  using  the  balance 
with  great  delicacy  and  on  its  emplojonent  to  deter- 
mine   the  mean  density   of  the  Earth.    Proc.  of  London 

XXXVm.  2-34 

Der  Verfasser  beschreibt  seinen  Apparat  und  seine  Methode 
und  bemerkt  sodann,  dass  seine  Resultate  an  sich  keinen  Werth 
haben,  dass  sie  aber  als  Beispiel  dienen  können  fElr  die  Anwen- 
dung des  Hebels  zu  Untersuchungen,  die  feinere  Mittel  erfor- 
dern, als  sie  bisher  zu  ähnlichen  Untersuchungen  angewandt  wur- 
den. Die  Resultate  zeigen  eine  bemerkbare  Gewichtszunahme 
bis  zu  0,01  Mgr.  oder  4500^0000  des  ganzen  Gewichts,  verur- 
sacht durch  die  Anziehung  der  Masse  eines  Lothes  vom  Ge- 
wicht 154120,6  gr.  In  einer  Reihe  von  11  Bestimmungen  er- 
gaben sich  für  die  mittlere  Dichtigkeit  der  Erde  Werthe  zwi- 
schen 4,415  und  7,172  mit  dem  Mittel  5,69.  Gly.  (0.) 


G.  H.  Darwin.     Note  on  Thomson's  theory  of  the  tides 

of  an   elastic  sphere.     Messenger  (2)  Vm.  23-26. 

Herr  Darwin  bemerkt,  dass  die  Resultate  der  Theorie  von 
der  elastischen  Nachgiebigkeit  der  Erde  noch  mehr  interessiren 
würden,   wenn  es  möglich   wäre,    die  Wirkungen   des  Mangels 
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der  Homogenität  in  der  Elasticitttt  und  Dichte  des  Erdinnem  zu 
berücksichtigen.  Dies  könne  nicht  geschehen.  Aber  man  könne 
eine  mehr  oder  weniger  wahrscheinliche  Schätzung  der  Ausdeh- 
nung machen,  in  welcher  eine  gegebene  Nachgiebigkeit  der 
Oberfläche  die  Flutwelle  des  Oceans  beeinflussen  wUrde,  w^enn 
man  die  Erde  als  heterogen  betrachtet,  und  da  man  das  Steigen 
der  Flutwelle  im  Innern  der  Erde  nur  beurtheilen  könne  durch 
Beobachtungen  auf  dem  OceaUi  könne  diese  Schätzung  von 
Nutzen  sein. 

Die  Hypothese,  die  Herr  Darwin  adoptirt,  und  die  er  als 
wahrscheinlicher  wie  andere  betrachtet,  geht  dahin,  dass,  wenn 
die  Erdoberfläche  unter  dem  Einfluss  eines  körperlichen  harmo- 
nischen Potentials  zweiten  Grades  die  Form  r  =:a  +  a  annimmt, 
wo  a  eine  Kugelfunction  zweiten  Grades  ist^  die  EUipticität  einer 
inneren  ellipsoidischen  Schicht  bezogen  wird  auf  die  der  Oberfläche 
nach  demselben  Gesetz,  wie  wenn  die  Erde  homogen,  elastisch 
und  incompressibel  wäre  und  ihre  Oberfläche  in  die  Form  r = a  4-  <f 
gekommen  wäre  durch  ein  erzeugendes  Flutpotential  zweiter 
Ordnung. 

Das  Potential  der  Erde  auf  einen  äusseren  Punkt  ihrer 
Masse  unterscheidet  sich,  wie  gefunden  wird,  bei  dieser  Hypo- 
these wenig  von  dem,  das  sich  unter  Voraussetzung  der  Homo- 
genität ergeben  hatte.    Im  einen  Falle  ist  die  Formel 


im  anderen 


Glr.  (0.) 


G.  H.  Darwin.     On  the  bodily  tides  of  viscous   and 
semi-elastic  spheroids  and  on   the  ocean  tides  on  a 

yielding  nucleus.    Free,  of  London  XXXVII.  419-424. 

Die   Arbeit  wird   wahrscheinlich    in    den   Phil.   Trans,   er- 
scheinen.    Der  Verfasser  resumirt  sein  hauptsächlichstes  prak- 
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tiiehes  Besnltal  in  der  Behmnptengi  es  sei  riemliefa  sieher,  dsss 
die  Erde  eine  sehr  grosse  wirkliehe  Starrheit  hesitie;  die  Haopt- 
stdie  aber  sei  eine  Yoriierige  Untersnehnng  der  Pnieeession 
zäher  und  nnyoUkommen  elastiseher  Sphaeroide,  eine  Unterso- 
ehnng,  die  er  in  knnem  za  YoUendra  hofft,  Cly.  (O.) 


8.  Haughton.    Notes  on  physical  geologjr.   V.  Mr.  G.  H. 
Darwin's  comments  on  note  III.  Proe.  of  London  xxx YH 

448-450. 

Antwort  auf  Herrn  Darwin*s  Arbeit  Es  handelt  ddi  um  den 
Einfinss  der  allmflligen  Erhebung  eines  Continents  aof  die  Lage 
der  Erdaxe.  Cly.  (0.) 


S.  Haughton.     Note  in  correction  of  an  error  in  his: 
notes  on  phjsical  geology.  Procof  London  xxxym.  154-155. 

G.  H.  Dabwin.     On  the  precession  of  a  viscous  spheroid 
and  on  the  remote  history  of  the  Ekurth.    Abstract 

Proe.  of  London  XXXVni.  184^-194. 

G.  H.  Darwin.     Problems  connected  with  the  tides  of 

a    viscous    spheroid.    Abstract.     Proe.  of  London  XXXVIII. 
194-199. 

Die  Arbeiten  werden  in  den  Phil.  Trans,  erscheinen,  weshalb 
das  Referat  bis  dahin  yerschoben  wird.  Cly.  (0.) 


G.  H.  Darwin.    On  Prof.  Haughton's  estimate  of  geolo- 

gical  tirae.    Proe.  of  London  XXXVIL  179-188. 

Enthält  Betrachtungen  über  den  Einfluss  von  geologischen 
Veränderungen  auf  die  Lage  der  Rotationsaxe  der  Erde,  etc. 

Cly.  (0.) 

ÜELMBRT.     Notiz  zur  Berechnung  der  Lothablenkung 

durch  den   Mond.    Astr.  Nachr.  XCI.  235-238.  Nr.  2175. 
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C.  A.  F.  Peters.  Notiz  zur  Berechnung  der  Loth- 
ablenkung durch  den  Mond.  Aetr.  Nachr.  XOI.  285-238, 
Nr.  2175. 

BerichtigaDg;  zu  einem  Aufsätze  des  Herrn  von  Sterneck  Aber 
den  genannten  Gegenstand  in  den  Wien.  Ber.  LXXIU«       B. 


W.  Fabritius.     Die   astronomische  Refraction  bei  An- 
nahme einer  constanten  Temperaturabnahme.  Astr.  Nachr. 

XCIII.  17-28,  Nr.  2210. 

Der  Verfasser  bestimmt  im  Anschlnsse  an  die  Arbeiten  von 
Oyldön  die  astronomische  Refraction  unter  der  Voraussetzung 
constanter  Höhenstufen  für  die  Lufttemperatur,  also  unter  Fort- 
lassung des  von  Oyldän  benutzten  quadratischen  Gliedes  und 
gelangt  zu  dem,  nach  den  Arbeiten  von  v.  Bauemfeind  übrigens 
längst  bekannten  Resultate,  dass  sich  hierbei  die  Refractionen 
in  recht  befriedigender  Weise  der  Wirklichkeit  anschliesseu. 

B. 


Th.  von  Oppolzer.     Eine  Bemerkung  über  die  Berech- 
nung der  Refraction.    Astr.  Nachr.  XCII.  29-30.  Nr.  2186. 

Bemerkung,  dass  ein  bisher  gewöhnlich  vernachlässigtes  Glied 
in  der  Formel  für  die  astronomische  Refraction  bei  der  Genauig- 
keit der  heutigen  Beobachtungen  sehr  wohl  merklich  werden 
kann.  B. 


J.  Makarevitsch.     8ur  la  refraction  astronomique. 

C.  B.  LXXXVI.  821-823. 

R.  Radau.     Rectification.   G.  B.  Lxxxvi.  loii. 
Herr  Makarevitsch  leitet  die  Refractionsformel 


^  -          .       ^a  +  beoB  s  —  cosz 
Refr.  =  smjs  -^ — - — r-i — i » 

C+ÖCOS» 

wo  a,  fr,  c,  d  Constanten  und  js  die  scheinbare  Zenithdistanz,  auf 
einem  Wege  ab,  der  nach  seiner  Meinung  von  jeder  besonderen 
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Annabme  Aber  die  Vertheilong  der  Luftdichte  unabhängig  ist,  bo 
dass  seine  Fonnel  alle  bekannten  als  specielle  Fälle  in  sich 
schlösse.  Letzteres  ist  handgreiflich  falsch,  und  es  wird  in  der 
Radau'schen  Berichtigung  die  Quelle  des  Fehlers  angegeben. 

B. 


A.  Catlet.   Geometrical  consideratioiis  on  a  solar  eclipse. 

Quart  J.  XV.  340-347. 

Der  Aufsatz  behandelt  mittelst  rein  geometrischer  Betrach- 
tungen den  Verlauf  der  Durchschnittscurve  des  BUbschattenkegels 
bei  einer  Sonnenfinstemiss  mit  der  Erdoberfläche,  sowie  den  Ver- 
lauf der  dabei  auftretenden  Orte  ausgezeichneter  Punkte,  unter 
der  Voraussetzung,  dass  die  Erde  als  unbeweglich  gedacht  wird. 

B. 


Hatt.     Sur  l'emploi  des  m^thodes  graphiques  pour  la 
pr^diction   des  occultations  ou  ^clipses.    0.  R.  LXXXVL 

303-304. 

Prioritätsreclamation  gegenüber  einem  Aufsatze  von  Baills 
(vgl.  F.  d.  M.  1877.  IX.  805)  zu  Gunsten  eines  älteren  Werkes 
von  Buch,  Calcul  des  öclipses  de  Soleil  par  la  möthode  des  pro- 
jections  (1860).  B. 


Beuf  et  Perrin.     Consid^rations  nouvelles  sur  l'obser- 
vation  et  la  rdduction  des  distances  lunaires  an  mar. 

0.  B.  LXXXVL  768-761. 

Mittheilung  von  Formeln  für  die  Längenbestimmung  zur  See. 

B. 


Faye.  Emploi  de  l'ascension  droite  de  la  lune,  corrig^ 
des  erreurs  tabulaires^  pour  d^terminer  la  longitude 
en  mer.   0.  R.  LXXXVII.  346-350. 

Abänderung  der  Borda'schen  Formel  f&r  MonddistanzeUi  um 
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direct  mit  den  Keetascensionen  anstatt  mit  den  Distanzen  zn 
rechnen.  B. 


A.  BoNO.     Nuovo  metodo  grafico  per  risolvere  la  navi- 
gazione  ortodromica.    BIy.  mar.  XL  411-417. 


Ormond    Stonb.      On   the   determination    of  time    bj 
means  of  a   portable  transit-instrument  out  of  meri- 

dian.    Astr.  Nachr.  XGIU.  381-884.  Nr.  2229. 

Formeln  f&r  Zeitbestimmung  ausserhalb  des  Meridians  aus 
Durchgängen  von  Stempaaren  in  kleinen  Distanzen  südlich  und 
nördlich  vom  Zenith.  B. 


J.  J.  Ästrand.    Ueber  die  Bestimmung  des  CoUimations- 
fehlers   eines    Meridianinstruments,    ohne    Benutzung 
von  CoUimatoren   und    ohne  Umlegung  der  horizon- 
talen Axe.    Aatr.  Nachr.  XOU.  177-180.  Nr.  2196. 
Transformation  eines  von  C.  L.  y.  Littrow  ftlr  die  genannte 
Aufgabe  vorgeschlagenen  Verfahrens,  welches  auf  der  Benutzung 
eines  Polstemes,  eines  Sfldsteraes  und  eines  Sternes  dazwischen 
beruht.  B. 


Zbngbr.     Ueber  ein  neues  8onnenocular.    Prag.  Ber.  1877. 

188-140. 

Das  aus  einem  gewöhnlichen  Ocular  austretende  Strahlen- 
bttndel  erfährt  vor  dem  Eintreten  in  das  Auge  eine  Reflexion 
an  einer  Ebene,  deren  angrenzende  Medien  nahezu  gleiche 
Brechungsexponenten  besitzen.  Die  starke  Lichtabschwächung 
wird  an  einem  Beispiele  numerisch  erläutert  B. 


J.  C.  HouzBAU.     Uranom^trie  g^n^rale   avee  une  dtude 
de  la  distribution  des  ^toiles  visibles  k  Toeil  nu« 

Ann.  de  l'obB,  r.  de  BnuL  (2)  I. 
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Eine  mit  Karten  erläuterte  Beschreibang  der  mit  bloBsem 
Auge  siebtbaren  Sterne,  nach  den  Beobachtungen  von  ZeitgenoBsen 
fttr  den  nördlichen  und  vom  Verfasser  (in  Jamaica)  für  den  süd- 
lichen Himmel,  unabhängig  von  früheren  Arbeiten.  Als  Haupt- 
resultat ergiebt  sich,  dass  die  mit  blossem  Auge  sichtbaren  Sterne, 
überhaupt  die  der  drei  ersten  Grössen,  in  der  Gegend  der  Milch- 
strasse zahlreicher  sind  als  anderswo.  Mn.  (0.) 


G.  VON  Niessl.    üeber  die  tägliche  Variation  der  Stern- 
schnuppen.   Astr.  Nachr.  XGIU.  209-238.  Nr.  2222-2223. 

Die  Theorie  der  Sternschnuppen  ergiebt  unter  den  Voraus- 
setzungen, welche  man  gegenwärtig  macht,  fbr  die  tägliche  Va- 
riation der  Häufigkeit  der  Meteore  ein  Maximum  von  18N  wäh- 
rend dasselbe  nach  den  Beobachtungen  einige  Stunden  früher 
eintritt  Der  Verfasser  discutirt  eine  Reihe  von  Ursachen,  welche 
zur  Erklärung  dieser  Verfrtthung  herangezogen  werden  können. 
Betreffs  der  Resultate  ist  auf  die  Abhandlung ,  namentlich  auf 
die  am  Schlüsse  derselben  zusammengestellten  Thesen  zu  ver- 
weisen. In  mathematischer  Beziehung  ist  nur  der  im  ersten  Ab- 
schnitte gegebene  Nachweis  zu  erwähnen,  dass  der  Einfiuss  der 
Tageslänge,  resp.  der  Dämmerung  zur  Erklärung  jener  Verfrflhung 
des  Maximums  unter  den  bisherigen  Voraussetzungen  unzurei- 
reichend  ist  B. 


H.  GeELMUYDEN.     Om  Zodiakallyset.    Arch.  f.  Math,  og  Natarv. 
Christ  m.  258-292. 

Im  ersten  Theil  dieser  Arbeit  untersucht  der  Verfasser  die 
Lage  des  Zodiakallichtes  ftar  einen  gegebenen  Horizont  unter  der 
Annahme,  dass  es  sich  längs  der  Ekliptik  bis  zu  einer  gegebenen 
Entfernung  Yon  der  Sonne  erstreckt  Das  Resultat  wird  Hlr  das 
ganze  Jahr  und  fttr  die  vier  Breiten  0*,  23*27',  45*  und  60* 
graphisch  dargestellt,  indem  die  Taiel  die  Höhe  des  Punktes  der 
Ekliptik  giebt,  der  70*  von  der  Sonne  entfernt  ist,  wenn  diese 
sieb  16*  unter  dem  Horizont  befindet  Der  Olanz  der  Erscheinung 


\ 
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ist  offenbar  am  grössten  im  Augenblicke  des  Endes  der  Dftmme- 
ning  oder  des  Anfangs  des  Morgenrotbes,  was  nacb  Scbmidt  in 
Atben  bei  einer  Höhe  der  Sonne  von  — 16®  stattfindet.  Uebrigens 
zieht  der  Verfasser  für  nördliche  Gegenden  den  aus  älteren  Beob- 
achtungen gefolgerten  Werth  von  18®  vor. 

Im  zweiten  Theil  vertheidigt  der  Verfasser  diese  Art,  das 
ZodiakalKcht  als  mit  der  Sonne  verbunden  zu  betrachten,  gegen 
eine  Theorie  von  Herrn  Serpieri  in  Urbino,  die  in  den  „Memorie 
della  Societi  degli  Spettroscopisti  Italiani^  veröffentlicht  ist  und 
sich  auf  eine  Discussion  der  Beobachtungen  stützt,  die  Jones  1853 
bis  1855  in  den  tropischen  Meeren  gemacht  hat.  Nach  dieser 
Theorie  ist  das  Zodiakallicht  mit  der  Erde  verbunden.  Der  Ver- 
fasser zeigt,  dass  die  Schlüsse  des  Herrn  Serpieri  in  mehreren 
Punkten  schlecht  begründet  sind.  Zum  Beispiel  hat  er  die  Dauer 
der  astronomischen  Dämmerung  auf  eine  Viertelstunde  ausge- 
werthet,  während  sie  niemals  weniger  als  eine  Stunde  4  Minuten 
dauert  Gegen  diese  Theorie  stellt  der  Verfasser  die  ältere  An- 
sicht auf,  (aber  nur  in  Form  einer  Gonjeetur)  dass  das  Zodiakal- 
licht von  den  durch  die  Sonne  erleuchteten  Meteoriten  herrührt. 
Er  zeigt,  dass  die  berühmte  Entdeckung  Schiaparelli's ,  die  voll- 
ständige Uebereinstimmung  der  Bahnen  der  Meteoriten  mit  denen 
der  Kometen,  Alles  giebt,  was  für  die  Lösung  des  Problems 
nöthig  ist.  Die  zodiakale  Natur  der  Erscheinung  legt  den  Ge- 
danken an  die  Kometen  nahe,  deren  Bahnen  geringe  Neigung 
zur  Ekliptik  haben,  d.  h.  den  Kometen  mit  kurzen  Perioden.  Von 
1850  bis  1877  hat  es  124  bekannte  Kometenersoheinungen  ge- 
geben, von  denen  47  von  9  Kometen  mit  Perioden  von  weniger 
als  8  Jahren  herrühren.  Der  Verfasser  schliesst  daraus,  dass  die 
Häufigkeit  der  Kometen,  von  der  Sonne  gesehen,  in  einer  Zone 
von  20""  Breite  auf  beiden  Seiten  der  Ekliptik  10  bis  11  Mal 
grösser  gewesen  ist  als  am  ganzen  anderen  Himmel.  Nichts  ist 
daher  natürlicher,  als  dasselbe  für  die  Meteoriten  anzunehmen. 
Um  das  von  einer  solchen  Menge  ausgesandte  Licht  zu  berechnen, 
muss  man  die  Dichtigkeit  ftar  verschiedene  Entfernungen  von  der 
Sonne  kennen.  Dazu  benutzt  der  Verfasser  die  bemerkenswerthe 
Uebereinstimmung  der  Apheliumsentfemungen  der  Kometen  mit 
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konen  Perioden  (die  wmhneheinliehe  Folge  daTon,  dass  die 
aetnellen  Perioden  eine  Wirknng  des  Jnpiter  sind).  Unter  der 
Vonmseelznngy  dass  die  Peribde  gieJehmiggig  Ton  der  Ober- 
flSebe  der  Sonne  bis  m  Entfernungen  vertiieOt  sind,  wo  sie  auf- 
b9ren  Peribele  m  sein,  findet  er  den  Ausdruck  der  relativen 
Dichtigkeit  der  Meteoriten  in  den  2  lussersten  FiUen  1)  wenn 
sie  alle  eine  gemeinsame  Apbeliumsentfemung  (Q)  haben,  was 
annftbemd  Ar  die  Kometen  mit  kurxen  Perioden  gilt,  2)  wenn 
die  Apheliumsentfemungen  gldehmtoug  zwischen  einem  gewissen 
Werth  0«  luid  dem  Unendlichen  yertbeüt  sind;  nämlich: 

K 


(1)      D  = 


r^Q^^r* 


WO  r  die  Entfernung  von  der  Sonne,  K  und  K'  Constante  sind 
Die  Coef&cienten  haben  folgende  Werthe  a  =  0,056,  /?  =  0,115, 
y  =  0,018,  d  =  0,049  etc. 

Die  numerische  Berechnung,  bei  der  der  Verfasser  die  Werthe 
Q  =z  5,8  (Mittel  der  Apheliumsentfemungen  der  Kometen  mit  kur- 
zen Perioden)  und  Q^  =  5,  die  Entfernung  der  Erde  zur  Einheit 
genommen,  zeigt,  dass  die  Werthe  tou  D  und  IX  fast  identisch 
sind  bis  zu  der  Entfernung  2  oder  2,5  und  sehr  wenig  Terschie- 
den  bis  zu  der  Entfernung  4.  Dann  ist  in  Folge  des  Ueberwiegens 
des  ersten  Gliedes  die  Dichtigkeit  des  Haufens  der  Meteoriten 
beinahe  umgekehrt  proportional  der  Quadratwurzel  der  Entfer- 
nung Ton  der  Sonne,  wenigstens  Iris  zur  Entfernung  3  oder  4. 

Dann  kommt  die  Berechnung  der  Lichtmenge,  welche  von 
einem  Kegel  oder  einer  Pyramide  dieses  Haufens,  die  ihren 
Scheitel  in  der  Erde  und  die  Oberflftcheneinheit  auf  dem  Himmel 
zur  Basis  hat,  ausgesandt  wird.  Unter  Anwendung  der  oben 
ausgesprochenen  approximativen  Dichtigkeitsgesetze  und  der  Lam- 
bert'schen  Formel  ftlr  den  Schein  eines  Planeten  findet  man,  da 
die  sphärische  Form  als  Mittel  für  alle  unregelmftssigen  Formen 
der  Meteoriten  angenommen  werden  kann,  für  die  gesuchte  Lacht- 
•nenge 


J  = 
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/    (sin  a — a  cos  a)  y'sin  a  da, 


sinef^sine  Y 

wo  C  eine  Constante,  e  der  Winkel  an  der  Erde,  a  der  (äussere) 
Winkel  am  Meteoriten  in  dem  Dreieck  ist,  welches  von  Sonne, 
Erde  und  Meteoriten  gebildet  wird;  a^  ist  der  wenig  von  180^ 
verschiedene  Werth  von  a,  welcher  der  Grenzentfernung  (Ä)  des 
Dichtigkeitsgesetzes  entspricht.  Die  Ausfbhrung  der  Integration 
giebty  wenn  c<90*, 

wo  K  das  vollständige  elliptische  Integral  mit  dem  Modul  }f—  I 
und  u  dasselbe  Integral  mit  der  oberen  Grenze  j^sine  ist.  Wenn 
e^90^  findet  man  denselben  Ausdruck,  nur  mit  u  an  Stelle 
von  2K  —  U. 

Fttr  die  numerische  Berechnung  setzt  der  Verfasser  in  Folge 
des  vorher  Bemerkten  R  =  4y  also  sinao  =  |-sin6.  Er  bemerkt, 
dass  die  Substitutionen  von  R  =  oo  und  a  =  180^  nur  wenig  am 
Resultat  verändern  würden.  Die  relative  Erleuchtung  des  Himmels 
längs  des  Zodiakus  wird  nach  dieser  Berechnung  in  eine  Tafel 
zusammengestellt  Der  grosse  Glanz  bei  der  Sonne  kann  nur 
während  totaler  Finsterniss  eintreten.  Er  erscheint  dann  als 
Corona,  die  nach  den  Beobachtungen  immer  eine  Verlängerung 
auf  der  Ekliptik  hat. 

Am  Ende  erwähnt  der  Verfasser  des  Gegenscheins,  der  keine 
Folge  der  vorhergehenden  Theorie  ist,  aber  unter  gewissen  Be- 
dingungen als  kosmische  Erscheinung  auseinandergesetzt  werden 
kann.  Die  Beobachtungen  dieses  schwachen  Lichtes  sind  wenig 
zahlreich.  Es  ist  bemerkenswerth,  dass  Jones  desselben  niemals 
erwähnt,  trotzdem  er  das  Zodiakallicht  mehrere  Male  gesehen 
bat  Nach  Schiaparelli  kann  man  es  nicht  sowohl  sehen,  wenn 
die  Luft  sehr  rein  ist^  als  wenn  es  „un  non  so  che  di  brumoso^ 
giebt,  was  es  wahrscheinlich  macht,  dass  es  sich  dabei  um  eine 
atmosphärische  Reflexion  handelt.  L.  (0.) 
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J.  C.  HoüZEAü.     Sur  certains  phdnomfenes  dnigmatiques 

de  rastroDomie.    Ball,  de  Belg.  (2)  XLVI.  d51-966. 

Nicht  gelöste  Fragen:  1)  Waram  erscheinen  Sonne  nnd  Mond 
am  Horizont  grösser?  2)  Woher  kommt  es,  dass  der  Pseudo- 
Satellit  der  Venus,  der  von  1645  bis  1764  7  Mal^  dann  12  Tage 
nacheinander  von  verdienstvollen  Astronomen  gesehen  worden 
ist,  seitdem  nicht  wieder  gesehen  ist?  3)  Wie  bat  W.  Herschel 
während  beinahe  zweier  Monate  den  Satom  unter  quasi-recht- 
winkliger  Form  sehen  können?  4)  Wie  kann  man  den  Form- 
wechsel des  Biela'schen  Kometen  1846  und  sein  Nichtwieder- 
erscheinen  in  den  Jahren  1859,  1866,  1872  erklären?  5)  Wel- 
ches ist  die  Ursache  der  trocknen  Nebel  von  1783,  1821,  1822?- 
6)  Was  ist  das  Zodiakallicht,  dieser  mysteriöse  Gttrtel,  der  nicht 
die  Sonne,  sondern  die  Erde  begleitet  Mn.  (O.) 


Anhang. 


V.  Schlegel.     Lehrbuch   der  elementaren  Mathematik. 
Erster  TheiL     Arithmetik  und  Combinatorik. 

WolfenbütteL    J.  Zwissler.    &^. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  zeichnet  sich  vor  den  meisten  be- 
kannten Lehrbüchern  der  Elementarmathematik  besonders  da- 
durch vortheilhaft  aus,  dass  es  nach  einem  Principe  ausgearbeitet 
ist,  welches  den  neueren  strengeren  Anforderungen  an  die  Wissen- 
schaftlichkeit gerecht  wird.  In  den  meisten  gebräuchlichen 
„Leitfäden''  ist  allzusehr  das  Streben  nach  möglichster  Kürze 
bemerkbar;  nur  das  Allemothwendigste  wird  übersichtlich  zu- 
sammengestellt; es  geht  das  Ziel  der  Verfasser  fast  ausschliess- 
lich dahin,  eine  gewisse  Virtuosität  in  der  Handhabung  der 
Rechnungsarten  betreffs  Lösung  von  Aufgaben  zu  erreichen;  die 
systematische  Herleitung  der  Gesetze  tritt  in  den  Hintergrund. 
Ein  solcher  „Leitfaden^  lässt  sich  meist  durch  eine  Aufgaben- 
sammlung ersetzen,  in  der  die  betreffenden  Regeln  jedem  Gapitel 
in  blosser  Aufzählung  vorangehen.  Das  Bedürfniss  nach  einer 
wissenschaftlichen  Begründung  der  Elemente,  das  sich  allerdings 
bei  der  Behandlung  der  elementaren  Geometrie  früher  regte,  als 
in  der  Arithmetik,  wird  nicht  befriedigt.  Dieser  Mangel  veran- 
lasste den  Verfasser  zur  Ausarbeitung  seines  Lehrbuchs.  Es 
soll  dem  Lehrenden  und  dem  Lernenden  Gelegenheit  bieten,  die 
Elemente  der  Arithmetik  und  der  Combinatorik  von  einer  wissen- 
schaftlicheren Seite  kennen  zu  lernen,  als  dieses  die  bisherige 
Leitfaden- Literatur  ermöglicht.     Dieser  Zweck  kann   nur  durch 
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ein  auBf&hrlicheres  Lehrbuch  erreicht  werden.  Der  Verfasser 
bindet  sich  nicht  ängstlich  an  Pensa,  sondern  flberlässt  dem 
Lehrer  die  Answahl  des  Stoffes,  wie  er  dieselbe  f&r  die  Entfal- 
tung der  Individualität  des  Schülers  passend  erachtet  Dass  das 
Buch  den  neuesten  Forschungen  auf  dem  Gebiete  der  Zahlen- 
lehre  Rechnung  trägt,  das  zeigt  der  E^nfluss,  den  das  Studium 
der  Arbeiten  HankeFs,  Schröder's,  J.  G.  Grassmann's,  H.  Grass- 
mann's  u.  a.  auf  die  Darstellung  einzelner  Gregenstände  ausgeübt 
hat.  In  der  ^Einleitung  in  die  Mathematik^  theilt  der  Verfasser, 
nach  H.  Grassmann's  Vorgange,  die  Mathematik  in  vier  Zweige; 
es  behandelt  1)  die  Zahlenlehre  die  arithmetischen  disereten 
Formen,  2)  die  Gombinationslehre  die  combinatorischen  disereten 
Formen,  3)  die  Functionslehre  die  arithmetischen  stetigen  Formen, 
4)  die  Raumlehre  die  combinatorischen  stetigen  Formen.  Es 
wird  femer  die  reine  und  angewandte  Arithmetik,  die  reine  und 
ailgewandte  Gombinatorik  unterschieden.  In  die  reine  Arith- 
metik gehört  1)  die  Theorie  der  einfachen  Zahlen,  a)  der  ab- 
soluten, b)  der  relativen  Zahlen,  2)  die  Theorie  der  zusammen- 
gesetzten Zahlen,  und  zwar  a)  die  Polynome,  b)  die  Proportionen, 
c)  die  Gleichungen,  d)  die  Reihen,  e)  die  Eettenbrttche.  In  der 
angewandten  Arithmetik  folgt  eine  vollständige  Theorie  der  Deci- 
malrechnung  und  die  Zinsrechnung.  Die  reine  Gombinatorik  um- 
fasst  die  Gesetze  fUr  das  Permutiren,  Gombiniren  und  Variiren; 
als  Anwendung  folgt  die  Binomialreibe  und  die  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung. M. 


F.  DiNTZL.     Die  Elemente  der  allgemeinen  Arithmetik. 

Fr.  Krems. 

Eine  klare  Darstellung  der  Elemente  der  allgemeinen  Arith- 
metik nach  den  neueren  Anschauungen,  wie  sie  seit  den  Arbeiten 
von  Grassmann,  Weierstrass  und  Hankel  über  die  Theorie  der 
complexen  Zahlen  für  die  Entwickelung  der  allgemeinen  Zahlen- 
lehre massgebend  geworden  sind.  Nach  dem  Princip  der  Wieder- 
holung und  dem  der  ümkehrung  werden  die  Grundoperationen 
aufgebaut  und  durch  HankeFs  Princip  der  Permanenz  der  formalen 
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Gesetze  fruchtbar  gemacht.  Es  wird  gezeigt,  wie  der  Zahlbegriff 
sich  durch  die  BechnungsoperatioDen  allmählig  erweitert.  Der 
Verfasser  betont,  dass,  wie  bestimmte  Gesetze  fElr  die  einzelnen 
Operationen  charakteristisch  sind ,  so  anch  umgekehrt  jede  Ope- 
ration durch  das  Gelten  gewisser  Gesetze  definirt  werden  kann. 
Im  Ganzen  stimmt  der  Inhalt  der  Schrift  mit  dem  Programm  von 
Kossak  vom  Jahre  1872  überein.  M. 


F.  J.  Stüdnicka.     Lehrbuch  der  Algebra  för  die  oberen 

Klassen   der  Mittelschule.    (Deutsch  uod  Böhmisch.). 

Unterscheidet  sich  von  ähnlichen  Lehrbüchern  sowohl  durch 
Anordnung  des  Stoffes,  als  auch  durch  vielfach  neue  Ableitungen 
und  Aufnahme  der  Elemente  der  Determinantentheorie.      Std. 


H.  Franzky.     Supplemente  zu  Kambly's  Arithmetik  und 

Algebra.    Pr.  Spandau. 

Diese  Supplemente,  zur  Ergänzung  des  Kambly'schen  Buches 
auf  Schulen  bestimmt,  enthalten:  1)  die  trigonometrische  Behand- 
lung der  gemischt-quadratischen  Gleichungen,  2)  den  binomischen 
Lehrsatz,  3)  arithmetische  und  geometrische  Reihen  höherer  Ord- 
nung, 4)  complexe  Ausdrücke,  5)  cubische  Gleichungen,  6)  re- 
ciproke  Gleichungen,  7)  Eettenbrüche,  8)  diophantische  Gleichun- 
gen l^*"  und  2^''  Grades.  Der  Inhalt  der  einzelnen  Paragraphen 
enthält  die  gewöhnlichen  Methoden.  0. 


J.   W.   L.  GlAISHEB.      Arithmetical  .note.    Mesaenger  (2)  VII. 
190-191. 

Eigenschaft  der  Perioden  der  periodischen  Decimalbrttche, 
die  den  Brüchen 

A>  T^T»  Th^j '  •  •  ^0^  iV>  tJtj  mW»  •  •  • 
entsprechen.  Glr.  (0.) 
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Birger  Hansted.     Nogle  föttninger  om  rent  pmodiske 

Decimalbröker.    ZeotheD  TidMlrr.  (4)  n.  180-183. 

Handelt  von  den  partiellen  Divisionsresten ,  welche  bei  der 

M 

Entwickelung  von  -j^  in  einen  Decimalbmch  vorkommen,  nnd 

von  solchen  Zahlen,  welche  sich  bei  einfacher  Ereisyerschiebang 
mnltipliciren  lassen.  Gm. 

J.  W.  L.  Glaishbr.     Note  on  calculatiDg  decimals. 

Bep.  Brit.  Ass.  1878. 

Csy. 

M.  SzYSZTOwsKi   und   M.   Martynowski.     Graphischer 
Calcül  in  der  Ebene.   I.  Theil.    Par.  Denkechr.  1877. 

Eine  elementare,    ausführliche  und   klare  Darstellung    der 
wichtigsten  Sätze  dieses  Calcttls.  Bcki. 


Fr.  Sanda.     Beitrag  zum  graphischen  Potenziren. 

Gasopis  VU.  235-243.  (Böhmisch). 

Std. 


J.  FiLcfK.     Graphische  Bestimmung  von  Logarithmen« 

Gasopis  VII.  243-245  (Böhmisch.). 

Std. 


F.  J.  Stüdnicka.     Taschenlogärithmentafeln  mit  5  Deci- 
malstellen,     IIL  Aufl.   mit  vielen  praktischen  Tafeln. 

(Böhmisch.).  Std. 

A.  Gernerth.     Logarithmentafel.    Wien.  Beck. 


J.  W.  L.  Glaisher.      On  multiplication    hy  a  table   of 
Single  entry,    Phil.  Mag.  1878, 
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Die  Arbeit  enthält  die  Erläuterung  einer  Multiplications- 
methode,  genannt  „Prostasphaeresis^,  welche  vor  der  Entdeckung 
der  Logarithmen  in  Gebrauch  war.  Herr  Sylvester  hat  in  einem 
Artikel  im  Phil.  Mag.  darauf  aufmerksam  gemacht.  Die  Methode 
ist  theoretisch  und  historisch  interessant. 

Csy.  (0.) 


A.   Kürz.      Aus    der   Schulmappe.     Bayr.  Bi.  xvni.  21-27, 

191-196,  433-438. 

Fortsetzung  der  bereits  aus  früheren  Jahrgängen  bekannten 
didaktischen  Miscellen  des  Verfassers.  —  47.  Zum  Beweise  der 
beiden  KirchhofiTschen  Gesetze.  Nachweis,  dass  aus  diesen  Ge- 
setzen durch  geeignete  Specialisirung  das  Ohm'sche  Gesetz  ab- 
geleitet werden  kann.  —  48.  Messung  des  galvanischen  Batterie- 
widerstandes r.  Elementare  Darstellung  der  Siemens'schen  Me- 
thode, welche  im  Jubelbande  der  Poggendorf^schen  „Annalen^ 
zuerst  angegeben  ward.  —  49.  Die  positive  und  negative  Linse 
(resp.  Spiegel).    Eine  an  die  Formel 

a    ^    a  p 

sich   anschliessende  Tabelle ,    aus    welcher   fUr   a  =  oc ,   =  2p, 

^p,  ^— p,  =— 2p  sofort  der  zugehörige  Werth  von  a'  ent- 
nommen werden  kann.  —  50.  lieber  Pendelbewegung.  Zusammen- 
stellung der  Gesetze  der  Pendelbewegung  mit  jenen  Gleichungen, 
welche  ersteren  gegenüber  als  Analoga  flir  den  Fall  gleichförmig 
beschleunigter  Bewegung  gelten  können.  —  51.  Zwei  windschiefe 
Kräfte.  Aus  dem  Specialfall  zweier  gleicher  und  senkrecht  auf 
einander  stehender  sich  kreuzender  Kräfte  wird  die  Reduction 
zweier  beliebiger  windschiefer  Kräfte  auf  eine  Resultante  und 
ein  Kräftepaar  erschlossen.  —  52.  Ueber  den  Begriff  des  Träg- 
heitsmoments. Eine  Vervollkommnung  der  bereits  in  Miscelle  5 
gegebenen  Entwickelung  im  elementaren  Sinne.  —  53.  Der 
zwölfte  Theil  des  Physik-Pensums.  Kurze  Zusammenstellung 
der  Hauptmomente  aus  der  Mechanik  starrer  Körper.  —  54.  Der 
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Grassmann'sche  Hahn.  Es  wird  ein  sehr  einfacher  Riss  dieser 
sinnreichen  VorriohtuDg  verzeichnet;  darch  Ansschneiden  und 
geeignetes  Zusammensetzen  kann  sich  der  Schüler  selbst  ein  in- 
struktives Modell  herstellen.  —  5ö.  Der  schädliche  Raum  bei 
der  Luftpumpe.  Für  den  vorhin  erwähnten  Hahn  ergiebt  sich 
als  Verdünnungsgrenze 

wo  d  die  Dichte  der  äusseren  Luft,  q  die  Grösse  des  schädlichen 
Raumes,  c  den  Cylinderraum  bedeutet.  —  56.  Die  Trägheitsfläche. 
Da  Poinsot's  Centralellipsoid  dem  Anfänger  Schwierigkeiten  be- 
reitet, so  untersucht  der  Verfasser,  unter  welchen  Umständen 
die  Trägheitsfläche  besonders  einfach  ausfällt.  Dies  ist  der  Fall 
für  eine  Strecke,  durch  deren  Mittelpunkt  die  Drehnngsaxen  geben, 
denn  hier  ist  diese  Fläche  eine  gewöhnliche  Gylinderfläche.  — 
57.  Barometer-Reduction  und  der  Flächenausdehnungscoefflcient 
Dem  linearen  und  cubischen  Ansdehnungscoefficienten  wird  der 
gemeiniglich  vernachlässigte  quadratische  zur  Seite  gestellt  und 
dessen  Verwendbarkeit  nachgewiesen.  —  58.  Der  H.  Hauptsatz 
der  mechanischen  Wärmetheorie.  Durch  eine  graphische  Dar- 
stellung des  Mariotte'schen  Satzes  kann  man  zu  der  bekannten 
Relation  (?i :  0,  =  T^ :  T,  gelangen.  —  59.  Die  elektromotorische 
Kraft.  Herr  Kurz  polemisirt  gegen  diesen,  die  mechanischen  Be- 
griffe des  Lernenden  verwirrenden,  Terminus  technicus.  —  60.  Noch- 
mal die  beiden  Eirchhoff'schen  Gesetze.  Der  theilweise  umge- 
kehrte Entwickelungsgang  von  dem  in  Miscelle  47  eingeschlagenen. 
—  61.  Das  elektrothermische  Gesetz.  Das  von  Riesa  aufgestellte 
Gesetz  wird  mit  Hülfe  der  bekannten,  die  Schlagweite  des  Fun- 
kens regelnden  Formel  als  Unterfall  des  Aeqnivalenzprincips  er- 
kannt —  62.  Die  Grenzwinkel  und  die  prismatische  Ablenkung. 
Experimentelle  und  graphische  Belege  fär  die  Thatsache,  dass 
der  Strahl  des  Ablenkungs-Minimums  in  allen  Prismen  in  der 
Mitte  aller  durchgangsfähigen  Strahlen  liegt.  --  63.  *  Die  Inter- 
ferenz. Angabe  eines  praktischen  Beispiels.  —  64.  Ableitung  der 
Gleichung  stehender  aus  deijenigen  fortschreitender  Wellen  nebst 
Hinweis  auf  akustische  Vorkommnisse. 
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Wie  schon  früher  bemerkt,  ist  der  Styl  des  Verfassers  ein 
so  äusserst  conciser,  dass  etwas  mehr  Ausftthrlichkeit  häufig  un- 
umgänglich  erforderlich  erscheinen  muss.  Gr. 


J.  F.  Blake.     On  the  measurement  of  thecurves  formed 
bj  Cephalopods  and  other  moUusks.   Phil.  Mag.  1878. 

Die  Arbeit  giebt  die  Gleichungen  und  einige  der  geometri- 
schen Eigenschaften  der  Oberflächen,  welche  von  den  Schalen 
einiger  Mollusken  gebildet  werden.  Es  ist  bemerkenswerth,  dass 
man  bei  den  niedrigsten  Thieren  Fläclien  findet,  welche  auch 
die  mathematische  Analyse  zu  behandeln  gestattet 

Csy.  (0.) 
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